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ЗАРХИН Ю. Г. 

О ГРУППЕ БРАУЭРА АБЕЛЕВА МНОГООБРАЗИЯ 
НАД КОНЕЧНЫМ ПОЛЕМ 

§ 0. Введение 

0. Пусть X — абелево многообразие над конечным полем характера 
стики р, Br'(X)=H2(XeU Gm)—его (когомологическая) группа Брауэра 
[3]. Известно ([1], [5], [6]), что Вг'(Х) канонически изоморфна груп
пе Брауэра Вг (X). 

Пусть NS(X)—группа Нерона — Севери, X1 — двойственное абеле
во многообразие к многообразию X. Если X — поверхность, то группа 
Брауэра конечна, и произведение ее порядка на определитель матрицы 
пересечений базиса группы NS(J) может быть вычислено с помощью 
дзета-функции X ([18], [19], [12]). Цель работы — доказать аналогич
ное утверждение для компоненты группы Брауэра Вг'(Х) (non-р) абе
лева многообразия X произвольной размерности, в котором индекс пе
ресечения заменен спариванием 

NS(X)XNS{Xt)^Z> 

возникающим из спаривания [14] 
Нот (X, Xf) XHom (X*, X)^Z, щ y->Tr (uv) = T r (vu). 

Близкий подход использовался в [13] при вычислении порядка группы 
Брауэра произведения двух кривых. 

Для абелевой поверхности X определено естественное невырожден
ное кососимметрическое спаривание ([18], [12]) 

BT'(X)XBT'(X)-+Q/Z. 

Мы строим для абелева многообразия X произвольной размерности есте
ственное невырожденное спаривание 

Вг'(*) (non-р) ХВг'(Х') (non-p)-*Q/Z, 

которое альтернировано, если Вг'(Х') (non-р) может быть отождествле
но с Вг'(Х) (non-p) с помощью изоморфизма Х~Х\ возникающего шв 
поляризации степени 1. 

Работа возникла из обдумывания вопроса Ю. И. Манина из книга 
[9, гл. 4, п. 9.8]. 

0.1. Статья состоит из трех частей. В первой части доказывается ко
нечность компоненты группы Брауэра абелева многообразия, взаямво' 
простой с р. Отметим, что методами работы [18] легко показать, что V-
компонента группы Брауэра абелева многообразия конечна и естествен
ным образом представляется ка<к подгруппа кручения в коядре свобод* 
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його Zj-модуля *. Вторая часть содержит технические результаты о кру
чении коядер эндоморфизмов свободных ^-модулей. В третьей части 
работы доказывается формула для порядка группы Брауэра абелева 
многообразия и строится двойственность. 

Оставшаяся часть введения посвящена описанию некоторых обозна
чений, определений и соглашений, используемых в работе. 

0.2. k — конечное поле характеристики р из q элементов, к — его 
алгебраическое замыкание, T = gal (к/k) —группа Галуа поля k, о — 
каноническая образующая группы Г. Для любого Г-модуля Я положим 
Я г = Я/(1—о) Я. Если Я — дискретный периодический модуль, то Я1 (Г, 
Н)=НТ и Яг(Г, Я) = 0 для всех ^>1 [16]. Если Я — конечный Г-модуль, 
то группа Я г конечна и ее порядок равен порядку группы ЯГ = Я°(Г, Я) . 

0.2.0. Для любого гладкого проективного многообразия X над k поло
жим Х=Х®к. Все группы когомологий, рассматриваемые в работе, бе
рутся относительно этальной топологии. Через Gm обозначается пучок 
мультипликативных групп в этальной топологии. Для любого я, взаим
но простого с /?, через \хп обозначается пучок корней п-й степени из 1 
в этальной топологии. Для любого простого 1фр через Zz(l) обознача
ется /-адический пучок, отвечающий проективной системе {р,*™}. 

0.3. Под равенством двух групп мы будем подразумевать канониче
ский изоморфизм между ними. Если В — абелева группа, то через пВ и 
В{п) обозначаются соответственно ядро и коядро умножения на В. По
ложим Bt0TS=limnB — подгруппа кручения в В. Для простого / положим 

->-
п 

В (/) = lim̂ m В — /-компонента группы В, TtB = lim^ В — /-модуль Тэйта 
т т 

группы В, 1/ZB = 7YB ® Qi. Отметим, что TtB не имеет кручения. Положим 

£dlv = Im [Horn (Q, B)-^Hom (Z, В) =В] 

—подгруппа делимых элементов в В, Bd\v = П п&- Если для всех п группа 
п 

пВ конечна, то Дцу = П яВ. 
п 

Для любой конечной группы В через [В] обозначается ее порядок. 
0.3.0. Пусть В — периодическая абелева группа. Тогда 

В = Ц В (/), В (/)div = Anv (/), B/Bd[v (/) = В {1)1 В (/)div. 

Для простого р положим В (поп-/?)— Д В (/) czB. 

Пусть для некоторого простого / группа гВ конечна. Тогда B(/)dIV = 
= [)11В= (Р\1{В)Г\В(1) =.Вй1г(1) — минимальная подгруппа конечного 

i i 

индекса в £ ( / ) , группа B(l)/B(l)dlY конечна, ТгВ — свободный ^-модуль 
конечного ранга. 

ViB — конечномерное векторное пространство над СЬ ([3, гл. III, 
п°8]). Кроме того, 

В (/)dlv = 0<=>В (/) конечна^^^В = 0*=*Vifl = 0. 

Если £(/) конечна, то В(1)=В(1)/В(1)й1т. 
* См. [26]. 
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0.4. Пусть и — эндоморфизм конечномерного векторного пространст
ва V. Будем говорить, что и полупрост в единице, если выполнено любое 
из следующих эквивалентных условий. 

а) Нет жордановых клеток, отвечающих собственному числу 1 эндо
морфизма и пространства V, или, что то же самое, кратность 1 как об
ратного корня характеристического многочлена det (1—tu, V) равна 
dim Vй. 

б) VuH(l—u)V=0. 
в) v = y « + ( i _ u ) V . 
г) Найдется а-инвариантное дополнение к Vй в V. 
д) Положим 1/0—(1—u)V. Тогда для определителя ограничения 1—и 

на V0 выполнено следующее равенство: 

d e t ( l - a f V 0 ) = n ( l - P ) # O f 
э 

где (J пробегает набор неединичных характеристических чисел эндомор
физма и пространства V. 

е) (i-u)V0=V0. 
Если и полупрост, то он полупрост в единице. 
0.5. Через N обозначается мультипликативная полугруппа натураль

ных чисел, через Q+* — мультипликативная группа положительных ра
циональных чисел. 

0.5.0. Пусть / — простое число. Определен гомоморфизм мультипли
кативных полугрупп | |z: Zz\{0}->N, \а\г — число элементов фактор-
кольца ZJCIZL 

Если М — свободный Zj-модуль конечного ранга, а и : М*-*М — эндо
морфизм М с ненулевым определителем det (и, М), то фактормодуль 
М/иМ конечен и его порядок равен |det (и, М) \1т 

Гомоморфизм | \i продолжается по мультипликативности до гомо
морфизма групп QZ*-^Q+, который мы также будем обозначать через 
i i«. 

0.5.1. Пусть с — ненулевое рациональное число. Тогда для всех про
стых /, кроме конечного числа, c^Z*, | с | * = 1 и |с | = Ц М г 

Если р — простое число, то 

для некоторого целого и В частности, если с положительно, то с = 

1ФР 
0.6. Пусть Я—свободный Zz-модуль конечного ранга, являющийся Г-

модулем, Нщ = Я ® Q/- Группа Я г = Н° — свободный чистый подмодуль 
в Я. Положим Я0 = Я П (1 — O)HQI- Группа Я0 — свободный чистый под
модуль в Я, являющийся ZrpeuieTKoft в (1 — о)Н<хг Поэтому 

det (1 — а, Н0) = det (1 - а, (1 — а) Я0/). 
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Обозначим через (р) набор неединичных характеристических чисел 
эндоморфизма а пространства Наг 

0.6.0. Если эндоморфизм а пространства HQ{ полупрост в единице 
{а., 0.4), то (п. 0.4, а) Я0ПЯ»=0 и (п. 0.4, д) 

det (1 - а, Н0) = det (1 - с т , (1 - a) HQl) = П (1 - р). 
Р 

Жроме того (п. 0.5.0), группа Я0/(1—а)Н0 конечна и 

[Я0/(1 - а) Н0] = | det (1 - а, Н0) \, = По-Р) 
0.6.1. Положим В0(Н)—.(Нт)и>„ = (Я/(1—o)tf) tori. ^-модуль В0(Я) — 

конечная группа (п. 0.5.0). Легко видеть, что 
Я, (Я)=Я, / (1— о)Яс=Я/(1— а)Н=Нт. 

©.6.2. Пусть эндоморфизм о пространства Яог полупрост в единице. 
В следующей диаграмме строка точна: 

0 - • (1 — а)Я/(1 -а)Н0-> Я0/(1 -о)Н0-+ Яй/(1 - а) Я -> 0 

Н/(Н0+На) В0(Н) 
Имеем: 

4(1-Р) = [В0(Я)ПЯ/(Яо + # а)]-

В частности, [В0(Я)]/: 11(1 — Р ) 
0.7. Мы сохраняем обозначения п. 0.6. Цель этого раздела— дать 

формулу для порядка группы В0(Н) в предположении, что а полупрост 
в единице. 

0.7.0. Пусть N — свободный Z r модуль конечного ранга, являющийся 
Г-модулем. Мы предполагаем, что определено совершенное спаривание 

( , ) :HXN^Z19 

t, е. отвечающие ( ,) гомоморфизмы 
#->Нот (Аг, 2г), N^Hom (Я, Z,) 

2утъ изоморфизмы. Предполагается также, что ( , ) Г-инвариантно, т. е. 
§ах, оу) = (х, у) Vx<=H, y^N. Поэтому (ох, у) = (х, сг1*/), (сг1*, у) = 
- {х, оу) Vx^H, y<=N. 

Нам будут удобны следующие обозначения: 
V = HQl = Я ® Q/, W = AfQ/ = A' ® Q/. 

Действие группы Г и спаривание ( , ) продолжается по Qz-линейности 
la V HW. При этом 

(о"1*, у) = (л, оу), (ах, оу) = (х, у) VXEE У, уе №. 

Справедливы следующие утверждения: 
а ) (1_0-1) у = (1—а) У= (1—а) Яо; — ортогональное дополнение к 

1 ° в У относительно ( , ) . 
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б) Я0 = ЯП(1—о) V—ЯП(1—O)HQ1 —ортогональное дополнение к 
№ в Я относительно (,). 

0.7.1. Мы предполагаем, что эндоморфизм о пространства У=Я®Ог 
полупрост в единице. Справедливы следующие утверждения. 

а) Ограничение спаривания ( , ) на VaXWa невырожденно. 
б) Ограничение спаривания ( ,) на НаХ№ невырожденно. 
в) Эндоморфизм с пространства W=N®Ql полупрост в единице. 
Каждое из условий а) — в) эквивалентно условию полупростоты 

эндоморфизма о пространства V в единице. 
0.7.2. Выберем базисы {f{} в Яа, {gi} в № и обозначим через А нату

ральное число |det(/i, gj)\i, получающееся применением гомоморфизма 
| \i к определителю матрицы билинейной формы, отвечающей (,). Число 
А не зависит от выбора базисов и может быть проинтерпретировано 
следующим образом. Положим 

L = {XG V° | (х, у) GEZ, Vy££№}. 

Тогда HaczL и [L/H°] = A. 
0.7.3. ОСНОВНАЯ ЛЕММА. TT(l-P) =[В0(Я)]А. 

3 I/ 
0.7.4. Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно п. 0.6.2 нам достаточно уста

новить, что [Я/(Я0+Я а) ] =А. Мы докажем это равенство, если постро
им изоморфизм H/H0^L, тождественный на На (п. 0.7.2). Этим мы 
сейчас и займемся. 

0.7.5. Пусть pr : V-+Va — проектор с ядром (1—G)V. Положим Н' = 
= ргЯ. Я а с=Я '={Я+ (1— o)V}f]V°. Гомоморфизм рг определяет изо
морфизм Н/Н0 ^гЯ', тождественный на Яа. Поэтому для доказательства 
основной леммы нам достаточно установить следующий факт. 

0.7.6. П р е д л о ж е н и е . H' = L = {xeEV°\ (xyy)^Zt Vyz=№}. 
0.7.7. Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как iVa — чистый подмодуль в N, то 

любой гомоморфизм ф: NG-*Zt продолжается до гомоморфизма qp: N-+Zt 
и, значит, задается некоторым х из Я с помощью ( , ) *(п. 0.7.0). С дру
гой стороны, ортогональное дополнение к № в V относительно ( , ) сов
падает с (1—а) V (п. 0.7.0), а). Поэтому 

{x^V\(x,y)^Zl VyzEN°} = H+(l-G)Vy 

L={XZEV°\ (x, y)<=Zt Yy^№} = {H+(l-o)V}nV°=H'. 
0.7.8. Пусть Я0~, iV0~* — свободные Z-модули конечного ранга и опре

делены изоморфизмы 

H:0Zt^HG
9 щ®ъ-+№. 

Предположим, что задано спаривание 

е0:ЯоХЛ/о"->г. 

Пусть спаривание ( , ) индуцирует на H0-XN0~ спаривание, совпа
дающее с е0. Тогда спаривание е0 невырожденно. 

Выберем базисы в Я0 и N0 и обозначим через А0 модуль определите
ля матрицы билинейной формы, отвечающий е0. Натуральное число А0 
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не зависит от выбора базисов и называется модулем определителя спа
ривания е0. Легко видеть, что Д= |Д0|*. 

0.7.9. С л е д с т в и е . \Ц (1—р)| = [В0(Н) ] | Д0 |ь где р пробегает на-

бор неединичных характеристических чисел эндоморфизма о простран
ства #®QZ. 

0.7.10. З а м е ч а н и е . Справедлив Z-вариант основной леммы. Он да
ет ответ на вопрос Ю. И. Манина ([9, гл. 4, п. 9.8]). 

ЧАСТЬ I. КОНЕЧНОСТЬ ГРУППЫ БРАУЭРА 

§ 1. Когомологии многообразий над конечным полем 

1. Цель этого параграфа — напомнить нужные нам сведения о кого-
мологиях пучков Gm, \in и Z*(l) для многообразий над конечными по
лями. 

1.0. Пусть X — гладкое проективное абсолютно неприводимое много
образие над конечным полем k. Известно [11], что PicX=#*(X, Gm), 
PicX = Hl(Xy Gm), где Pic X и PicX— группы классов изоморфных об
ратимых пучков на X и X. Когомологической группой Брауэра Вг'(Х) 
называется группа Н2(Х, Gm) (см. [3]). Группа Вг'(Х) —периодическая, 
и гипотеза М. Артина утверждает, что Вг'(Х) конечна [3]. Для поверх
ностей гипотеза Артина — Тэйта [18] дает формулу для порядка Вг'(Х). 

Предполагается [3], что Вг'(Х) канонически изоморфна группе 
Брауэра Вг (X) (см. обсуждение в [И, гл. 4]). 

1.1. Спектральная последовательность Лерэ относительно структур
ного морфизма для пучка Gm дает нам точную последовательность (см., 
например, [2, гл. 4, § 4]): 

0 -+ Я1 (Г, Я0 (X, Gm)) -* Я1 (X, Gm) -> Я1 (X, Gmf -> Я2 (Г, Я0 (X, Gm)) 
L ii L ii -

H1(T,k*) = 0 . PicX p i cX r Я2(Г,й*) = В г й - 0 
Поэтому Pic X=Pic Хг. 

1.1.0. Обозначим через Pic°X подгруппу в PicX, состоящую из обра
тимых пучков, алгебраически эквивалентных нулю. Через X1 обознача
ется абелево многообразие над k, двойственное к многообразию Альба-
незе X. Г-модули Х*(к) и Pic°X изоморфны ([10, лемма 4]). Поэтому 
группа PicX r конечна, Pic0XczPicX torsnPicXdiv и^Я*(Г, Pic°X) = 
= Я4(Г, X1 (к)) =0 (теорема Ленга [8]). Положим NS (X) =PicX/Pic°X. 
Группа Нерона —Севери NS (X) конечно порождена (теорема Неро
на— Севери). Поэтому Pic0X = Pic°Xdiv. Обозначим через NS (X) образ 
PicX в NS (X). Имеет место следующая точная последовательность: 

0 --> Pic0 Х г -+ Pic Х г -> NS (X )г -> Я1 (Г, Pic0 X) 
II II 

PicX 0 

Поэтому NS (X) r = NS (X), группа PicX конечно порождена и ее ранг 
равен рангу группы NS (X). Обозначим ранг группы NS (X) и Pic X 
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через р(Х). Отметим, что естественные гомоморфизмы 

Pic X ® Q/ -> NS (X) 0 Q/, Pic X/n Pic X -> NS (X)/n NS (X) 
—изоморфизмы. Из конечнопорожденности NS (X) вытекает, что образа 
Г в Aut NS (X) — конечная циклическая группа. 

1.2. Для любого п, взаимно простого с р, определена точная после
довательность Куммера [3] 

пучков на Xet и Xet. Отвечающие ей когомологические последовательно
сти дают нам точные последовательности: 

О -> Pic X/n Pic X -> Я2 (X, |х«) -> пВг' (X) -* О, 
__0 -> №(X, \in) -+ „PicХ-> О, 

О -> Pic X/n Pic X ( = NS (Х)/л NS (X)) -+ Я2 (X, ц„). 
1.2.0. П р е д л о ж е н и е . Группа пВг' (X) конечна. 
1.2.1. Для доказательства конечности группы пВг' (X) достаточно* 

установить конечность группы Я2(Х, \хп) (см. п. 1.2). Для этого нам по
надобится спектральная последовательность Хохшильда — Серра (см. 
[11, гл. III, §2]) для \хп. 

1.2.2. Известно ([21, exposeXIV, следствие 1.2]), что все группы 
Н*(Х, \in) конечны и снабжены действием группы Г [11]. Спектральная 
последовательность Хохшильда — Серра для пучка \хп относительно 
морфизма Х->Х распадается на точные последовательности (см. п. 0.2) 

0 -> Н1"1 (X, |i„)r -* Н1 (X, |1Я) - Н{ (X, ^ ) г -> 0. 
Следовательно, все группы Яг'(Х, \хп) конечны. В частности, конечна 
группа Я2(Х, \in), а вместе с ней и группа пВг'(Х). 

1.2.3. Определена следующая коммутативная точная диаграмма (см.. 
[18], [12]): 

0 0 
+ # * -

Pic X/n Pic X -> [NS (X)/n NS (X)]r 

0 -> Я1 (X, ця)г -* Я2 (X, рп) -> Я2 (X, ^ ) г -> 0 
| _ I 

(,PicX) r яВг'(Х) 
о о 

Строка в диаграмме возникла из спектральной последовательности 
Хохшильда — Серра для £ = 2, а столбцы возникли из точной последо
вательности Куммера (п. 1.2). Все группы в диаграмме конечны. 

Обозначим через /(X) порядок конечной группы PicXtors^Pic Xtors 
(п. 1.1). Порядок группы (nPicX)r равен порядку группы nPicX r 

(см. п. 0.2). Поэтому группа Я*(Х, \in)T аннулируется умножением на 
t(X). 

1.3. Пусть / — простое число Фр. Полагая п = 1т в утверждениях п. 1.2 
и переходя к проективному пределу (по т), мы сможем получить ин
формацию о /-компоненте группы Брауэра. 
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По определению ([ 11, гл. V, § 1 ]) 

Я* (X, 2t (1)) = Hm я ' (X, ц /т), я ' (X, Z/ (1)) = Hm Hl (X, jx/m). 
m m 

Из конечности групп Hl (X,\itm), H* (X, \iltn) (n. 1.2.2) вытекает, что 
Яг(Х, Zz(l)), Яг'(Х, Zz(l)) — конечнопорожденные Zz-модули (см. [11, 
гл. V, § 1, лемма 1.11]). Группы Яг(Х, Zz(l)) снабжены непрерывным 
действием группы Г. Полагая в спектральной последовательности Хох-
шильда— Серра (п. 1.2.2) п = 1т и переходя к проективному пределу, 
получаем точную последовательность 

0 - > Я ^ (X, Z/(l)) r-> Я1'(Х, Z,(l)) -> Н1 (X, ЗД)Г -> 0. 

1.3.0. Полагая п = 1т в диаграмме п. 1.2.3 и переходя к проективно
му пределу, получаем коммутативную точную диаграмму 

0 0 

Чт Я1 (X, fx/m)r Pic X ® Z/ > NS (X) ® Z/ 
m II 4" T 

о + я^х, г,(1))г-»»яа(х, zz(i)) -> я2(х, Z/(i))r -»о 
Т,Вг'(Х) 

о 

Легко видеть (см. конец п. 1.2.3), что группа Hl(X, Z((l))r аннули
руется умножением на t(X). Умножая диаграмму тензорно на СЬ. полу
чаем коммутативную точную диаграмму: 

0 0 

PicX®Q/ »- NS(X)®Q, 
4- • i 

0-+НЦХ, Z,(1)) ® Q,-> Я 2 (* . Z,(l))r ® Q, 
^Br'(X) \[Н*(Х,М1))<Зй1]Т 

Y 
0 

Из нее вытекает следующий «хорошо известный» результат (ср. [18], 
[12]) (см. пп. 0.3.0, 1.2.0). 

1.3.1. ТЕОРЕМА. Следующие условия эквивалентны.: 
а) Группа Вт'(Х) (I) конечна. 
б) Вг'(Х) (0а.т = 0, Вг'(Х) (I) = Вг'(Х) (0/Вг'(Х) (0*„. 
в) У,Вг'(Я)=0. 
г) Ы8(Х)®Ог=[Я2(Х, г«(1)®ОЛг=[Я2(Х, г ;(1))®0«]0 , г^е о — 

каноническая образующая группы Г (п. 0.2). 
д) dim [Я2(Х, г,(1))®О(]0=<11т [Я2(Х, Z, . ( l ) )®Q l ] r =pW. 
1.3.2. З а м е ч а н и е . Из последней диаграммы п. 1.3.0 вытекает, что 

dim [НЦХ, Z,(l))®Q,]">p(X). 
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1.3.3. С л е д с т в и е . Пусть X — произведение кривых и абелевых 
многообразий. Тогда группа Вт'(X) (I) конечна, Br'(X) (/)div = 0 и 
Br'(X)(l)=Br'(X)(l)/Br'(X)(l)diY. 

1.3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о . Если X—произведение кривых и абе
левых многообразий, то 

NS (X)®Ql=[H*(X,Zi(l))®QiY 
(см. [19, теорема 4, § 3]). Остается применить теорему 1.3.1. 

1.4. Посмотрим, что дает при переходе к проективному пределу тео
рия Куммера (п. 1.2). Мы не будем приводить доказательства, а сошлем
ся на результаты работы [3]. 

1.4.0. Определено естественное вложение ([3], [17]) 
NS (X)<g)Z,G#2(J,Z;(l)), 

индуцирующее изоморфизм на подгруппах кручения ([3, III, п. 8.2]). 
Поэтому для всех простых /, кроме конечного числа, Нг(Х, Zz(l)) —сво
бодный Zz-модуль. 

1.4.1. Определен естественный изоморфизм ([3, III, формула 8.9]) 
Вг' (X) (/)/Вг' (X) (/)div = [Br' (X)/Br' (X)dlv] (0 = Я3 (X, Z, (l))tors. 

Положим 

Br0(X, I) = (Я2(Х, Z,(l))r)tors = (Я2(Х, Z,(l))/(1 -o)№(X, Z,(l))tors-

Если H2(X, Zi(l)) —свободный ггмодуль, то (п. 0.6.1) 
Вг 0 (Х ,о=й 0 (Я 2 (Хг г (1 ) ) . 

1.4.2. П р е д л о ж е н и е . Определена каноническая точная последо
вательность 

0+Вг0(Х, 1)-+Вт'(Х) {1)1Вт'(Х) (1)^-+Н*{Х, Z,(1))L». 

В частности, если Н3(Х, Zz(l)) to rs = 0, то определен естественный изо
морфизм Вг0(Х, I) = Вг'(Х) (1)/Вт'(Х) (Z)dlv. 

1.4.3. Д о к а з а т е л ь с т в о . Спектральная последовательность Хох-
шильда — Серра (п. 1.3) дает нам точную последовательность для t = 3: 

o->#2(z, ы\))т-+н*(х, г,(1))^яз(х, z,(i))r-^o. 
Переходя к подгруппам кручения, получаем точную последовательность 

о-+(нцх, z,(i))r)tors+tf3(x, г,(1))->я3(х, z,(i))[ors 
и и 

Br,(X,/) Br'(X)(/)/Br'(X)(/)div 

Тем самым определена точная последовательность 

0->Br0(X, /)->Br'(X)(/)/Br'(X) (/)div->/-/3(X, Z K l ) ) ^ . 

1.4.4. С л е д с т в и е . Пусть X — произведение кривых и абелевых мно
гообразий. Тогда Вт'{Х) (I) =Вг0(Х, /) =В0{Н2{Х, Z,(l)) . 

1.4.5. Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо'известно, что если X — произве
дение кривых и абелевых многообразий, то для всех i Hl{X, Zz(l)) to rs = 
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= 0. Применяя результаты пп. 1.4.1, 1.4.2, 1.3.3, получаем: 

В0 (Я2 (Х9 Z/ (1)) = Вг0 (X, I) = Вг' (X) (/)/Вг' (X) (Z)div = Br' (X) (/). 

1.4.6. В следующем параграфе мы сравним когомологии Zz(l) с кого-
мологиями постоянного пучка Zz и опишем связь между конечностью 
группы Брауэра и порядком полюса дзета-функции X в единице. 

§ 2. Гипотеза Тэйта 

2.0. Все обозначения и соглашения предыдущих параграфов остают
ся в силе. Напомним, что q — число элементов поля k. 

Обозначим F : Х-^Х — морфизм Фробениуса, т. е. отображение, тож
дественно действующее на точках и индуцирующее гомоморфизм f-*fq 

структурного пучка. 
2.1. Для каждого простого 1Фр определены группы этальных когомо

логии H{(Xf Zz(l)), являющиеся конечнопорожденными ^-модулями 
[11]. Zrмодули Яг(Х, Zz(l)) и Яг(Х, Zz) изоморфны (неканонически). 
Группы Н*(Х, Zz) снабжены непрерывным действием группы Г. Обозна
чим через Mi^TJi* свободный Zj-модуль ранга 1, снабженный непрерыв
ным действием группы Г, при котором 

ox = qx Vx^Mt. 

Тогда определены естественные изоморфизмы Г-модулей [4] 

Hi(X9Zl(\)) = Hi(X,Zl)®Ml. 

2.1.0. Морфизм Фробениуса F также действует на Н{(Х, Zz). Поли
ном 

^ 2 (Х , t) = det (1 — tF, H2(X, Z/(l)) = det(1 — ta'\ № (X, Z/) <g> Q/) 

лежит в 1 + ^ZU] и не зависит от /. Все (комплексные) обратные корни 
полинома &2(Х, /) по модулю равны q [4]. 

2.1.4. Разложим полином &*2(Х, t) на линейные множители в Q[/]:. 

gb2(Xtt)=f](\-a2,ft). 
f=i 

Тогда полином 
_ __ ь2 
SP2 (X, t) = det (1 — to, H* (X, Z/(l)) ®Z/ Q/) = T[ [1 - (q/a2tf) t] 

/ = i 

лежит в 1 + tZ — \[t] и не зависит от /. Все обратные (комплексные) 

корни полинома &2(Х, t), или, что то же самое, характеристические чис
ла эндоморфизма а пространства #2(Х, Zz(l))(g)Qz по модулю равны 1. 
Кратность числа q как обратного корня полинома &>

2(Х, t) равна крат
ности числа 1 как обратного корня полинома &*г(Х, t). 

2.1.2. Дж. Тэйт [17] сформулировал следующую гипотезу. 
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(Т) :р(Х) равно кратности q как обратного корня ^2{Х, t). Мы ви
дим (п. 2.1.1), что гипотеза Тэйта эквивалентна следующему утверж
дению. 

(Т) : Кратность 1 как обратного корня &2(Х, t) равна р(Х). 
Положим 

Легко видеть, что с2(Х) — положительное рациональное число, лежащее в 
Z — . Заметим, что с2(Х) = ]~[(1 — Р), где р пробегает набор неединич-

LP s р 
ных характеристических чисел эндоморфизма о пространства Я2(Х, 
Z,(1))®Q,. 

Если для X справедлива гипотеза (Т), то 
&Л(Х9 q-*)~c2{X){\— ^ - ) P W при 5->1. 

2.1.3. Напомним, что dim [H2(X, Z,(l)) ®Ql]°^p(X) (п. 1.3.2). Поэто
му если для X выполнена гипотеза (Т), то 

p(X)=dim[tf2(X,Z,(l))(g)Q,]° 

и эндоморфизм а пространства HZ(X, Z,(l))®Qz полупрост в единице 
(п. 0.4), т. е. у а нет жордановых клеток, отвечающих собственному чис
лу 1. 

Применяя теорему 1.3.1, получаем следующий «хорошо известный» 
результат ([18], [12]). 

2.1.4. ТЕОРЕМА. Пусть для X выполнена гипотеза (Т). Тогда для 
всех простых 1фр группа Вг'(Х) (/) конечна и 

Вг'(*) (/) =Вг'(Х) (1)/Вт'(Х) (/)div. 

2.1.5. З а м е ч а н и е . Если X — произведение кривых и абелевых мно
гообразий, то для X выполнена гипотеза (Т) (см. [19, §3 , теорема 4]). 

2.2. Цель этого раздела — показать, как работает условие «полу
простоты в единице». 

Напомним, что для любого простого / определен гомоморфизм 
| | *". ОЛ-^ОчЛ удовлетворяющий следующим условиям (см. п. 0.5): 

а) Если и : М-+М — эндоморфизм свободного Zj-модуля М с ненуле
вым определителем det (и, М), то порядок фактор-модуля М/иМ равен 
|det (и,АГ)|. 

б) Если CGEZJ\{0}, TO |C|Z<=N. 
в) Если с^СГ, то для всех простых /, кроме конечного числа, c^Z* 

и \c\i=l. 
2.2.0. Так как c2{X)(=Z Г—1 (п. 2.1.2), то для всех простых 1фр 

са(Х)е=г,и |ca(X)|z€=N. 
Для всех простых /, кроме конечного числа, 

\Сг(Х)\г=\. 

2.2.1. ТЕОРЕМА. Пусть для некоторого простого 1Фр выполнены сле
дующие условия-. 
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1) Zrмодуль Я2(Х, Zz(l)) свободен. 
2) Эндоморфизм о пространства Н2(Х, ZZ(1))®QZ полупрост в еди

нице. 
Тогда порядок группы Вг0(Х, /) делит \с2(Х) \t. 
2.3. Д о к а з а т е л ь с т в о . В предположениях теоремы Вг0(Х, I) =-

= В0(Н2{Х, Zz(l)) (пп. 1.4.1, 0.6.1). Тогда (п. 0.6.2) порядок Вт0{Х, 0 
делит | ||(1—fj) \h где (} пробегает набор неединичных характеристичен 

ских чисел эндоморфизма о пространства Н2(Х, ZZ(1))®QZ. Остается 
напомнить, что с2(Х) = Г[ (1—fi) (п. 2.1.2). 

2.3.1. С л ед с тв и е. Пусть для всех простых I, кроме конечного чис
ла, эндоморфизм а пространства Н2(Х, ZZ(1))®QZ полупрост в единице.. 
Тогда для всех простых I, кроме конечного числа, Вг0(Х, /) =0. 

2.3.2. Д о к а з а т е л ь с т в о . Для всех простых I, кроме конечного 
числа, Н2{Х, Zz(l))—свободный Zi-модуль (п. 1.4.0), эндоморфизм о 
пространства Н2(Х, ZZ(1))®QZ полупрост в единице и \с2(Х)\1==1 
(п. 2.2.0). Поэтому, согласно теореме 2.2.1, для всех простых I, кроме ко
нечного числа, порядок группы Вт0(Х, I) делит 1, т. е. Вг0(^, /) =0. 

2.3.3. С л е д с т в и е . Пусть для X выполнена гипотеза (Т). Тогда для 
всех простых U кроме конечного числа, Вх^(Х, /) =0. 

2.3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, для всех 1Фр эндомор
физм о пространства #2(Х, ZZ(1))®QZ полупрост в единице (п. 2.1.3). 
Остается применить следствие 2.3.1. 

2.3.5. С л е д с т в и е . Пусть X — произведение кривых и абелевых 
многообразий. Тогда группа Вг/ (X) (поп-р):— £} Вг'(Х)(1) конечна. 

2.3.6. Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно вспомнить, что Вг/(Х)(1) — 
= Вт0(Х) (l)=B0(H2(X, Zz(l)) (п. 1.4.4) и применить следствие 2.3.5, 

2.3.6.0. С л е д с т в и е . Пусть X — абелезо многообразие. Тогда груп
па Вг'(Х) (non-р) конечна и для всех простых 1фр Bxf (X) (I) =Вт0(Х, 
0-Bo(#2(X,Zz(l)). 

2.3.7. С л е д с т в и е. Пусть для всех простых I, кроме конечного чис
ла, Н3(Х, Zz(l))tOrs = 0. Тогда если для X справедлива гипотеза (Т), то 
для всех простых /, кроме конечного числа, группа Вг'(Х) (/) =0 и груп
па Вг'(Х) (поп-р) = Ц Вг'(А') (/) конечна. 

1ФР 

2.3.8. Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно п. 1.4.2 для всех простых I, 
кроме конечного числа, Br0(X, /) = Вт/(Х] (l)/Br'(X) (/)div. 

Согласно п. 2.1.4 для всех простых 1фр группа Вх' (X) (/) конечна и 
Br ' (J) (V)\Bx'(X) (l)diy = Bv/(X) (I). Тем самым для всех простых I, кро
ме конечного числа, Bvf(X) (l)=Br0(X, I). Поэтому нам достаточно про
верить, что для всех простых /, кроме конечного числа, Вт0(Х, I) =0. Но 
это немедленно следует из утверждения п. 2.3.3. 

2.3.9. С л е д с т в и е . Пусть X поднимается в характеристику 0. Тог
да если для X выполнена гипотеза (Т), то группа Вт'(X) (non-р) ко
нечна. 

2.3.10. Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы сравнения ([11, гл. III, 
§3]) и формулы универсальных коэффициентов вытекает, что для всех 
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простых /, кроме конечного числа, 
Н\(Х, Zl{l))tan=Hi(S, Z;)tors = 0. 

В частности, для всех простых /, кроме конечного числа, 
#3(XZ,(l))tor3 = 0. 

Остается применить следствие 2.3.7. 
2.3.11. З а м е ч а н и е . Из недавних результатов О. Габбера вытекает, 

что для любого X выполнено следующее условие. 
Для всех простых /, кроме конечного числа, 

tf3(X,Zz(l))tors = 0. 

Поэтому для любого X из справедливости гипотезы (Т) вытекает конеч
ность группы Br'(X) (non-p). 

2.3.12. З а м е ч а н и е . Для поверхностей эквивалентность гипотезы 
(Т) и конечности группы Брауэра доказана в [18], [12]. 

2.3.13. С л е д с т в и е . Пусть X — поверхность типа КЗ и рф2. Тогда 
группа Вт'(X)/Br'(X) dlY конечна. 

2.3.14. Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем: 

Br' (X)/Br'(X)div = ( [ ] Br' (X) (/)/Вг' (ХУ(1Щ © Br' (X) (p)/Br' (X) (p)diy. 

Для поверхностей группа Bv'(X) (p)/Br'(X) (p)div конечна (см. [12]). 
Поэтому достаточно убедиться в том, что для всех простых I, кроме ко
нечного числа, Вт'(Х) (l)/Bv'{X) (/)dlv = 0. 

Поверхность X типа КЗ поднимается в характеристику 0 ([23, §2 ] ) . 
Для всех 1фр #3(Х, Zz(l)) torB = 0. Поэтому (п. 1.4.2) Вг0(Х, I) = 
= Вт'(Х) (1)/Вт'(Х) (/)div и нам достаточно доказать, что для всех 
простых /, кроме конечного числа, Вт0(Х, 1)=0. Но для поднимаемых в 
характеристику 0 поверхностей X типа КЗ эндоморфизм о пространства 
Я2(Х, ZZ(1))®QZ полупрост ([22, лемма 5.7]). Поэтому (п. 2.3.1) для 
всех простых /, 'кроме конечного числа, Вг0(Х, /) =0. 

2.3.15. З а м е ч а н и е . Для поверхностей типа КЗ с пучком эллипти
ческих кривых и для куммеровых поверхностей доказана справедли
вость гипотезы Тэйта и, следовательно, группа Брауэра конечна ([22], 
[12]). 

2.3.16. З а м е ч а н и е . Пусть X, У— гладкие проективные многообра
зия над k такие, что группы (Br /(X)/Br /(X)div) (non-p), (Br"(У)/ 
/Br /(y)div) (non-p) конечны. Тогда из формулы Кюннета и полупросто
ты одномерных когомологий [19] вытекает конечность группы 
(Вг/(ХХУ)/Вг/(ХХУ)(ИУ) (non-p). 

ЧАСТЬ II. ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

§ 3. Группы В0 и #° 

3. Мы придерживаемся обозначений пп. 0.6, 0.7. 
Я, N — свободные Zj-модули конечного ранга, являющиеся Г-моду-

лями, ( , ) : HxN^Zt — совершенное Г-инвариантное спаривание, V= 
•2(23: 



= Я ® 0 Ь W=N®Qh 

H0 = Hr\(l—o)V, Nt=Nr\(l—o)W, 
B0(H) = HJ{ 1 - 0 ) H = (ЯД1 - 0 ) ff)tors, B0(N) = W0/( 1 -0)N = 

=--(W(l-a)iV) t o re . 
Положим 

B*(H) = (V/H)°l{(VIH)°)ulT, B°(N) = (W/N)°/((W/N)°)div. 

Справедлив следующий простой, но полезный факт (ср. [20, предло
жение 2.3]). 

3.0. ЛЕММА. Определены канонические изоморфизмы конечных 
групп б :В°(Н) z+BQ(H), б : В0(N) ^B0(N), индуцированные «граничны-
ми» гомоморфизмами: 

8:{V/H)°^H/(l — o)H, х mod H-+(x—6x)mod(l — o)H, 
x^V, 

x*-cx^H 

Z:(W/N)G-+N/(\ — o)N, у mod N->(y — ay) mod (I — o)N. 
y^W, 

y*-oy^N 

3.0.1. Д о к а з а т е л ь с т в о . Короткая точная последовательность Г-
модулей 0-+H-+V-*V/H-+0 индуцирует точную «когомологическую» по
следовательность 

0 - > А % У % ( У / Я ) а Х я / ( 1 - а ) Я ^ У / ( 1 - а ) 1 / . 

Группа (V/H)a — периодическая, поэтому Im бс=(#/(1—o)#) t0rs. 
V/(l—G)V — векторное пространство над Qz, поэтому (#/(1—o)H)tOTS 

переходит в 0 и Im б= (#/(1—o)H)tovs в силу точности когомологической 
последовательности. Кег б = Va/Hacz ((V/H)а) div. Я утверждаю, что 
Кег б= ((V/H)°)dly.B самом деле, (H/(\—o)H)tOTS— конечная группа 
(п. 0.6.1), поэтому ((]//#)a)divc:Ker б. Мы видим, что 

((V/H) °)diV=D V°/H° = Кег 6ZD ((V/H) °) div. 
Значит, 

Кегб=((У/Я)°)й 1 т=Ув/Я-

Мы получаем, что Кег б= ((V/H)a)AlY и Im б= (Я/(1— o)H)tOTS. Поэтому 
б определяет изоморфизм 

б:В°(#) ^Д>(Я) 
II II 

(V/H)G/((V/H)\iv ( t f / ( l - a ) # ) t o r s 

Точно так же доказывается аналогичное утверждение для N. 
3.1.0. 3 а м е ч а н и е. Попутно мы доказали, что 

((W#)a)div=V7#a , {(W/N)°)uly=W°/№9 

В°(Н) = {VIHy/(VG/HG)f B°{N) = {W/N)°/{W°/Na). 

3.1.1. З а м е ч а н и е . Если для некоторых х е У , y^W 
х—ох^Н, у—oy^N, 
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тох—GX(=Hf}(l— o)V=H0i y—oy<=Nf}(l—o)W=N0. Поэтому 
(V/H)°= (1-с)-1Н0/Н, (W/N)°= (i-G)-*N0/N 

и 
B°{H) = (l—a^Ho/V, B°(N) = (l-o)-lNJW°. 

(Здесь (1—о)"1 — полный прообраз в V и W соответственно.) 
3.2. Цель этого раздела — построить невырожденные спаривания 

(,)0: В.(Н) XB\N)^Qt/Zh (,)° : В'(Н) X50(tf)-*Qi/Z,. 

3.2.0. Напомним (п. 0.7.0), что ( ,) продолжается до невырожденного 
Г-инвариантного спаривания векторных пространств 

( , ) : VxW^Qh (x,y) = {ox,oy) VXEEV, y^W. 

При этом (1—o)V—аннулятор № в V, (1—о) W—аннулятор Н° в W. 
Спаривание ( ,) индуцирует невырожденные Г-инвариантные спари

вания двойственных по Понтрягину локально компактных групп 
ЯХ W/N-^Qt/Zt, х, у mod N-+ (х, у) mod Ъи 

V/H X N-+QJZh х mod Я, у-+ (х, у) mod Zz. 

При этом аннулятор (1—о)Н совпадает с (W/N)a, а аннулятор (1—a)N— 
с (V/H)°. В силу двойственности Понтрягина отсюда вытекает, что 
(1—о)Я —аннулятор (W/H)a, а (1—о)N — аннулятор (V/H)a (см. [24, 
теорема 24.10]). Тем самым возникают невырожденные спаривания 

Я/( 1 — а) Я х (W/H)G -> Q//Z/, х mod (1 — а) Я, у mod # -* (х, у) mod Z/, 

(V/H)a xN/(l-a)N-+ Q//Z/, х mod Я, у mod (1 — а) N -> (х, у) mod Z,. 

Эти спаривания индуцируют невырожденные спаривания конечных 
групп ([12, лемма 2.3]): 

(,)0: В0(Н) XBO(N) -*Q*/Z, 
II II 

(Я/(1 _ a) H)i0TS ((W/N)a/((W/N)%v 

(,)°: В» (Я) XB0(N) ->Q//Z, 
II II 

(V/H)/WH)\iY (N/(l-o)N)tOTS 

3.2.1. ЛЕММА. Для л/обба azEB°(H), ЬЕЕВ°{Ы) 

(а, бЬ)°+(ба, 6)о = 0. 

3.2.2. Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

а = (xmod Я) mod (Уа/Яа), 6 = (у mod tf) mod (W°/NG), 
x e F , x — ox<=H, y^W9 y—oy&N. 

Тогда 
Sa= (x—ox) mod (1—о)Я, 8b = (y—oy) mod (1—a)iV 

(a, 56)°= (x, у—oy) mod Zz, (6a, 6)0 = (x—ox, y) mod Zt. 
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Мы должны проверить, что (а, 8Ь)°+(8а, Ь)0 = 0, т. е. (х, у—оу) + 
< + (х—ох, у) <=ZZ. 

Имеем: 
(х, у—су) + (х—ох, у) = (х—ох, у—оу) + (ох, оу) — 

— (х, у) = (х—^ох, у—оу) €Е (Я, N) = Z,. 

3.3. Определено невырожденное спаривание 
(, ) в : В0(Н) XB0(N)^Ql/Zh (а, Ь)в = (а, б-16)о = - ( б " Ч 6)°. 

3.3.0. Явное описание спаривания (,)в дается следующими форму
лами. 

Положим W0=(l—o)W. Тогда N0=W0f)H—ZrpeuieTKa в W0. 
Пусть 

а '== xmod ( 1 - а ) Я е В 0 (Я), & - г/ mod (1 — а) ЛГ е В0 (N). 

Выберем z^W такой, что y = z—oz. Тогда 
(а, Ь) 8 = (х, z) mod Zl^QJZl. 

3.3.1. З а м е ч а н и е . Пусть эндоморфизм а пространства V полупрост 
в единице. Тогда эндоморфизм о пространства W тоже полупрост в еди
нице (п. 0.7.1, г) и W0=(l—o)W0 (п. 0.4, е). Значит, в определении спа
ривания ( , ) Б (п. 3.3.0) можно взять z^W0. Следовательно, спаривание 
( , ) в полностью определяется значениями спаривания ( , ) на H0XWo* 
или, что то же самое, на H0XN0. Иначе говоря, если для некоторого дру
гого совершенного Г-инвариантного спаривания ( , ) ' ( , ) / = ( > ) на Я„Х 
XN0, то 

3.4. В этом разделе предполагается, что H=N и спаривание ( , ) : 
ЯхЯ-^Z^ симметрично. 

3.4.1. ЛЕММА, а) Спаривание (,)в : В0(Н) x£0(#)-^Qz/Zz кососим-
метрично. 

б) Следующие условия эквивалентны: 
I. Спаривание (,)в альтернировано. 
II. Ограничение (,) на Я0 = ЯП(1—о) V задает четную квадратичную 

форму, т. е. Vx0^H0 (x0, x0) e2Zz. 
3.4.1. З а м е ч а н и е . Так как Я0 — ортогональное дополнение к Яа 

в Я относительно ( , ) (п. 0.7.0, б), то альтернированность (,)в эквива
лентна четности ограничения ( , ) на ортогональном дополнении к Н° 
в Я. 

3.4.2. Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как В0(Я) = 8В°(Я) и 
(8а, 8Ь)В= (8а, Ь)0 Va, ЬЕЕВ°(Н), 

то нам достаточно проверить следующие утверждения: 
а) Для любых a, b(=B°(H) (8a, b)0+(8b, a)0 = 0, или, что то же са

мое, для любых х, y^V таких, что х—ох^Н, у—оу^Н, 
(х—ох, у) + (у—оу, х) = 0. 

Имеем в силу симметричности: 
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(х—ох, у) + (у—оу, х) = (х—ох, у) + (х, у—су) = 
= (х—ox, у—оу) eZ z (см. п. 3.2.2). 

б) Следующие утверждения эквивалентны: 
1. Для любого а^В°(Н) 

(6а, ба)в=(ба, а)0 = 0 

или, что то же самое, для каждого X G V такого, что х—ох^Н, 
(х—ох, х) eZ z . 

П. Vx0^H0 (х0, Хо) e2Z*. 
11=^1. Для любого X G V такого, что х—ох^Н, Х0 = Х—ох^Н0 И 

2 (х—ох, х) = (х—ох, х—ох) = (*0, х0) e2Zz. 
Следовательно, (х—ox, x)eZ z . 
1=41. Для любого л;0£Я0 найдется X G F такой, что х—ох = х0. 
Имеем: 

(х0, х0) = (х—ох, х—ох) =2(х—ox, x) e2Zz . 

§ 4. Совершенные спаривания 

4. В этом разделе мы несколько обобщим понятие совершенного спа
ривания. Пусть Т и R— свободные Zj-модули конечного ранга, являю
щиеся Г-модулями, М — свободный Zj-модуль ранга 1, являю
щийся Г-модулем. Будем говорить, что билинейное Г-эквивариантное 
спаривание е: TXR-+M совершенно, если отвечающие ему гомоморфиз
мы Г-^Нот (R, М) и /?->Нот (Т, М) —изоморфизмы. Эквивариант-
ность здесь просто означает, что 

е(ох, оу) =ое(х, у) Vx^T, y^R. 

Случай, когда M=.ZZ с тривиальным действием Г, разбирался в 
п. 0.7. 

Цель параграфа — построить по совершенному Г-эквивариантному 
спариванию е совершенное Г-инвариантное спаривание 

А2е : Нот (Л2Г, М) + Н о т (A2R, Af)-*-Z, 

и изучить его свойства. Мы начнем с примеров совершенных спарива
ний. 

4.1. П р и м е р . Спаривание 

tr : Нот (Г, R) xHom (R, Т) -> Z/, и, v -> tr (uv) - tr (ш), 

совершенно и Г-инвариантно. Если T = R, то спаривание tr симметрично. 
4.2. Пусть ( , ) : HxN-^Zi — совершенное Г-инвариантное спарива

ние. Предположим, что заданы автоморфизмы Г-модулей Я и N поряд
ка 2 

т : Н^Н, т : N^N 

такие, что (%х, ху) = (х, у) Vx^H, y^N. Положим 
H- = {x^H\rx = -x}, N- = {yeEN\xy=-y}, N+ = {y^N\xy=yl 
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Тогда спаривание 
Н- X N/N+-+Zh х, у mod N+-* {х, у), 

Г-инвариантно и совершенно. 
Продолжим спаривание ( , ) и автоморфизмы т по СЬ-линейности на 

#®Q* и N®Qh Положим 
N'={j(y-^y)\y^N)^N®^ 

Гогда определен естественный изоморфизм Г-модулей 

N/N+ ^£N~y mod N+-+ -(у — ту) 

и спаривание H~xN~-^Zh x, у-^{х, у), Г-инвариантно и совершенно. 

4.2.0. Если N~ = — N~, то возникает совершенное Г-инвариантное спа

ривание 
/ГхЛГ-^Z х,у->±(х,у). 

4.3. П р и м е р . Пусть е : TxR-^M— совершенное Г-эквивариантное 
спаривание. Тогда определены естественные изоморфизмы Г-модулей 

Нош (Г, R) = Нот ( Г " , М) = / м о д у л ь б и л и н е й н ы х Ф°РМ н а Т 
(со значениями в М , 

Нот (Я, Г) = Нот (R®\ М) = (МОДулЬ б и л и н е й н ы х Ф°РМ н а * 
(со значениями в М. 

Здесь гомоморфизму и : Г-)-/? отвечает билинейная форма 
Еи:ТхТ-+М, Еи(хи х2)=е(хи их2), 

а гомоморфизму v : R-*T— билинейная форма 

Е": RXR-+M, Е°{уи уг) =e{vyu уг). 

Еи невырожденна <=^и индуцирует изоморфизм 

Е° невырожденна <=>v индуцирует изоморфизм 
R®Qi^ T®Qi. 

4.3.0. Перестановка аргументов задает автоморфизмы порядка 2 на 
модулях билинейных форм, переносящиеся с помощью изоморфизмов 
(*) на Нот (Г, R) и Нот (R, Т). Мы получаем автоморфизмы поряд
ка 2 

т : Нот (Г, # ) ->Нот (Г, Д), т : Horn (R, Г)->Нот (#, Г), 

определяемые условиями: 
е(*1э и*а) =е(хг, (xw)Xi) VaeHom (Г, Я), х4, х 2 еГ, 
в(^ 4 > у2) =в((то)уа , r/t) VueEHom (R, Г), у ь у2<=#. 

Имеем: 
Ехи(хи х2)=Еи(х2, Xi) Vxi9 х 2 еГ, иевНот (Г, /?), 

£"(у1э */2) =£*Q/2, у4) Vr/,, */2GE#, и е Н о т (R, 7) . 
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Легко видеть, что 

tr (щ v) = tr (uv) = tr (тото) = tr (тоти) == tf (то, TU) 

Vi/eHom (Г, 7?), ОЕНОШ (/?, Г) 

(след матрицы при транспонировании не меняется). 
В обозначениях п. 4.2 имеем: 

(Нот (Г, Я))" = Нот(Л*Г, М) = (МОДуЛЬ б ™ е й н ы * альтернирован-
[ных форм на Т со значениями в /И, 

(Нот (Я. Г))" = Нош(А»/г, М) = (модуль билинейных альтернированных 
(форм на 7? со значениями в М. 

Легко видеть (например, выбрав базисы в Т и R), что 

(НадГ$, Г))- - 1 Нот (Л2/?, М) = -J- (Нот (Д, Т))". 

Поэтому (п. 4.2.0) определено Г-инвариантное совершенное спаривание 
А2е : Нот (Л2Г, АГ) ХНот (Л2/?, M)->ZZ, 

Л2 [Е\ Ev) = | Гг (и, V) = 1 tr И ) = 1 tr (ш). 

4.4 Мы придерживаемся обозначений и соглашений п. 4.3. Предполо
жим дополнительно, что ранг модуля Т четен, т. е. rank T = rankR = 2g 
для некоторого натурального g. Обозначим через / : Т-+Т тождествен
ное преобразование. 

4.4.0. ЛЕММА. Пусть для некоторых и : T~*R, v : R-+T билинейные 
формы Еи и Ev альтернированы, или, что то же самое, %и =—и, %v =—v. 
Тогда характеристический многочлен 

&(t) = det (tl—uv, T) = t2e+ait2e~i + .. . + a2g^Zt[t] 

является полным квадратом, т. е. найдется полином 
&0(t) =te+bitg'i + .. . + 6,e=Z,[f] 

такой, что &(t) = (&0(t))2. В частности, al = 2bi. 
4.4.1. С л е д с т в и е . Пусть в предположениях и обозначениях леммы 

4.4.0 характеристический полином det (tl—uv, T)^Z[t]. Тогда &>Q(t) = 
= tg+bit*-i + .. .+ 6 g eZ[ / ] . В частности, b 4eZ uA2e(Eu, Ev) = — tr(vu) = 

4.4.2. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 4.4.0. Множество приведенных 
полиномов степени 2g с коэффициентами в Zh являющихся полными 
квадратами, компактно и, следовательно, замкнуто в /-адической топо
логии. Множество {ueHom (R, T)\EV невырожденна и альтернирована} 
всюду плотно в множестве {ueHom (R, T)\EV альтернирована} относи
тельно Z-адической топологии (здесь существенна четность рангов Т 
и R). Поэтому нам достаточно доказать лемму в предположении, что 
форма Ev невырожденна, и, значит, можно считать (п. 4.3), что v инду
цирует изоморфизм R<8>Qi^£T®Ql. 
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Введем следующие обозначения: V = Т ® Q/, W = R ® Q/. Отвечающий 
Z/ Z / 

v изоморфизм WT^ V будем по-прежнему обозначать через v, отвечаю
щий и гомоморфизм V-+W — через и, тождественное отображение У-> 
->У — через /. Тогда 

&(t)=det (tl—vu9 Г) =det (tl—vu, V). 

Зафиксируем (неканонический) изоморфизм ^-модулей M«ZZ. Тог
да можно считать, что спаривание е принимает значения в Zz и продол
жается по Оглинейности до невырожденного спаривания векторных 
пространств е : VxW-^Qi. При этом 

е(хи их2) = —е(х2, uxt) Vxiy x2^V, 
e{vyi,y2)=—e{vy29yl) Vyiyy2<=W. 

Определена невырожденная альтернированная билинейная форма 

ё : Vx V->Qz, ё(хи х2) = e(xiy v~lx2). 

Имеем для любых хи x2^V: 
7((vu) хи х2) = е (vuxLi v~xx2) = — е (pv~xx2, ихг) = — е (х2, их±) = 

= е {хъ их2) = е (хъ v'1 (vu) х2) = е (хи (vu) х2). 
Мы получили, что 

e((vu)xu x2) = ё(хи (vu)x2) Vxu x2^V. 
Поэтому для доказательства леммы 4.4.0 нам достаточно установить 
следующий элементарный факт. 

4.4.3. П р е д л о ж е н и е . Пусть ё : VXV^Qi — невырожденное аль
тернированное спаривание, z— эндоморфизм V такой, что e(zxu x2) = 
==e(x1, zx2) Vxu Х 2 Е У . Тогда характеристический многочлен det (tl—z, 
V)^Qi[t] является полным квадратом. 

4.4.4. Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 4.4.3. Билинейная 
форма 

f:VxV-+Qh f(xu x2)=e(zxi9 x2)y 

альтернирована. Зафиксируем в V базис, в котором матрица формы р при

нимает стандартный вид I g ] . Обозначим через Z матрицу формы /. 

det I g | = 1. Матрица z равна ( g\ Z. 

Для любого a e Q i матрица билинейной формы ае — / равна 

a I g) — Z. Определитель матрицы al g\ — Z равен опре

делителю эндоморфизма al — z пространства V> т. е. 

det (a ( ° Ч - z\ = det (al - z9 V). 

Обозначим через Pf ( / ) G Q / [ / ] полином такой, что для любого а е 

еСЬ Pf (а) равен пфаффиану матрицы а [ ё 

230 



Имеем: 

Pf (a)2 = det ( а ( ° Ч —Z\ = det(al - г, V). 

Поэтому соответствующее равенство справедливо в кольце полиномов 
СЬШ,т. е. 

Pf (/)2 = det (tl—г, V). 

4.5. В этом разделе мы предполагаем, что T = R и спаривание е : ГХ 
ХТ-+М альтернировано. Тогда ранг T = 2g четен. Спаривание А2е сим
метрично. Кроме того, е е (Нот (ЛТ, Л!)) г =.(Нот (Л2Г, М))а, е=Е\ 
где / : Г->Г — тождественный эндоморфизм. Поэтому А2е(Еи, е) =—tr и, 

где и — эндоморфизм Г, а форма Еи альтернирована. Применяя лемму 
4.4.0 к и и / , получаем, что 

det (tl—u, T) =det (tl—Iu, T) = (&>Q(t))2 

для некоторого ^ 0 ( / )eZ z [Z] . Пусть а1э . . . , а8—набор корней полинома 
&>0. Тогда cci, oti, • • •, аА ag— набор характеристических чисел эндомор
физма и. Имеем: 

A«e(£",£") = | t r ( U « ) = S a ; , 
1 = 1 

Л2е ( £« ; £«) = ^ а, = f J, а А _ 2 2 <*а, = 
*=l V = l / t<l 

= ( | tr uf - 2 2 ода, = [Л2е (е, £м)]2 - 2 ^ a i a , е [Л2е (е, Еи)? + 2Z/. 

В частности, если А2е(е9 Еи)=0, то Л2£(£и, £ u )^2Zj . Но е е 
^ [ Н о т (ЛТ, М)]а. Поэтому если Еи ортогонально [Нот (ЛТ, М)]а 

относительно Л2е, то А2е(Еи, Eu)^2Zl9 т. е. ограничение А2е на ортого
нальное дополнение к [Нот (Л2Г, М)]а задает четную квадратичную 
форму. 

4.6. ТЕОРЕМА. Пусть е : TxR-^M— совершенное Т-эквивариантное 
спаривание. Тогда определено естественное невырожденное спаривание 

(А2е)в : S 0 (Нот (ЛТ, М)) Х£ 0 (Нот (Л2/?, M))-+QjZh 

которое альтернировано, если В0(Нот (A2R, M) может быть отождест
влено с В0(Нот (ЛТ, М)) с помощью изоморфизма T^R, превращаю
щего е в альтернированную форму. 

4.6.0. Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим # = Н о т (ЛТ, М)9 N = 
= Нот {A2R, М), ( , )=Л 2 е . Тогда конструкция п. 3.3 дает невырожден
ное спаривание 

(А2е)в : 5 0 (Нот (ЛТ, М)) ХВ0(Нот (Л2/?, M))->Q,/ZZ. 

Второе утверждение теоремы 4.6 немедленно вытекает из замечания 
3.4.1.0 и последнего утверждения п. 4.5. 

4.7. ТЕОРЕМА. Пусть е : TXR-+M —совершенное Т-эквивариантное 
спаривание свободных Ъгмодулей четного ранга. Пусть автоморфизм о 
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пространства T®Qt полупрост, и пусть H0czHom (Т, R), N0czHom (R, 
Т) — свободные Z-модули конечного ранга такие, что естественные го
моморфизмы #0®Zr->Hom (Г, R), No®Zr-^Hom (/?, Т) задают изо мор-
физмы 

#o®Zz= [Нот (Т, R) ]Г, N0®Zt = [Нот (R, Т) ] г . 

Предположим, кроме того, что для любых и^Н0, v^N0 характери
стический многочлен det(tl—vu, Т) лежит в Z[t]. 

Положим 
Н0~ = {иеЯ01 %и = —и}, N0- = {v<=N0 \ %v = —v}. 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) Для 

спаривание 
а) Для любых и^Н0~, v^N0~ — tr (vu)^Z. Тем самым определено 

е0: Яо X Л̂о ->Z, и, и-> — tr(tw) = — \v\vu). 

б) Спаривание е0 невырожденно. 
в) Выберем в Н0~ и N0~ базисы и обозначим через А0 модуль опреде

лителя матрицы билинейной формы, отвечающей е0. Тогда 

По-Р) 
3 

[B0(Uam(A*T9M))]\b0L 

где р пробегает набор неединичных характеристических чисел эндомор
физма с пространства Нот(Л2Г, Л1)®0,. 

4.7.1. Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) немедленно вытекает 
из следствия 4.4.1. Для доказательства утверждений б) и в) следует на
помнить, что изоморфизмы (*) (п. 4.3) определяют естественные изо
морфизмы 

{ueEHom(T, R) \ru=—u} = Hom(A2T, M), и-*Еи, 
{veEHom(R, T)\TV =—v} = Hom(A2R, M), v-*E\ 

которые влекут за собой изоморфизмы 
{ме=Нот(7\ R)\xu=— u}r=[Hom(A2T, M)]T, 
{veEHom{R, Т) \xv =—v}r={Hom(A2R, M)]T 

и 

# - ® Z/ = {и е= Н0 ® Z/| та = - и} = {и е= [Harti (Г, #)]г, та'= - и} = 
= { а £ Нот (Г, #) | та = - ц}г = [Нот (Л*7\ М)]г, 

т. е. Я 0 - ® г , = [Нот(ЛТ, М)] г , 

Л̂о ® Z/= {v е= N0® Z/| ТУ - - [о} =[{i> е Нот (Я, 7 ) г | > = - о} = 
= {У е Нот (#, Г) | ТУ - - У}Г = [Нот (Л2/?, М)]г, 

т. е. W0-®ZZ= [Нот(Л2#, М) ] г . 

Напомним, что A2e(Eu,Ev) = — tr(iw) = — tr(uv)9 \т. е. спаривание Л2* 

индуцирует на H0~xN0~ спаривание, совпадающее с е0. Кроме того, так 
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как М одномерен, то автоморфизм а пространства М полупрост и, зна
чит, автоморфизм а пространства Нот(Л2Г, M)®Qt полупрост и, следо
вательно (п. 0.4), полупрост в единице. Полагая Я = Н о т ( Л 2 Г , М), N= 
= Нот(Л27?, М), (,) =А2е и применяя утверждения п. 0.7.8 и следствие 
0.7.9, получаем утверждения б) ив) . 

ЧАСТЬ III. АБЕЛЕВЫ МНОГООБРАЗИЯ 

§ 5. Основные результаты 

5. На протяжении этой части через X обозначается абелево много
образие над k, через X* — абелево многообразие над k, двойственное к 
X (см. [7], [8], [15]). Определен канонический изоморфизм ХижХ 
(см. [7], [8], [15]). Каждому гомоморфизму %: Х->Х* отвечает двойст
венный гомоморфизм V :Х=Хн-^Хг. Каждому гомоморфизму \л\Х*-+Х 
отвечает двойственный гомоморфизм ц/ :Х*-*Хи = Х. 

Положим 
# 0 = Нот(Х, X'), N0=Hom(X<, X), 

Определены естественные изоморфизмы свободных абелевых групп 
конечного ранга ([15], [8]) 

NS (X) ^ Но, L -V <PL; NS (X*) ^> N~, Р -> ФР, 

индуцированные гомоморфизмами 

Pic X -> Нот (X, Х\ L -> ф1/, 
Pic Х'-+ Нот (X*, Х" )=Нот (Х ' , X), Р - > ф я . 

Через 1Х:Х-^Х, l^:Xf-^Xf обозначаются тождественные автомор
физмы X и X1 соответственно. 

5.0. Для любого я, взаимно простого с р, через пХ обозначается 
пХ(к), через пХ* обозначается ПХ'(£), через |яп — группа корней степени 
п из 1 в к. 

Определено естественное невырожденное Г-эквивариантное спарива
ние Вейля ([18], [15], [7]) 

в»(од:, оу)=оёп(х, у). 

5.0.1. Теория Куммера, спаривание Вейля и теорема Хопфа — Боре-
ля [25] позволяют построить естественные изоморфизмы (см. [1]) 

г/2/v \ -и / A2v " \ (группа альтернированных билинейных л (A, Ц„) = г1от(ЛпА, (in) = { _ 
1форм на „X со значениями в |ял, 

по /T7t ч ТТ /A2V/ — Ч [группа альтернированных билинейных fP (X , \хп) = Нот (Л*Х\ ц„) = / J „t 
[форм на ПХ со значениями в \хп. 

5.1. Пусть I — простое число Фр. Положим 

Ti (X) = l iny X, Ti (X) = l iny X*. 
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Tt(X) и Тг{Хг) — /-модули Тэйта абелевых многообразий X и Х\ являю
щиеся свободными Zz-модулями ранга 2 dimX—2 dim X\ ^-модули 
Тг(Х) и Тг(Хг) снабжены непрерывным действием группы Г, и эндомор
физмы о пространств Tl(X)®Ql и Tl(Xt)<g)Ql полупросты ([19], [8]). 

Имеем: Мг= lim[x/m (см. п. 2.1). Мг — свободный ггмодуль ранга 1, 
являющийся Г-модулем. 

Определены естественные вложения 
Hom(X, Xt)®ZlCXUom{Tl{X), W ) ) , 
Horn (A", X)®ZlC^Hom(Tl(Xt)1 Tt(X)), 

с образами которых мы будем отождествлять ^-модули Нот(Х, X1)® 
®ZU Hom(Xf, X)®ZZ. Тогда (см. [19]) 

Нот(Х, Xi)®Zl=[Hom(Tl(X), Гг(Х<))]г, 
Нот(Х<, X)®Zl=[Hom(Tl(Xt), Г*(Х))]Г. 

5.1.0. Спаривания Вейля etm согласованы для различных m и опреде
ляют совершенное Г-эквивариантное спаривание ([8, § 20]) 

el:Tl(X)xTl(Xt)-^Mh 

eL(ox, oy)=oel(x, у) УХЕЕТ^Х), у^Тг(Хь). 

Спаривание et кососймметрично в следующем смысле. Если 

е\: Г/ (Х<) х Г/ (X*) (= Т1(X)) -+ Mi 

— спаривание, отвечающее абелеву многообразию Х\ то ([7, гл. 7, § 2, 
теорема 5, III]) 

et (*, у)^-е\ (у, х) VxeETt (X) = Tt (Х% ye=Tt (Х<). 

Поэтому из функториальности спаривания Вейля вытекает ([7, гл. VII, 
§ 2]), что для любых А, : Х-*Х\ \х : Х*-+Х 

ei(xu kx2)=—el(x2, Vxy) Ухи х2^Тг(Х), 
еь{\луи Уг)=— е^уг, У,) Уу19 y2^Tl(Xt). 

Определим автоморфизмы порядка 2 
т :Нот(Г,(Х), ГДХ0)->Нот(Г,(Х), Г,(Х')), 
т:Нот(Г,(Х<), Г , (Х))+Нот( Г<(Х<), ЫХ)) 

формулами (п. 4.7) 
ei (xl9 их2) = в1 (х2, (то) хг) У хъ х2 б Г / ( Х ) , м £ Нот (Г, (X), Г/ (Х% 
ei (vyl9 у2) = et ((xv) y2t уг) У уъ у2 е= Tt(X\ v е Нот (Г, (X*), Г/(Х)). 

Тогда для любых %:Х-+Х\ уь:Хг-+Х тК=—А/, х\х=—\i* и (п. 5) 

н: = {х<=н0\тх= -A,}, Jv;«{|ieiv0jT|i = —|i}. 
5.1.1. Напомним ([8, § 19]), что для любых u^EndX, a e E n d X ' ха

рактеристические многочлены det(tlx—и, Tt(X)), det(Hx<—vf Г*(Х')) ле« 
жат в Z[t] и не зависят от /. В частности, для любых X : Х-+-Х*, \i: Х*->Х 
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характеристические многочлены det (t\x—м<Я, Тг (X)) = det (tlxt —X\i, 
TtiX*)) лежат в Z[/] и не зависят от /. Тем самым определены естест
венные гомоморфизмы (групп) 

Tr : End X-+Z, Tr : End X*-+Z, 

удовлетворяющие следующим условиям. Для любого u^EndX Тг(и) 
равен следу и как эндоморфизма Tt{X) (для всех 1фр). Для любого 
ueEndX ' Тг(и) равен следу v как эндоморфизма Тг(Х*) (для всех 1ф 
Фр). В частности T r ( l * ) = 2 d imX=2dimX' = Tr (1x0, Tr (X\x) = 
= Тг(|Л) УЯ:Х-^<, |n :XWX 

Согласно п. п. 4.7.1 и 5.1.0 для любых 1<=Н0- = {к^Нот(Ху X*) | тЯ= 
= — К}, \i^N0-= {\х^Нот(Х\ X)\x\i=—ii} 

i - T r ( X | i ) = i T r G a ) e = Z . 

Тем самым определено невырожденное (п. 4.7.1, а)) спаривание 

e0:HoX.N:-^ Z, Я, ц -> 1 Tr ftib) = 1 Tr (X|x). 

Напомним, что определены естественные изоморфизмы (п. 5) 

N S ( X ) ^ # ; , L->cpL; NS(X')r2rA£, Р ^ ф р . 

Следующая диаграмма коммутативна: 

NS (X) х NS (X) -> Z, L, Р -> 1 Тг (фрфх.), 

U И II 
я; х к -^z, я, ^^1тг([хХ). 

Применяя теорему 4.7 для T=Tl(X), R = Tl{Xt)y M=Mh e=et (осталь
ные обозначения совпадают), немедленно получаем следующий резуль
тат. 

5.1.2. ТЕОРЕМА. Спаривание е0 невыроясЭенно. Выберем базисы {£t} в 
NS'(X) и {Pi) в NS(X'). Тогда {щ} - базис в N^, a {yL.} —базис в Но. 
Обозначим через Д0 (X) модуль определителя матрицы I — Тг (фр̂ Фьу) 

Тогда 

П(1-Р) = [В0 (Нот (Л2Tt (X), Л!/))] | А0 (X) [, 

где (J пробегает набор неединичных характеристических чисел эндомор
физма о пространства Нот (А2Г,(Х), Л1г)®0,. 

5.1.2.0. О п р е д е л е н и е , а) Пусть / : Л X 5->Z — невырожденное спа
ривание свободных Z-модулей конечного ранга. Выберем в Л и В базисы 
и обозначим через А модуль определителя матрицы билинейной формы, 
отвечающей /. Число А не зависит от выбора базисов и называется мо
дулем определителя спаривания /. 

б) Пусть Л — свободный Z-модуль конечного ранга и f:AxA-+Z — 
невырожденное спаривание. Выберем базис в Л и обозначим через det/ 
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определитель матрицы билинейной формы, отвечающей /. Число det/ не 
зависит от выбора базиса и называется определителем спаривания /. Ес
ли А — модуль определителя спаривания f, то Д = |det / | . 

5.1.2.1. В обозначениях и предположениях п. 5.1.2.0, б) пусть Ai — 
подгруппа конечного индекса в А и ft: Л1хЛ1->г — ограничение спари
вания / на А^ Тогда если det /± — определитель спаривания fu то 

det/, = det/[Л :АЛ]2. 

5.1.2.2. З а м е ч а н и е . Число А0(Х) является модулем определителя 
спаривания 

NS (X) X NS (X*) -> Z, L, Р -* - Tr (q>p<pL). 

5.1.3. Применяя теорему 4.6 для T=Tt(X)y R = Tl(Xt), M=Mh e = elr 
получаем следующий результат. 

5.1.4. ТЕОРЕМА. Определено естественное невырожденное спарива
ние 

(Л 2 ^ в :£ 0 (Нот(Л 2 Г, (* , Ml))xB0(Hom(A2Tl(Xt), Ml))-^Qi/Zl. 

Спаривание (A2et)B альтернировано, если B0(Hom(A2Tl(Xt), Mt)) мо
жет быть отождествлено с B0(Hom(A2Ti(X), Mt)) с помощью изомор
физма Tt(X) жТг(Хг), превращающего спаривание Вейля et в альтерни
рованную форму. 

5.1.5. З а м е ч а н и е . Пусть X — абелево многообразие с главной по
ляризацией, т. е. на X задан обратимый обильный пучок L степени 1 
(см. [7], [8]). Тогда гомоморфизм ць:Х-+Х* — изоморфизм. Отвечаю
щий фь изоморфизм Tl(X)^Ti(Xt) превращает спаривание Вейля ег в 
альтернированную форму (см. [8]). Поэтому спаривание {А2ег)в стано
вится альтернированным при отождествлении BQ{Hom{A^Tl{Xt), Mt)) с 
B0(Hom(A2Tl(X)f Mi)) с помощью изоморфизма ХжХ*9 возникающего 
из главной поляризации. 

5.1.6. .Изоморфизмы п. 5.0.1 согласованы для различных n=lm (см. 
[1]). Переходя к проективному пределу по т , получаем естественные 
изоморфизмы Г-модулей 

Н2(Х, Zl(\))=Hom(A2Tl(X)i Mt), 
Н2(Х\ Z z( l ))=Hom(A2r z(X0, М<). 

Тем самым 
Б0(Я2(Х, Z z(l)))=B0(Hom(A2r ,(X), Мг))9 

В0(Н2(Х\ Zl(l)))=H0(Hom(A2Tl(Xt)> Mt)). 

Но (п. 2.3.6.0) 
Вг'(Х)(1)=В0(Н2(Ху Z,( l))) , 

Вт'(Х*)(1)=В0(Н*(Х*, Z z(l))) . 
Поэтому 

Br'(X)(l)=B0(Hom(A2Tl(X), Mt)), 

Br / (^ ) (0=^o(Hom(A 2 r z (X ' ) , Mt)). 
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5.1.7. Напомним, что 
Br' (X) (non-p) = И Br' (X) (t), Br' (X*) (non-p) = Ц Br' (X<) (I), 

1фр 1ФР 

Q/Z=liQ/Z(l)=]\Qi/Zi. 

Из теоремы 5.1.4 и замечания 5.1.5 немедленно вытекает следующий 
результат. 

5.1.8. ТЕОРЕМА. Определено естественное невырожденное спарива
ние 

ех : Bv'(X) (non-p) XBr'(J f) (non-p)-HJ/Z, 

совпадающее на l-компонентах со спариваниями (A2et)B. Спаривание ех 
альтернировано, если Вг'(Х') (поп-р) может быть отождествлено с 
Вт'(X) (поп-р) с помощью изоморфизма Х~Х\ возникающего из глав
ной поляризации. 

5.1.9. С л е д с т в и е . Определен естественный изоморфизм 
Вг' (X*) (поп-р) = Нот (Вг' (X) (non-p), Q/Z). 

Группы Вт'(Х) (non-p) и Br'(X') (non-p) изоморфны (не канонически). 
5.1.10. С л е д с т в и е . Если X — абелево многообразие с главной по

ляризацией, то порядок Вт'(Х) (поп-р) — полный квадрат. 
5.1.11. Напомним (п. 2.1.2), что определено положительное рацио

нальное число с2(Х) такое, что 

*де = П(1-Р). 

где р пробегает набор неединичных характеристических чисел эндомор
физма о пространства Н2(Х, ZZ(1))®Q, (п. 2.1.2). Из теоремы 5.1.2 и 
изоморфизма Вг'(Х) (/) =Б0(Нот(Л2Г*(^), Мг)) (п. 5.1.6) немедленно 
вытекает, что 

\с2(Х)\1=[Вт'(Х)(1)]\А0(Х)\1. 

5.1.12. ТЕОРЕМА. Произведение порядка группы Bvf(X) (non-p) на 
До (X) с точностью до р-множителя совпадает с с2 (X), т. е. 

с2(Х)=р*[Вт'(Х) (поп-р) ]А0(Х) 
для некоторого целого L 

5.1.13. Д о к а з а т е л ь с т в о . Из последнего равенства п. 5.1.11 вы
текает, что 

П 1 с2 (X) \, = (И [Вг' (X) (/)] П I До (X) |г 
1фр х1фр 1фр 

Но порядок группы Вг' (X) (поп-р) = Ц Вг' (X) (/) равен П [Вг' (X) (/)]. 
1ФР 1ФР 

С другой стороны, для некоторых целых il9 j± 

с2 (X) = fih П | с2 (X) \р А0 (X) = р!г И | Д0 (X) |, 
1ФР 1ФР 
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(см. п. 0.5.1). Полагая i=it—/ь получаем: 

с2 (X) =ph Г[ | с2 (X) 1, = р<> (П [Вт' (X) (/)]) Г[ | Д0 (X) I = 
1фр Чфр У 1фр 

= р* [Вг' (X) (non-p)] jrh д0 (X) = р< [Вг' (X) (non-р)] А0 (X). 

5.1.14. С л е д с т в и е . 
^2(Х, <r ) ~р*[Вг'(Х) (non-p) ]Д0(Х) ( l - ^ - ) p w 

при 5->1 (для некоторого целого i). 
5.1.15. Доказательство немедленно вытекает из теоремы 5.1.12, спра

ведливости гипотезы (Т) для абелевых многообразий (п. 2.1.5) и свойств 
с2(Х) (см. 2.1.2). 

§ 6. Индексы пересечения и гипотеза Артина — Тэйта 

6. Все обозначения и соглашения предыдущего параграфа остаются 
в силе. 

Напомним, что определены естественные сюръективные гомоморфиз
мы DivX->PicX->-NS(X), где DivX— группа дивизоров, и дивизору D 
отвечает обратимый пучок Ox{D). 

6.0. ТЕОРЕМА. Пусть X — абелево многообразие над k, g = dimX^ 
^ 2 , L=<yx(C) —обратимый обильный пучок степени 1 на X. Тогда спа
ривание 

NS(X)xNS(X)-^Q, СМЯО, Oz{D2)^(DrD^C"t)l(g-2)\9 

где символ (DrD2-Cg-2) обозначает полный индекс пересечения классов 
дивизоров на X, целочисленно и невырожденно, а его определитель ра
вен ( _ l )pw- i (£_ l )A 0 (X) . 

6.0.0. З а м е ч а н и е . - ^ - = 1 (см. [8, 16]). 

6.1. С л е д с т в и е . В предположениях и обозначениях теоремы 6.0 
/ _ П Р ( Х ) - 1 / D , - D r C ^ 2 \ n m 

3>а(Х, <Г)~? (
 g

l)_x det ^ _ I _ I _ J (1 - q^sfx) 

при s-^l (для некоторого целого i). Здесь {Dt};=i— базис группы NS(X). 
6.1.0. З а м е ч а н и е . Если X — абелева поверхность, т. е. g = 2, то 

спаривание, фигурирующее в формулировке теоремы 6.0,— индекс пере
сечения, и следствие 6.1 превращается в утверждение гипотезы Арти
на — Тэйта для абелевых поверхностей (с точностью до р-множителя) 
(см. [18]). 

6.1.1. З а м е ч а н и е . Для эллиптических кривых группа Брауэра 
тривиальна. 

6.2. Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.0. Заметим, что срь:Х->Х'— 
изоморфизм. В частности, 

NS(X) - {(p*LP | Р «ЕЕ NS(X')}. 

Положим #=foL-4pf i |S€=NS(X)}ciEndX. Легко видеть ([8, § 20]), что 
R= {u^EndX\u' = u}, где '— инволюция Розати, отвечающая L. 
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6.2.0. ЛЕММА. 

R = {4>l\s 15 e= NS (X)} = {фрфь \P <= NS (X')} с End X. 

6.2.1. Доказательство немедленно вытекает из коммутативности сле
дующей диаграммы (см. [7, гл. 5, § 2, предложение 11]): 

Ф . I |ФР Pe=NS(X') 

и равенства NS(Z) = {9L*P|PeNS(J ' )} (п. 6.2). 
6.2.1.0. Определены естественные изоморфизмы 

NS(X)^R = #;fcNS(X') 

6.2.2. Напомним (п. 5.1.2.0), что число А„(Х) равно модулю опреде
лителя спаривания 

NS(X)xNS(X')^-Z, S,P-+±Tr(<pp<ps)-

Так как — Тг(фрфя) = — ТГ^ФРФХ.НФ^ФЯ)),. ТО А0(Х) равен модулю опре-

делителя спаривания 
RXR-+Z, и, v - > - Тг (да), 

или, что то же самое, модулю определителя спаривания 

/ : NS (X) х NS (X) -> Z, P l f Р2 -> ± Тг ( Ф ^ Ф Р ^ Ф Р , ) • 

— Тг ((Ф^ФЛ)2) > 0 ([8, § 21, теорема 1]). Следовательно, определитель сим-

Поскольку для любого P^NS(X) (Ф^ФР)' = Ф£хФ/> (п. 6.2), то> 

^Тг( (ф^ф л ) 2 )>0 ([8, § 21, теоре 

метричного спаривания (п. 5.1.2.0) 

/ : NS (X) X NS (X) -> Z, Ри Р2 -> ± Тг ((^4pPl) (q^q*,)), 

положителен и совпадает с А0 (X). 
Заметим, что 1х = фь-1фь и 

/(L,L) = i - Tr((lx)*) = ± T r ( l x ) = g (см. п. 5.1.1). 

Следующая лемма будет доказана в конце параграфа. 
6.3. ЛЕММА. Для любого P=(?x(D) <=PicX характеристический мно

гочлен det(tlx—фР, Ti(X))(=Z,[t] равен (^D(t))\ где 

$>о(0 = ((tC-Df)lg\ = <*- ( f ) (D'gP Г" + 

2 J g\ tfl 
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6.3.0. З а м е ч а н и е . Для любого u^EndX характеристический мно
гочлен det(tlx—и, Tt{X) лежит в Z[t] и не зависит от / (п. 5.1.1). 

6.3.1. С л е д с т в и е . Полином ePD (t) лежит в Z[t]. В частности, 

(5-1)1 <?! 2 (я-2)! ^ 2 / «! 
6.3.2. С л е д с т в и е . Для любых классов дивизоров Du D2 

(Pi • Рг • &~\ _ 1 ((Ог + Dt)* • С^) 1 (D\ • &"*) Х (D* • С^) _ ^ 
(5-2)! 2 (g-2)! 2 Cff —2)! 2 (g-2)! 

Иначе говоря, определено симметричное целочисленное спаривание 

f-: NS (X) х NS (X) -> Z, Ox (DJ, Ox (Da) -> (Dx • D2 • C**)l(g - 2)! 

Заметим, что 

fL(L,L)= ( ^ 2 ) i = g ( g - l ) ( c M . п. 5.1.1). 

Мы должны доказать, что определитель спаривания fL равен опре
делителю спаривания /, умноженному на (—l)p(X)~l(g-—1). 

6.3.3. С л е д с т в и е . Пусть Р=Ох(D). Тогда 
а) jTTiqfapi^iD-Ct-^/ig-l)! 

б) 1 Тг ((ф£Чрр).) = ( 1 ^ ' ) ' - ^ - С " 2 ) . 

6.3.4. Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть аи . . . , ag—набор корней полино
ма £PD(t). Тогда аи аи . . . , agy ag—набор характеристических чисел эн
доморфизма фь

_1фр пространства Tl(X)^Qh а аД аД . . . , а / , а/—на
бор характеристических чисел эндоморфизма фг/^фр пространства 
Tl(X)^Ql. Имеем: 

1 тг (Ф11фр) = з а<> 7 Т г № Ф ^ ) 2 ) = S «?• 

Но из явной формулы для коэффициентов PD (п. 6.3) и теоремы Виета 
получаем: 

2J а " о / e_w. - 2 j a ' a ' -(g-D! £ 2 fe-2)l f < / 

Следовательно, 

}ТГ(Ф1ЧЯ) = (О-С2-1) /( |Г-1)!; 

(в-1)1 J (5-2)! | Тг ((Ф^ФР)2) = | aj = / 1 щ\ - 2 2 <*«/ = {^0 

6.3.5. С л е д с т в и е . Для любых Pi = (yx{Di), P2^Ox{D2) 

f (Л. Р2) = -*- Тг ((Ф-ФР.) (яро,.)) = ( Р ' • ^ № • <**> - ^ - ^ - ^ . /V 1» г; 2 \WL4PUWL4P,)) (g-l)\ (g-I)! (£-2)1 

Тем самым для доказательства теоремы 6.0 мы должны установить, что 
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определитель detf спаривания (п. 5.1.2.0) 
/:NS(X)xNS(X) + Z, Ox(Di), Ox(Dt) + 

, (P i • C^'1) (D, • CS-i) (D, . p2 • e g ' 2 ) 

(ff-l)l ' fe-1)! (ff-2)! 

равен определителю det/L спаривания 

/L: NS (X) x NS (X) -> Z, Ox (DJ, Ox (D2) -» ^ ' ^ ^ . 

умноженному на (—1)р(Х)-1(&—1), т. е. 
det/L=(—O^w-'detf . 

6.3.6. З а м е ч а н и е . Из формул предыдущего пункта вытекает, что 
ДЛЯ ЛЮбых Pi = ax(Di), Рг=ОхФг) 

f(Pu P2) = (g-l)-*.F(Pu L)F(Pt, L)-fL(Pu Рг). 

В частности, 
f(Pu Ь) = (8-1)-*.Г(Р±, L).F-{L, 1 ) - Г ( Р 1 э 1 ) = р ( Л , L ) / ( g - l ) 

(см. п. 6.3.2). 
6.4. Положим 

A0={PeENS(X)\fL(P, L )=0}cNS(X) , 
4 = 4 0 + ZLcNS(X) 

— подгруппа конечного индекса в NS(A"), а Л0—свободный Z-модуль 
ранга р(Х)—1 (р(А)—paHrNS(X)). 

Обозначим через 
/0:Лхл->г, 
/ о^ЛхЛ-^Z 

ограничения спариваний / и fL на ЛхЛ. Так как 
det/0 = det/[NS(X) :Л]2 , detf0

L = det/L[NS(X) :Л]2 

(см. п. 5.1.2.1), то нам достаточно доказать следующее утверждение 
(п. 6.3.5). 

6.4.0. П р е д л о ж е н и е . detf0
L= ( — l ) ^ - 1 ^ — l)det/0. 

6.4.1. Д о к а з а т е л ь с т в о . Напомним, что A=A0 + ZL и ранг Л0 ра
вен р(Х) — 1. 

Для любого Р^А0 по определению f0
L(P, L) =fL(Pi L) = 0 и (п. 6.3.6) 

/0(Р, L)=f(P, L) =fL(Р, L)/(fir-l) =0. 
- Для любых Р1? Р 2 ^Л 0 

h(Pu Р.) = № . Р.) = ( г - i P / V i , t)/L(p2, L ) -
- fL (Pi, Pt) = -f (Pi, P.) =---ft (Pu P,). 

Кроме того, 
f0^, L ) = f (L, L) = (g-l)g=(g-l)f(L, L) = (g-l)f0(L, L). 

Резюмируем: Z-модуль Л представим в виде прямой суммы подмо
дуля Л0 ранга р(Х)—1 и подмодуля ZL ранга 1, ортогональных друг 
другу относительно спариваний f0

L и fQ. 
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что 
На Л0 f„L = — /о, а на ZL f0

L= (g— l)f0. Отсюда немедленно следует,. 

d e t ^ = ( - 1 )"<*>-'(g— Delete 

6.5. Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 6.3. Для любого обратимого пуч
ка Р=0хф) 

(Ds) 1 2 
det(9Z4pP> T,(X))= 

у \ J 

(см. [8, § 16, теорема 1, § 19, теорема 4J). В частности, для любого це
лого/г Ьп<2>Р-1ж(Ух(пС—0), 

det(nlx— ^ Ф Р , Тг(Х)) f (яС - D)g 

«I 

Поэтому для любого целого п 
det (nix - Ф£ХФР, Г/(X)) = (Pfl (n)f, 

где 
*М*) = t6- g\ ф . С " 1 ) -g-! 

«л г 

2 «I 

I . 

& 
Следовательно, 

fet(tlx-qp<pp9Ti(X)) = (PD(t))* 

6.6. П р и м е р . Пусть ЕпАХ — кольцо целых в поле Е' = ЕпАХ®0,. 
Тогда Е'— мнимое квадратичное расширение вполне вещественного поля 
Е степени §*, инволюция Розати есть комплексное сопряжение ([19], 
[8, § 21]), R = Ef]EndX (п. 6.2) —кольцо целых в Е. Тг(Х) —свободный 
/?®2гмодуль ранга 2 [27], т. е. отображение — Тг: /?->Z совпадает с 

ограничением гомоморфизма следа £->Q. Значит, А0(Х) равен дискри
минанту поля Е (см. п. 6.2.2). 
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