HOOFDSTUK 2 DE STELLING VAN RAMSEY :;

Stel  we hebbenn een volledige caraqg op n kropen, dw.z.
dat elk paar van n knopen door een kank verbenden is waarcp geen
ande km;lc ligk. We k\ex‘_.\r‘en ke kank cood 3 blavw. Is er dan =zeker e
monochromakische. driekant |, dw.z. dre knepen die paarsgewis mek
dez,ei?de kleur karken verbenden z‘i"'? Het avbwoord is neen voor n¢s
en ja voor n26&. Dit scork Ueuringsproblemen beschovuwen we
in dit heofdduk enwlomen wileindelik wik by de stelling van
/Ru.mse.\j wt 1g3c die deze nodig had by z4wn onderzoek van de
qronc\s\agem van cle wiskynde

Zy 222, mz2. We defm.ere_n ", (,,m) als het ldeinste
aontal knopen 26dak btd ellce M—bhm{cleu.mhj van de vo“ed‘%e 3‘“!10&?
op die knopen er £ knopen zign die, monochromakisch read —
of m lopen die monochromakisch _ blauww v@fbonden zqn. Br
ge\c\l' dus n,(2,3) =6. Heb 15 diceck dLlIC\elgj\( dat_veor dle. .
£ en m ose\c“: at nz(‘?( m)= N, (m, ‘?c) e ..n (&z) P<
maar hek is niek vamzel?sPr‘e\cend Py n,_(‘?n ") etnchs
voor clle & en -m, Er geldt echter: ... . _ S e A

Ske\\mq 2.1\, ﬂl(;&,m) oy (g-l ymM)- M, (‘E m-l) s ‘_(‘E>3 M;B)

. e o e e Ay e et

Bewys . Stel  we \ne,\nben een vo\\ec\|c3e qraaf van . nz(*?c bm)a—n.,_(‘l L)
knopen die rood-blavw celdeurd is. Neem ee.nuws\‘e\ceu.nge.

knoep o van de q(‘o.o.g Den 24n er . i
~minstens 1, (%-1,m) knepen met o verbonden door een. rode \canl— .
-mms‘:ens n, (‘E m.y) ‘mcpen mek o ver‘oonden deor. °en . b(auue kqn‘". S m_;_
Tr heb cerste qe\/a,\ z24n er $£-1 knopen.mek.a _en. onderlmj._--m._--*»
verbonden doer rode kanken o m knopen - <5\rtdet~\u'\9“Afer‘\beawdeﬂ«T
deor hlavwe kanlken. We vinden dus een Jolledxgmraod_.-7.‘.A."“
£ S‘:el o‘? een v::\\eo\.g blauw m..slnl He.l: bewt_.ss 44 hek kaa




8
b{leque(‘ Yoor ’&+M=H.We qebru;\cen 121V "mducLie Nnoar ‘Q—vm.
%LQL de bewer;ng is bqwezen voo © E-«-m:f_!, daxn Vo\g\: el
behulp van s\:v.\\mg 24w gevadl ST %53, my3 dob

o ¢ mbamiendm ¢ () () - (0.

We kunnen de Skenin_g noa ieks VePSC\nerpeh i

g\:é\\mg 22. RAls ", (Q-\,m) en V\,'(QJW\—-\) beide even zij'n,cae\c“— ze\fs
hl(&)m) < N, (2_-\,;«'\) + 'nz(g,m._\)_l

Bewi‘js.Besdﬁouw‘ een vo“edig-z %ronﬁ \=1at .ﬁz_.(g_l,m)-\—nz(?(’m-\)_l
knopen die rood-blavw geldeurd is. Kies een knoop b. Er ziyn
derie moqe\gj\c\neclen , )
- benminske n (-Q: i,m) \(nopen z4n rood ek b Verbcnden s
- Eehmms‘cc h,_(a,\m..\) knopen 2z blavw wek b verbonden :
-~ b s mek n, (k_i,my-n knopen reod en. me n,_LQ,m-n)._x lenopen
blavw verbonden . |
A\s er een knoop b s waarveer hek eers\:e. oh kweede ge\dk dan
kunmen we hek bew(ys voorkzettenn zoale in hekb bewys vam s&e“mg 2.1,
Hek resterende geval is dak voor elke kneop.b van de 3@9 hek
cerde geval geldk. Don is het aontul rode kanken. in. de graaf -

&n (5&_\ ™)+ nz& m_\)_\>(n (9:_.\ ) — l) /2.
Aus hel derde val e
geen qeheel gekal, ;H-&Wm mbﬁ/p voor efle kroop b0

Liik hel bovenctaande vinden we de Vo\ger\de \oovengrenzen
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E)j de Vrao.gsl:u\c\cen zullen we zien deat n, 3,4)> g, n,(3,5) 2\,

n, (Wu) 218, De. onderstreepte waarden 24 dus exack. Wein¢3

W
andere woarden zZign exack bekend , met nam_e\/n (3,8)=18 en n(3,7)=23
'\(‘i,ﬁ) =225 ( Brendan & Me Kay,la91)

u(\r l’\ek Cjevosg Naan SEe\\iﬂg 2.1 Covwc.\uAeren we. c\ak

‘ 282 £
e CER) = BNy T 2T

De volgende skeuing qe,efk een ondergrens veor n, (1,&\.

Skelling 2.2. (Eca8s) n, (&%) 5 o Flx

Bew(s . Voor £-223 is de skelling . juisk. Stel we hebben een
VQ\\edx‘gq;‘ caraaf van n \chcpen, Dan 2y4n er (V;_) kanten en

dus 2 2) ueum‘ncaen moge‘gk . \I\)& achattev nu el a.anka.\
Weuringen mek een monochromakisch % -stel cf Er 2yn ¥))
mo%e).g\cheden om % uit n knopen e kiczen en bwee .
MOSQ,\%‘ﬂ“’eden o de (%_) VerbivwdingslchEen momochromatisch te Lleuren.

De reskerende (Q)_(?‘z) kanten kunnen op zc,}')-(%)\mameren
geldeurd worden. Tn kkaal 2y er dus bken hoogs\:e,“ .

(j?_& —L.%_) e .

(Vb 2. 2 B e

\C‘eur(ncaem met een  wonochramakisch #_stel. (De qrens s niek exad:“.)
SL‘Q\ nuw <9_&11 . Dan vdg\: ‘

()0 2'&)-&) 2 2(2)"‘< LB @) g
. . &£ . T = - -
* Cur T® S L% T

\oon Lyu aelde 1%"&,' < £ (ga na). Dus, als h<22/l., dan is ____.
het aonmtal kleuringen mwel een momnochromakisch £_stel
kleiner dan het tdaal aankal mogels\(e_ldeucmsmgr“s_dus__ =
minstens _eén \t(eudng, .'Zondel‘..,,..Zo.’.nﬁ.v-k_.ﬂgL@us.:..;ntﬁg9&2.3 yRle

Merk op ok .bo‘vanshuamclw_, bewiis. geen el ioiente.

Fen eenvoudige construckie. ceeft n,(h, 8y 5 (Rmiy's Ditis nawel




Ve reschovwen mu een  ~veel a\qew\enere situeokie . Skel

nten s 2y nabuuddke qe):a\\-en mek t¢ . We hebboen een

ver zaweling S van n \cnopen en kennen aan el van de 2)
dee,\ver2ame\\ncaen van E kno pen wk S een klewr uib {‘*\:-“)"‘ss Loe.
(GeMleurde hypergraal of E_aracf) Stel €5k, 4,51, .., & 3¢,
De vfoogq is o? er een S:uncbe, e (‘?< &s) \DQQEME z£ dat
ads oy o ( \,-..,25) er een kleur o en een ad_l:al knopen
T e S s 2zé dak alle (Qg> c\ee\\lerz:;s.me\\‘ngen van b punten
wilk T Qe kleur oL hebboen | De situalie Adie we tob noey ‘o=

besc hooud en corresPono\eer\' met kss=12

S\:e\\mizt-\. (RQMSe\j,\g?,o\ ' (2\,...,23) is e.inc\-‘s

vowr £, 3L

) B | ’Qs?h'
Bewgs Me ge\orui\cen cersk induckie naar £ en dan naar s.
265' =2 .Noor k=2 is de s‘:eUinS beuwezen . Stel de skeﬂ\'ng <3e\c\E

NObO™ 2, ._,)\:_\ \Ne noemen ‘?< even 2 en ‘21 Nnoermen \we M,
Hek is du(c\e\g\( Aok e &= en n (b, my=m. \o()eqa‘\oru\\‘en
o o mduckie naor %+, De bewering iS woalr veor L v o2t
want dan vo\c3¥ Lowm=t en is Ny (Q,m) dus eindiq . Stel de

bQ\»erinS is bewezen Voor ‘Q{—'m < & .\\Je_ zullen ‘oewijszenv dat voor __.
£ >t,m>': geldt dak

) ", (g,m) AT (‘&‘,m,) +1 mek %‘= nkL‘?c-s,m\ en m = nk(g,m_\),,

Op grend van de \hc\uckwevercnc\e\"sk’e“\ﬁg Zyn *2 en m, eindig en s
dus ook n _, X, m) + eindiq . Wk (1) volgt dan dat htL‘g m) exnchg 1
Yoor %=t of m=bt welen we dak al. Dus als () waar is,dan is
nk(&,m) eindiq  in alle gevallen meb £s+om =r.. Daarmee _is de. _‘___.,__,;'_?;
induckie naar ¢ afqehandeld en is dus bewezen dak n @, m)_ .
eindiq i€ Voor ale £ en m wmer ’Q»E en.myb. Dan_is. dus de.

wauctiestap mek \ce\:f‘e\ckms ok . E velbtooid. Hserudz-..yolgl: Aa.":.
e ntd)‘ m).. eindig..is.. Yoor. Lalle va P

) \A)e, \Dew3zen na ()., Skg\ we . he\;hen ‘nl’:“ L%f,m‘)_:LL ps.m!:zﬂ_m
waa\-\as P | P S p\.\r&eh kleur o of kleur S hee?l- v




W
\”{ies een vaske \cnoop o\.\l\)e c\efiniév‘en Ny \L‘euranq-en op de &k-\)_

Qeclverzamelingen van S, = S = {al, nl. kleur B, als de b1 punten
Samen mek o MWeur o hebben en ldeur B, als de ki punten samen
mek o ldeur o, hebben. Omdal \S.\ = a__ (%“m‘), is er een

& -stel n S, die monochromakisch fogekleurd is of een m -stel

" S‘ die monechremakisch ﬁz_ge\(leurc\ n‘S.OP 3ra\'7d Nan s\jlmme\crie
mogen we veronderskellen dat het eerdte hekb geval is . Er geldl

£, = np (-Q_\,m). Dus onder die 'Q<‘ knopen vinden we een vermmekng
varn % knapen die wonochrmomakisch o, 321(\eurd is Oe een m_stel
knoPen dabk moenochromatisch ol, qe\deur\c\ is . ITn hek laatste 3QVQ\ ZEW
we daar, Tn het eerste geval zin e £ lnopen ook menochromakisd
mek o verbonden , en hebben we dus een monochromakisch £ _stel
Ak «, geMlewrd is . Dus S heefl een % - skel punten ondecrling geheel

%, qeldeurd of een wm.stel punten onderling qehee\ o, geUeurd. .
Dik beuwyst (0.

Nu de induckie naar b velkooid is, is de s¥e“\’n3 dus beweren
veor s=2 .\érvo\caens gebruiken we mduckie naor het aonta dewren s,
Skel de bewering van de ske“ing is juist veor 2,3, ..., 5-(. We bewizen
dat o -
(2) ne(g,,.__,%s) &£ O (hb(‘?c”--.,gs_.) ,%s).._m . S
q; grond van de Rnducbeh\jpok\ne_qe is heb rechterlid eindiq . en wk (2).
volak - dus de ge)d(g\neic\ Nan de sLe\\\‘nS Noor 5. . S

Skel © Meeek ne (N (&u._., 9‘54’) ‘9"5> knopen . Dan is er .
een dee\\lermmeling" Nan L‘Vc\,-,., ‘?"s—u) kaneq waarbxgde (degr of,
helemaal miek voorkomk o@ een dee\\IQFZQ\N\e\\‘na van . .‘ﬁs ko pen
monochromakisch oL, qe\c\eurc\ . Tn heb lxakste gevq\ g we \daar,
Tn hee cerste caevu\ is er een leur o .en. een ’gf" skel. lmopen..
die monochremakisch 4} geldewrd z4n wegens de induc\:iehgpoﬂeée
D vinden we in el geval een. Lkleur vo(é;ﬂen.do_gchgw’g(éww;;*
Punl:en die wenschromakbisch . o(‘-' @wﬁzsnﬁD&bewgsku{?)ﬁ
Daafmw is ook de induckie . Nnaac. s ~Naltoaid en is de .
stelling  bewezen . MU




\Z
-Tans\ol:Le xeven we €een \:oepassincj van de s‘:e“inﬂ vav\?amszl

wn de CSQ,\:Q\\:\/leor\‘t.

Stelling 2.5. ( Schue, 1q16) By elee natuudiyk gebad B bestank
e’ n gel*a\ N 28 dat als de csek'ot“en a0 N in B deelver—

P I I 2

7ame\m3en g‘-, cee, S% qesp\(‘cs\’ worden, de V?.(ae\g\‘{na
X+y=2 oplosbaar is meb x,yinz C\ezd?de dee\verZame\'mg_

P

E)gwgs.'%s S‘,’e\\ing 24 koe wmebk k=2, waarby de knopen
Vo de %rao.E S e ge}m\\o,n vy, .., N zyn en de knopen L,ées
mek ldeur oy verbonden worden als |i-jle Sg. Dus «=R. ﬁ
\[o\qsens S\:z\\ing 2.4 bestaok ef een eindliq gekal n, (3;\3;‘;;;“, 3)
26 abt xls N z (3,.-,,3), er een drieka) lcnoPe,n a.,b,c, s
die monochremakisch verbonden zUw , dw.z. voor zekere {

oo -b| = S’L" \b_c\e«SQ , lka-c) e—,ge

Ste) asbsc. Noem == c_b,y=b-c, 2 <a-c. Dan vo\%\:
X, N, e S‘L en x+3-_—.--2- . . e D

Cbmer\(ing. \Joor‘ ‘R'.—_z vindan we N==GC N Noor. "R:S vg\gl: e
wk een opqowve van el werkce“ege cdatb N=17 vc\cioe\*.-.

\a\aa(‘sc\ngn\f«jk 'L':_"v\ Seze 3reﬁze,n niek kaimo.a\ , Maae . veor
=2 is N=u le Wein (neem S‘—.:R\,H‘J, S,_:{?.,’&.S) e veor

R=3 s Nogh e e (reem Sredirmtt—S=f2aoal S (s

S‘ ;i Y, \07'\33 , 32_—_ iz,&,n,.\l} R 33: ilS',é,'.} ,8,05’5 .




