HOOFDSTUK ¢ ENDIGE PROJECTIEVE VLAKKEN

Dik hoofc\sbuk ook over viekken <ie wit slechts eindicy

vee! purten bestacin, maar olle karalteristicke eigenschappen

voun Projec\:ieva viakke,n hebben .

M‘. Een ijec‘:“vg viak (Tt besteaat uik puﬂ\:en en kinen 2& dat
(o) door <lk pocrr pun\:en vowa “TC pPrecies Eén 15n veun T Ciqul

(b)) el pac— (L:'snen von’-‘_\l_ precies n sni&pun\: in T hekben,
(&) er vier punten in T zgn  zo doak geen drie van hen op
deze\cde |\$\n \/om'Tt \(c3c32n.

Eigensckc«ppen (e en (b) =z essenticel. (&8 dient. om de

volgende ui\:z@nder;ngsgevodlen uik ke sluite

Vbi. n Vgnen door ot. VLz n punten op een l"&" o CHENG v W

Vb 3. el N

vast punt

Elk Pfo‘sectteg U\a\( t“leegk een duaa\ Efca\ectxeg q‘a.k dat' e e M-

Ver\trecsen wordt Aocor punken l\:svxen e \%nen Pun\:ev\ be. Noemen;

Evoee pun\feh door <en . \%v\ te verbinden ols  de norspron\(e.\ui\(e —
\gnen door halt bO):raWania.. pun\:' Qingen .. .en. ._ander80m. e,
DO. dudle  van \foor\beejcl, N T X S \,)oof‘\oe.e\.d,.,.j.. ,engnde(so.muu__duqk...

Jon veorbeeld 2 is voocbeold ... e

Voorbee \d 4 . Besc‘aouw \'\e\' Prosec\:\ew& v\o.L mel: 7- pa..mhm en. g '%mzn.,,
‘Y, = fi,28), =i2.3,s§, L= {346}, - o = {H s, ol R
L= {560, XG ={6,0,2§, 2 e, va) _.

Dit is een .Projec\:ieg slak dal:..,_ss_c: is. mn\;;yﬁ.*duak BEY'|
: . -t‘ Y . F‘/ '




it
We qaan na dat de duale van een Projec":ie? ek oo\(
een prcjeCLiee Viak is. De duale van (o) s (b)Y en van (b) is (a).

Aan (a) en (v) s Adue voldaan. Noor () is hel voldoende te
bew\;zeni

%Ee“ing 6.\. Iv\ e\\c'projeck_\'ee N ek (TC =z Viec \L&V\en te vindew,
Zo/ dc& caeen c\rie Van "\en door eenz.e\pde Pun\' QQQV\

Bew;{ss Kies vo‘\caens c) vier punl:en A B C en D zéc‘a‘: geen
Arie van hen op eenze\gc\e lgn Viggen. Peschouw de l\j\nen

AR CD, AC BD cdlie volgens (o) %ec:‘eganw_erc\ zgn. Stel drie van
hen qgaan door Qer\z.e\ec\e punt. Vanwege symwrekeie s helk geen
bepar\dng cotn ke nermmen dab die Arie Ggnen AB,CD en AC E N T

Vo\qens (b) is dal svujpwnk ARNAC=A en QDﬁ AC. C Dus A= C,
'Taqanspmak ..a

Hek dudle ok van een pro:so_cﬁe_e vlak is dus ook een _proje_c,\:‘-.ee_ \llo.k, -
Stelling 6.2. Niet alle purten van een projec\_:ie_?_.y.\agk”qt Jdiggqen ep .
een hwee}:a.\ l%\‘\en .

PENHEITE v

Bewigs. Stel alle punten van T liggen -op de. lgnen £oenf Me kiezen
mby. (¢ bwee punten A en B o £ en L D OP"Q’,..:ZO’..AOL'..W@._W_T:.,,
drie van hen op eenzelfde ljn liggen. Beschouw de lignen AC e .
BD (we gebriiken (a)) en noem het snpunt O (we gebruiken (bY)

Er geldt Oecl of Oe " A Ocf, dan weqens Ael en (o, ..
OA=1 of O=A. Tn het laatsle qeval  vinden.we AecBD, keaenspmk
Als OA_1 , keoen we OA=AC en dus. CG‘Q begenspeaak.. kvenzo .
\eidk de veronderske_\lm% Ce ' Lt aen ‘:e%enspf_‘c\.a.k S ;‘

Door Stelling 6.2 op hat duale Proy ecbgva ﬂgk l:oe_ Egpassgurm
o\a‘.’ niek alle . ‘LSV\QY\ Nan e, ,p{bjc_:;‘agg x‘a\s (K_dour
—punben gaom. .. Ba ne. dak-.s.\:eﬂms 6.2 ﬁ_almmua_n,t

elégn ~Noor-..de _dooc ..(c)m_ud:gg.&[o&v_\ i
....\(oorbe_nldzn 4,2 en 3 o




S\:eu(ng 6.3. Z\_) /l\C een Proseckie—g) viek .

)y OP elle igm \[%CS‘Q‘” evenv eel punken.
Gy Door <k punk qocun  evenveel lgnen .

W Ee gaon evenveel ‘i’j\nen door een Punk s er punten op cen ij

Bewgs. () Neam bwee lynen € en " in T Volqens Stelling 6.2 i er
e punt O buben { anl'. B\d elle punt P op‘g is er volgens (ev
een \ij'n OP an volgens (b) een sajpunt P’ van OP et 0. Zo keqen
we een injeckieva av?bee\c\ingqvan puntenn van £ noar puaten van { R v
wank xp(P);__q;(P‘):.PI# Pe OP 2. P.G.OPI f_->") P=F . Heb acmbal punten
op ¥ is dus niet Kener dan dat op L. Door de redenering koo be
passen mak £ o ¥ verwisseld, vinden we ui\:e(nde)%\: dat £ e U v
evervee!l punten hebhern. |
(i) Fas (i) tve op het duale projectieve viak vanm .
() Kies ecen punt P en een kn JEZ':S O ecen pumt mek O¢£ -
Dan hoork hij ek punt Q@ van b cen Ign OB door Oen omegekesrd .
Dit levert eew bijeckive a.?beelo\m% van de punten op l vear de
\Lyr\en door 0. Vo\gens (L) is er een bﬁec\:&eve agbee\cling van l(:;}-m. —
door O naar lgnen door T Dus is er een bijeckieve .aﬂaeeidins
vav Punken op 9 Nnewae "Snen door ? . . = 5
We noermen cen Pro\se,c\:;ee dak eindiq , als ’T Mmoo e,md.s
\Iee\ p\,\n\:en heea:. Vc\cse,ns gke“-ng quen er. op e\kz |%\n van
M evenveel punten, zeg r+1. Don vcemen . we n de orde voun U |
SEQ-“'\V\(_} Gy, -Z‘) T cen prosec\:\ef v\a\g Nan orde. Nk v

() “e\: Ouvwka\ Puh\:en o> een l\jn S ML

(1) \“\2} C!.cur\t:ea\ ‘;.Sne\n dOO(‘ een Pun\_-,, 'S n‘t—t...,T....__.<_..;"4-_-..,‘-....... -

(B0 Het btotaa! aantal \C&nem iS AP, , .

() Helt kelaal cwanbal A,Pun\:en is .,n‘.’t_n*s,....

Bewv.ss ). Geva\s van deemfhe. von. orde .en. Sﬁenmg._,&l‘
) Pas S‘ce“\ns 6.3 W) ke . e - e
) Z») Oe ‘L Er zy4n N+ l\jhen doeor... O en e“z Nown duz Lj




X8

bevo& nogq © anctere p\,\n\:eun. Vo\gens (b) 2z2yn a‘\" deze punken
versc\'\i\\e,nd e \lo\cjens (0 \we_e.EE ,Wj qeen andere punkev\.
D\AS is heb totoad aanku\ pun\:en van 'TC 3@\;_'3\1 con 4+ (nn).

@) Vo\gens @ en Gy is et duale projec\:ieve viak veanTC ook
van orde m. Dus is (i) de duale bewef\\r\s van (). |

Een projee\:iec ek von orde ' wordk gegeven door y
maar s u(Lges\o\:e\n. Voorbeeld u  leverk een projec\:,iee vlak van orde 2
De vraag veor welke n er een Projec\:ie? vlak van ode n.ois, ..
wordk kerugqeloracht ok 2en reeds in hooS?dsEu\: u bediscussieerd.
p(ob\ee,m Aoor de vo\%e\nde_ sl-:e“inq e e
S\Te“in‘\ GE. Z‘S nz1. Er bestaat een ProjecLieg ~Nlak van orc\enw_
Ao en slechks down als er een ,vo“e_dia.ste\ OLV. vanorde n bestauak.

Noor we het be,»og:’ss Qeven Husbreren we het bengs meb de. _._
consbru.c':ie Nown  een p\"ojeckie? wak van orde 3. Be.gh:\. meb

twee OLY. von ode 3: . T N__“:‘
o V2 o 2 ' :
i\ 2 o 2 o1 - e et e
2 o i 20
Ve kunnen aven qen dot de volgende vier vierkanten  orth
zegy 3 - ord ,
'2\3V\ . o » e o Cenrad e v
oo e t 2 o 2 o2 s
VoL o\ 2 v 20 201t
22 2 o 2 2 ot IR 3 i
R , K . e

We scheijven de vieckanten als uib. ‘“___ﬂ__,___
9, 9,8, 9, S 97@8935 _ e

id ' 2 2

{

q,
R le
fle

°

o

-po

WO WY

Noem de r{en PP P P e kolownren "SN@T";’/'ISS

© 1 2573
de 3‘*3+\ =13 dewsen\:en e P‘u\nl’en Nan _ ovst!ﬁ‘L‘-
Njn.a,n Naman we .. . Q .=-{.%,P‘ . P’ , P3 3 ,g:_n,,@*f.v_' e
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BQ\UL\S voaan S‘:Q“mgﬁ 5.
&= Stel er bestaat ecen volledig stel OLY. van orde n, (_d, ]

. .- ,[ Ln)] Qons&rueqr de bui\oe\-)orehde. (N+y x T modcmx B= [b ]
deor R=: [d ] K= [cl‘:\] en de wn.t LV, iy voor vy uit e
=) C\ﬂf\jVen Noem de (‘\jen Pa s P‘, ?ﬂ en de kolommen @ @ e, Qn,_ .
Gl Gz ' g gJ.v\ Qﬁ’ivu\ Q'\t.n-n. &“1.
P S o ... © t 4 _ . . P T T
P, U na o 1 Ao - . ° v, . N
P - - - - - © - - - . ~ - » - - [
ﬂ -
\A‘O_ Nno2men PD,P‘,,_-, P"\)Q\’Gz"”lgh‘- dAe .PL_\V\EQV\ VQV\.T[“-A\},.--_
"\'S\nevw Nnemer we 2: { P“ ey, 'Dh] en L e __:..’.A._:
‘ge“: i Pe, Q‘.‘ miks 90‘ =%} (B=o,\, . ;%:0) --.,n_.\);

Hek i duide\i&k dat  op elke Kgrm n+v punten liqgen en het s

caenvoudiq o te quan dob doer ok punt v Kinen ‘qaan .
Ve bewyren dat T, cen projectief wak is. = o
(5 Skel {& e Q,m, Zgn buee lgnen wek 240 . Sngpunten 2ziyn van de vorm ..
Q, en hetben dus een k op plaats (e,r) en een‘?s op. p\a.o.\:s f.o.

&

23 = lhb}-&\ meb ogi<n,0¢ 4‘?‘\ Dam vc\gt: d.*. a'& Q, - ‘g.'. ,-___
Omdat de LV, ork-\\ogonau\ Zzyh, s er precies. . €én. Pann:’:} FEN T N

Aaavrmee dus adn pPunt &r zodat @ et &na

Beschovw nu ‘[a&, Qe%’ et f4%°. Snsspun": P,_.,,.c.m.w,verder i
el punk S‘_ mek  cen % op ?\Qq\ts e,s) e 2%& -op Pla.u‘:sm(e',f). R

Omdak & 3%/, kan dib laakste nabuuebgk miek. . L Ll
Pesdhouw tenslotte £ en -Beg Hek evige ,sni:s.pm&,._;isu»j?‘, U,
) Neem da punten R,P . © . § .. 8. .8
e
. e c

e

{ov) Neemn <en w'“tkeurts P\.m\: O Er Qaan c\oor._o_.,m
R \3\& lt%en nos " ounc\ere punken.UeQZns (b)
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— Z!J een projecl,kzg v\c’.\cThwan orde n qeqgevewn . Neewi een \C.jn ‘Q

en Noem de punken daavop E, P\’ . ,:_P“' Noor elke (Pc nUrmeren

we de "\j'hen Aoor ? van © btobk e meb n-u,\\\e noemen de resterencle

punken @ s - - - @ r 2 dat Gr Sngpunk s van 15\—1 L dooe ’Pb

\{5&\ j. door’?\ als C= in+j, + (o$“<n, ogj,<r\)j
S|Qz‘ A gv\ &n-t-@n»; s ga.n - Qh".n-h Sn"-nu.“" @n'-
Pa 8 o ... q 1 1 S| e g P Nt + . Nt
P. O . ... A=t © | I N TP () f L. Ned

\‘arvolgens maken we (M) x "t mq&»rixB:_Eher] melt elemente~ uib
Xo,\,- .o,nad door b, =% ke c\eEin'\éren als Q_ ligk op Ggn nummer

’Q door 'Pe . Doeor nu de jen von B ak vierkanten A R A‘ s --.,A

o "
X . @)
mebk A€’= a.:. ] . o wilt ‘e sc\nrc.sven kr(_s'cs—ev\ L we ?,K en

[ .-
Cala]

-

, ©, e, N

n M

2w vo\\ed\'g stel OL V. van orde ", A Az""’) ‘A..l.

Eersk Bew(.‘szen we dak A:.: Ag’ . A“ La\:lﬂnsz vierkanben 2yn

Kies twee elementen in deze\lde i L Naw Ae Ay beide elewsenten
gelyk  aom ‘Q 24w, belbekank At voor B de volgende  situakie -

P ¢ .
() £ % o
Dik ‘belekent dat in T, zowel Q. als G, op lyn i deer &

Vo 8N 0op =0

Ln ‘& door Pe_ liggen . Maar buwee ‘gnan in TC,, hebben slechts één _Sngguv\k..

Das op elke r{i Nawn At kowen de %e,\‘q“en o, oo, na Yk plecies

e o
eCnmaa! voor. Om de analoqe bewering veor kelommen .kg..bew\jlgn,‘.-,;.

neemt  men (P‘ n plaaks von T

o O S L e

Ve,wo\gewns \:ewi'j'zen we dal veor 2g5e<f <n. de merkom\:gnhﬁ;(~

Ag Ork\nosonau\ 'z\jv\ . Ska\ Ak is niek het %e,va.‘ Da.n.‘ zﬂnwer.w M&.ﬁ
te) ey .‘ﬂ 5
poren (i 3) en (i’ }) wek (\,&\:}_-(\ Y 25dak. aLj .......O..,q .-cr\,"

Y
Voor B betekent . At de . velgende salsua‘:g.a! i

e P W
Pe LR
P

x B _»{"
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L2

Dus @r en ®$ \i%CsQﬁ op deze\ede ‘\j\f\ c\ocr f-P en op C\QZe\gd&

lLSv\ door ’Pg Omdat ®r en @s door moaar
en e4{, keyaen we een kegensprack.

DOOP SEQ\\ing G.‘S ek S‘:e“ing 4.2 l:e tombineren vinden

we dab er voor elke Pﬁemmom,\r\\': pP‘ er
vanr orde p?‘ besbtaak. S\ce\\:ng L gez?k

Yan N aan  WoaYVoor Qeen projec\:te? vlak

eBn G verbonden z4n

a

een projec\'ief-’ vlak
een qgﬂt‘a\ . wa.owdev; e
von orcdle n bestaak %

g

D@ tobel onder aan op p. 24 c&eefk de h\.\\‘e\s‘ge stand e

kennis aan bekreg?enc\e, het bestacn. van.

von orde . mebk n g2,

pro Seckte\g Vakken




