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Introduction

Cette thèse traite certaines questions diophantiennes liées aux familles de courbes el-
liptiques. Le principal problème abordé concerne la comparaison entre le rang de la fibre
générique d’une surface elliptique et le rang des fibres spéciales.

Un théorème sur la spécialisation de Silverman garantit que le rang d’une fibre spéciale
est, à un nombre fini d’exceptions près, borné inférieurement par celui de la fibre générique.
Pour améliorer cette borne nous considérons des changements de base C → P1 de degré
petit (souvent égal à deux) où C est une courbe rationnelle. Intuitivement cela revient à
remplacer une famille Et par une nouvelle famille Ef(t).

Nous exposons dans la suite brièvement quelques définitions clef ainsi que les résultats
principaux de cette thèse.

Définition 0.0.1. Une surface elliptique définie sur un corps k est une surface algébrique
projective E définie sur k telle que

i) Il existe un morphisme (une fibration) π : E → B, où B est une courbe projective lisse
(appelé la courbe de base de la fibration) et la fibre générique est une courbe projective
lisse de genre un.

ii) Il existe une section σ : B → E définie sur k (fibration jacobienne).

Pour presque tout t ∈ B(k), la fibre au dessus de t donnée par Et = π−1(t) est une courbe
elliptique définie sur k et l’ensemble Et(k) a une structure de groupe, appelé le groupe de
Mordell-Weil de E sur k. Le théorème de Mordell-Weil dit que ce groupe se décompose
comme la somme d’un groupe libre Zr et un groupe fini, les éléments de torsion.

Pour la plupart des géomètres algébristes pour qu’une surface soit elliptique il suffit de
satisfaire l’hypothèse i), i.e d’avoir une fibration elliptique. Une telle fibration munie d’une
section est appelée fibration jacobienne. Puisque nous nous intéressons au rang du groupe
de Mordell-Weil de la fibre générique, pour nous une surface elliptique est toujours munie
d’une section.

Définition 0.0.2. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres k, E(k) =
Zr ⊕ Tors, l’entier r est appelé le rang de E sur k.

La fibre générique E d’une surface elliptique E → B, en tant que courbe elliptique sur
le corps de fonctions K = k(B), a aussi un groupe de Mordell-Weil sur K noté E(K). Le
théorème de Mordell-Weil est aussi valable sur un corps de fonctions (Lang-Néron). Nous
pouvons alors définir :
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Définition 0.0.3. Soient E → B une surface elliptique définie sur k et E sa fibre générique
définie sur K = k(B). Le rang du groupe E(K) sera appelé le rang générique de E sur k.

Les surfaces elliptiques peuvent être classifiées selon plusieurs critères. Le plus souvent
utilisé les divise selon leur dimension de Kodaira (qui peut être −∞, 0 ou 1). Celles qui
sont de dimension −∞ sont birationnelles au plan projectif sur la clôture algébrique. Elles
sont appelés rationnelles. ll existe aussi une sous-classification pour ces dernières surfaces
qui dépend du corps de définition d’un morphisme birationnel vers P2.

Définition 0.0.4. Une surface elliptique π : E → B définie sur un corps de nombres k est
dite k-rationnelle s’il existe une application k-birationnelle E → P2. Elle est dite rationnelle
si elle est k̄-rationnelle.

Si cette application est un k-morphisme alors un modèle minimal de E sur k sera iso-
morphe à P2. Nous verrons, pendant le texte (sous-section 1.3.2), que ceci n’est pas toujours
le cas. Une surface k-rationnelle peut avoir pour modèle minimal une surface de del Pezzo.
Une surface elliptique rationnelle peut avoir pour modèle minimal soit une surface de del
Pezzo, soit un fibré en coniques.

Nous allons considérer le problème de la comparaison du rang des fibres d’une surface
elliptique principalement pour les classes suivantes :

R0(k) = { surfaces elliptiques rationnelles définies sur k}
R1(k) = { surfaces elliptiques k-rationnelles }

R2(k) = { surfaces elliptiques possédant un modèle minimal sur k isomorphe à P2
k}

Ces ensembles satisfont clairement R2(k) ⊆ R1(k) ⊆ R0(k).

0.1 Résultats connus

Nous pouvons regarder E en tant que courbe elliptique sur le corps de fonctions k(B) (si
E est une courbe elliptique définie sur k(B) alors il existe une surface elliptique E ayant E
comme fibre générique). Le théorème de Mordell-Weil est encore valable dans cette généralité
(Lang-Néron).

On dira qu’une surface elliptique E → B est scindée si elle est B-birationnelle à un
produit E0 × B où E0 est une courbe elliptique définie sur k.

E

π

E0 × B

B

Remarque 0.1.1. Si la surface est scindée alors le rang de ses fibres est trivialement égal
au rang de la courbe elliptique E0.
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Pour les surfaces non-scindées, un théorème de Silverman [50] nous dit qu’il est possible
comparer le rang du groupe de Mordell-Weil d’une fibre avec celui de E (le rang générique).
Plus précisément, si σt : E (k(B)) → Et(k) est l’application de spécialisation :

Théorème 0.1.2. (Silverman – [50] [51, Theorem. 11.4, Chapter III]) : Soit E → B une
surface elliptique non-scindée définie sur un corps de nombres k. Soit δ ∈ Div(B) un diviseur
de degré positif. Alors il existe une constante c > 0 telle que

σt : E(k(B)) → Et(k̄) est injective pour tout t ∈ B(k̄) satisfaisant hδ(t) ≥ c.

Ce théorème nous dit que pour presque tout t ∈ B(k) le rang du groupe de Mordell-Weil
d’une fibre est au moins égal au rang générique de la surface. Les objets principaux d’étude de
cette thèse sont les surfaces elliptiques rationnelles, i.e celles qui sont birationnelles au plan
projectif. Dans le but de comparer le rang des fibres avec le générique, Billard a démontré
dans [4] ce qui suit :

Théorème 0.1.3. (Billard) Soit π : E → B une surface elliptique rationnelle dans R1(Q)
non isotriviale avec un rang générique r. Soit rt le rang du groupe de Mordell-Weil d’une
fibre Et = π−1(t). Alors

#{t ∈ B(Q); rt ≥ r + 1} = ∞.

Les questions suivantes sont donc très naturelles :

Question 0.1.4. Le théorème 0.1.3, peut-il être généralisé aux surfaces dans R1(k) où k
est un corps de nombres ?

Question 0.1.5. Peut-on démontrer qu’il existe une infinité de fibres avec rt ≥ r + 2 pour
certaines surfaces dans R0(k), R1(k) ou R2(k) ?

Question 0.1.6. Est-il possible démontrer un théorème similaire au théorème 0.1.3 pour
des classes des surfaces elliptiques non rationnelles ?

Nous donnons une réponse positive aux trois questions pour E définie sur un corps de
nombres.

0.2 Résultats nouveaux

Un outil essentiel pour les démonstrations des résultats sera le suivant :

0.2.1 Changements de base

Soient π : E → B une surface elliptique munie d’une section et ι : C ′ →֒ E une courbe
irréductible. Soit ν : C → C ′ sa normalisation. La composition des applications ci dessus
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donnée par ϕ = ν ◦ ι ◦ π donne un revêtement fini ϕ : C → B.

E

π

C
ν

ϕ

C ′

ι

B

Nous obtenons une nouvelle surface elliptique en considérant le produit fibré suivant :

πC : E
C = E ×B C → C

Chaque section σ de E induit naturellement une section dans E C :

(σ, id) : C = B ×B C → E ×B C

Nous les appellerons des sections anciennes. La surface E ×B C a aussi une nouvelle
section donnée par

σnew
C = (ι ◦ ν, id) : C → E ×B C

Remarque 0.2.1. La surface E ×B C peut être singulière même si la courbe C ′ est lisse i.e
C ′ = C. Par exemple, si le morphisme φC : C → B ramifie au-dessus d’un point t ∈ B tel
que π−1(t) est une mauvaise fibre, alors la nouvelle surface est singulière.

Remarque 0.2.2. Si C ′ n’est pas contenue dans une fibre ni dans une section alors la nou-
velle section est clairement différente des sections anciennes, mais pas forcément linéairement
indépendante.

La composition de la normalisation ν : C → C ′ avec l’inclusion ι : C ′ →֒ E et avec
la projection π : E → B nous donne une application φC : C → B. Le degré d de cette
application et les genres de B et C sont reliés par la formule de Hurwitz

2g(C) − 2 = d(2g(B) − 2) + deg(RφC
)

où deg(RφC
) est le degré du diviseur de ramification de φC .

Comme nous souhaitons que B(k) soit infini, nous sommes naturellement amenés à nous
restreindre aux bases B telles que B ≃ P1 ou g(B) = 1 et rang (B(k)) ≥ 1.

0.2.2 Résultats

L’ordre des résultats suivra celui des questions posées dans la section précédente. Le
résultat suivant répond donc à la question 1.

Théorème 0.2.3. Soit E → B une surface elliptique dans R0(k) telle que l’un des ses mo-
dèles minimaux sur k n’est pas une surface de del Pezzo de degré un. Il existe un revêtement
fini C → B, où C est une courbe rationnelle dans E , tel que la surface E ′ = E ×B C satisfait

rang (E ′(k(C))) ≥ rang (E (k(B))) + 1

8



Puisque une surface de del Pezzo de degré un n’est pas k-birationnellement triviale nous
obtenons :

Corollaire 0.2.4. Soit E ∈ R1(k), alors il existe un revêtement fini C → B, où C est une
courbe rationnelle dans E , tel que

rang (E ′(k(C))) ≥ rang (E (k(B))) + 1

Puisque C est rationnelle nous avons les deux résultats suivants :

Corollaire 0.2.5. Soit E → B une surface elliptique dans R0(k) telle qu’un modèle minimal
sur k n’est pas une surface de del Pezzo de degré un. Alors

#{t ∈ B(k); rang (Et(k)) ≥ rang (E (k(B))) + 1 } = ∞.

Corollaire 0.2.6. Soit E ∈ R1(k), alors

#{t ∈ B(k); rang (Et(k)) ≥ rang (E (k(B))) + 1 } = ∞.

Remarque 0.2.7. Dans le cas où les seuls modèles k-minimaux sont des surfaces de del
Pezzo degré un la méthode utilisé pour démontrer ce théorème n’aboutit pas. Nous arrivons
cependant, dans certains cas à démontrer son corollaire. Nous verrons, dans la sous-section
2.5.5, que les surfaces elliptiques, dont un modèle k-minimal est une surface de del Pezzo de
degré un, ont rang nul sur k (et huit sur la clôture algébrique k̄). Nous y donnerons aussi
des exemples pour lesquels la surface E a une infinité de fibres de rang strictement supérieur
au rang générique, i.e une infinité de fibres de rang au moins un.

L’étude de la question 2 nous a apporté les résultats suivants :

Théorème 0.2.8. Soit π : E → B une surface elliptique dans R0(k). Soit X un modèle
k-minimal. Supposons que X satisfait les hypothèses suivantes :

i) (ωX .ωX) = d > 1,
ii) Il existe un k-morphisme birationnel f : E → X tel que f̄ : E ×k k̄ → X ×k k̄ a d

points distincts dans le centre.
Alors il existe un revêtement fini C → B où C est une courbe de genre ≤ 1 telle que C(k)
est infini et la surface E ′ = E ×B C satisfait :

rang(E ′(k(C))) ≥ rang(E (k(B))) + 2.

Nous avons obtenu le même résultat pour d’autres surfaces elliptiques rationnelles, à
savoir :

Théorème 0.2.9. Soit E une surface elliptique rationnelle. Supposons que E satisfait l’une
de deux hypothèses suivantes :

i) E ∈ R2(k),
ii) E ∈ R0(k) et il existe un morphisme k-birationnel f : E → X tel que f̄ : E ×k k̄ →

X ×k k̄ a 2 points distincts dans le centre et X est une surface de degré quatre.
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Alors il existe un revêtement fini C → B où C est une courbe de genre ≤ 1 telle que C(k)
est infini et la surface E ′ = E ×B C satisfait :

rang (E ′(k(C))) ≥ rang (E (k(B))) + 2.

Puisque C(k) est infini nous obtenons :

Corollaire 0.2.10. Soit E comme dans les théorèmes 0.2.8 ou 0.2.9 et r son rang générique.
Alors

#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 2} = ∞.

Remarque 0.2.11. Nous démontrons en fait les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 pour une classe
plus grande de surfaces elliptiques. Nous verrons ceci en détail dans les sous-sections 2.4.2
2.4.3, 2.4.4 et 2.5.4 ainsi que les cas pour lesquels notre méthode n’aboutit pas.

Les constructions utilisées pour répondre à la deuxième question vont nous aider à ré-
pondre aussi à la troisième question pour quelques surfaces de type K3. En particulier pour
les surfaces K3 qui satisfont :

Définition 0.2.12. Nous dirons qu’une surface E de type K3 provient quadratiquement
d’une surface elliptique rationnelle s’il existe une surface elliptique rationnelle E0 → B et un
revêtement de degré deux C → B, où C est une courbe rationnelle, tels que E ≃ E0 ×B C.

Théorème 0.2.13. Soit E une surface K3 qui provient quadratiquement d’une surface
elliptique rationnelle E0 via le changement de base donné par ϕ : B → B0. Supposons que E0

satisfait les hypothèses du théorème 0.2.8 ou 0.2.9. Alors il existe un revêtement fini C → B
avec #C(k) = ∞ tel que

rang(E ′(k(C))) ≥ rang(E (k(B))) + 1,

où E ′ = E ×B C.

Corollaire 0.2.14. Soit E → B une surface K3 qui provient quadratiquement d’une surface
elliptique rationnelle E0 via le changement de base donné par ϕ : B → B0. Supposons que
E0 satisfait l’une des hypothèses suivantes :

H1) ϕ : B → B0 se factorise par B → E0 → B0 et un modèle k-minimal de E0 est une
surface de degré d > 1.

H2) Il existe un morphisme k-rationnel f : E0 → S0 où S0 est une surface de del Pezzo
de degré d > 1 et f̄ : E0 ×k k̄ → S0 ×k k̄ a d points distincts dans le centre.

H3) Son modèle minimal sur k est isomorphe à P2
k.

Soit r le rang du groupe de Mordell-Weil E (k(B)) et rt le rang d’une fibre. Alors

#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 1} = ∞

Le théorème précédent est un corollaire du théorème suivant. Il concerne les surfaces K3
qui ont deux fibrations elliptiques distinctes. Éclairons ce concept :
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Définition 0.2.15. Nous dirons qu’une surface E est munie de deux fibrations elliptiques
différentes πi : E → Bi (i = 1, 2) si πi 6= ϕ ◦ πj pour tout isomorphisme ϕ : Bi → Bj avec
i 6= j.

Remarque 0.2.16. De façon équivalente, nous pourrions définir deux fibrations elliptiques
différentes en tant que fibrations transversales, i.e, si Fi est une fibre de πi pour i = 1, 2
alors leur intersection satisfait

F1.F2 6= 0.

Remarque 0.2.17. Le surfaces K3 qui proviennent quadratiquement d’une surface ration-
nelle sont munies de deux fibrations elliptiques. La fibration transversale contribuera pour
l’augmentation du rang des fibres relatives à l’autre fibration.

Notons E1,t (resp. E2,t) les fibres de la fibration π1 : E → B1 (resp. π2 : E → B2). Nous
avons le théorème suivant :

Théorème 0.2.18. Soit E une surface K3 munie de deux fibrations elliptiques πi : E → Bi.
Si rang (E1(k(B1))) ≥ 1, alors l’ensemble

{t ∈ B2(k); rang(E2,t(k)) ≥ rang (E2(k(B2))) + 1}
est infini.

Les démonstrations des théorèmes précédents nous permettront de démontrer le résultat
suivant

Théorème 0.2.19. Soit E → B une surface elliptique comme dans le théorème 0.2.8 ou
0.2.9. S’il existe une courbe rationnelle D munie d’un morphisme de degré deux ϕD : D → B
telle que rang (E ×B D(k(D))) = rang E (k(B)) + rD, alors il existe une courbe rationnelle
C munie d’un morphisme fini ϕC : C → B telle que, si on note E ′′ = E ×B D×B C → B′′ =
D ×B C, alors

a) rang E ′′(k(B′′)) ≥ rang E (k(B)) + rD + 1.
b) B′′(k) est infini.

Remarque 0.2.20. La courbe D dans l’énoncé du théorème 0.2.19 n’est pas forcément
munie d’un morphisme i : D →֒ E .

Remarque 0.2.21. Ce théorème, ainsi que les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 sont valables dans
plus de généralité. Nous avons choisi, par simplicité, de les énoncer en supprimant certains
cas. Nous verrons dans les sous-sections 2.4.2 – 2.4.4 les cas où nous arrivons à contruire les
courbes de l’énoncé.

Nous donnerons, dans 3.2.2, des exemples de surfaces qui satisfont les hypothèses de ce
théorème. Ces exemples sont produits à partir des surfaces de type K3, dont le rang générique
est assez grand (supérieur à douze), qui proviennent des surfaces elliptiques rationnelles. Ils
sont non triviaux, puisque le rang de ces surfaces K3 est supérieur à celui de la surface
rationnelle plus quatre.

Finalement, en combinant les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 avec des résultats analytiques
obtenus par H. Helfgott [18] valables modulo des conjectures classiques, à savoir
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1) La conjecture de parité qui affirme que (−1)rang(E(K)) = W (E|K), où E est une
courbe elliptique sur un corps de nombres et W (E|K) est un signe qui peut être
attribué à E intrinsèquement.

2) La conjecture de Chowla qui affirme que si λ est la fonction de Liouville et f(x, y)
un polynôme à deux variables qui n’est pas un carré, alors la moyenne de λ(f(x, y))
est nulle (voir 6.1.7).

3) La conjecture de Square Free Sieve (conj. 6.1.1) qui affirme que si f(X,Y ) est un
polynôme sans facteur carré, le nombre de valeurs f(x, y) sans facteur carré tels que
|x|, |y| ≤ A est proportionnel à A2.

Nous obtenons une borne meilleure mais conditionnelle pour le rang d’une infinité de
fibres.

Théorème 0.2.22. (modulo Conjecture de parité, Conjecture de Chowla et Square free
sieve) Soit E → B comme dans le théorème 0.2.8, ou 0.2.9, alors

#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 3} = ∞

Remarque 0.2.23. Une classe de surfaces elliptiques ne sera pas traité par nous le long
de ce texte. Ce sont les surfaces constantes, i.e celles de la forme E × B où E est une
courbe elliptique et B une courbe projective lisse. Pour ces surfaces le rang d’une fibre est,
trivialement, toujours égal au rang générique, d’où notre manque d’intérêt.

Remarque 0.2.24. Les problèmes traités dans cette thèse peuvent être généralisés aux
fibrations en dimension supérieure i.e fibrations en variétés abéliennes f : A → B. Nous
retrouvons d’autres questions comme par exemple la validité de la conjecture de Tate, qui
affirme que la fonction L associée au H2 de A a un pôle en s = 2 dont l’ordre est égal
au rang du groupe de diviseurs en A modulo ceux qui sont algébriquement équivalents à
zéro. Dans [21] M. Hindry et A. Pacheco démontrent que cette conjecture est équivalente à
une conjecture analytique due à Nagao en généralisant le même résultat démontré pour les
fibrations elliptiques par M. Rosen et J. Silverman dans [42].

Remarque 0.2.25. En caractéristique zéro nous ne savons pas si le rang d’une courbe
elliptique est borné. En caractéristique positive grâce à J. Tate et I. Shafarevich, dans [43],
on connait des surfaces elliptiques isotriviales de rang arbitrairement grand. Les exemples
non isotriviaux sur Fp(t) sont dûs à Douglas Ulmer qui a aussi montré la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer pour ces exemples [54] et [55].

Remarque 0.2.26. Des calculs numériques faits par S. Fermigier dans [12] suggèrent que
pour toute surface elliptique E → P1 non constante de rang générique r, il y a une infinité
de fibres de rang r + 1 et r + 2, même, peut être, une proportion positive de telles fibres
parmi les fibres de π. Les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 confirment donc cette "conjecture" pour
une grande famille de surfaces elliptiques rationnelles.

Remarque 0.2.27. Dans [44] on a traité le cas i) du théorème 0.2.9 en donnant la dé-
monstration en détail dans le cas où au moins deux points de base d’un pinceau qui induit
la surface sont k-rationnels.
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0.2.3 Organisation du texte

Le premier chapitre est dédié aux résultats, la plupart classiques, utilisés le long des dé-
monstrations des théorèmes principaux. Là on retrouvera comment obtenir géométriquement
une surface elliptique rationnelle, la théorie d’intersection dans ces surfaces et des énoncés
de la théorie des réseaux de Mordell-Weil développée par Shioda, de la théorie de Kummer
étudié par Ribet, Bertrand et d’autres, de la théorie des modèles minimaux sur un corps
parfait due à Manin, Tsfasman, Iskovskih entre autres.

Dans le deuxième chapitre je démontre les théorèmes principaux de cette thèse pour les
surfaces elliptiques rationnelles (0.2.8 et 0.2.9). Le résultat principal est le lemme 2.2.4 qui,
combiné à des constructions de pinceaux de courbes rationnelles dans le modèle k−minimal
de la surface, démontre les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9. La démonstration d’un cas spécial du
théorème 0.2.9 sera completée par le lemme 4.2.2 au chapitre 4.

Le troisième chapitre traite les surfaces elliptiques de type K3. J’étudie le problème
de comparaison du rang générique avec celui des fibres spéciales. Je démontre, avec une
variante de la méthode du chapitre précédent, l’existence d’une infinité de fibres dont le
rang du groupe de Mordell-Weil sur le corps de définition de la surface est supérieur au rang
générique plus un, pour une certaine classe de surfaces de type K3.

Lors de l’étude du problème principal j’ai pu rencontrer d’autres questions également
liées aux surfaces elliptiques. Les trois derniers chapitres constituent une partie de mon
travail sur ces questions.

Au chapitre quatre j’examine de près les surfaces elliptiques rationnelles du point de
vue de leurs fibres singulières. D’abord j’étudie leur comportement après un changement
de base ; la deuxième section apporte possiblement un nouveau regard en étudiant le lien,
dans une surface elliptique rationnelle, entre les points de base d’un pinceau de cubiques qui
induit la surface et les possibles types de mauvaises fibres. Ces arguments sont utilisés pour
terminer la preuve du théorème 0.2.8 dans un cas particulier laissé en suspens au chapitre
deux.

Le chapitre cinq, qui est indépendant du reste du travail, fournit une construction géo-
métrique des surfaces elliptiques rationnelles dont le rang du groupe de Mordell-Weil de la
fibre générique sur un corps algébriquement clos est égal à cinq.

Finalement, dans le dernier chapitre, on reprend le problème principal à partir de la
théorie analytique des nombres. En combinant les résultats principaux avec les résultats
analytiques (modulo la conjecture de parité, la conjecture du square free sieve et celle due à
Chowla) nous obtenons une meilleure borne inférieure pour le rang des fibres d’une surface
elliptique qui reste en général conditionnelle, même si on peut la démontrer dans des cas
particuliers, ce que nous illustrerons par des exemples.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Surfaces elliptiques

Soit k un corps de nombres et B une courbe projective, lisse et irréductible définie sur
k. Dans le texte nous adoptons la définition suivante pour une surface elliptique :

Définition 1.1.1. Une surface elliptique définie sur k est une surface algébrique projective
E munie d’une fibration π : E → B telle que :

– (fibration elliptique) Pour presque tout t ∈ B, π−1(t) est une courbe de genre 1.
– (existence d’une section sur k) Il existe un morphisme défini sur k, σ0 : B → E tel

que π ◦ σ0 : B → B est l’identité.

Remarque 1.1.2. Il existe des surfaces elliptiques qui sont toujours minimales, par exemple
les surfaces elliptiques de type K3 (voir 0.2.18). De l’autre côté, l’existence d’une section
implique qu’une surface elliptique rationnelle n’est jamais minimale dans le sens classique
de la définition (voir [17, page 418]).

Néanmoins, elle peut être minimale dans le sens suivant :

Définition 1.1.3. Une surface fibrée S → B est minimale (comme surface fibrée) si

a) S est lisse.

b) Tout B-morphisme birationnel S′ → S, où S′ → B est une surface fibrée, est un isomor-
phisme.

De façon équivalente, une surface fibrée est minimale si ses fibres ne contiennent pas de
courbes exceptionnelles.

Remarque 1.1.4. Notre définition de surface elliptique est la même que celle dans [51]. Elle
diffère de la définition adoptée par la plupart de géomètres algébristes qui ne demandent
pas l’existence d’une section, mais supposent que la surface est non singulière.
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Nous pouvons associer à une surface elliptique E → B une courbe elliptique E sur
le corps de fonctions de la courbe de base. Cette association est bijective à isomorphisme
birationnel de surfaces elliptiques près. La courbe E est la fibre générique de E . Donc, si
E → B est une surface elliptique minimale, il existe une unique courbe elliptique E définie
sur k(B) dont E est le modèle minimal et, réciproquement pour toute courbe elliptique E
définie sur k(B) il existe une unique surface elliptique minimale E → B dont E est la fibre
générique.

La fibre générique, en tant que courbe elliptique, a donc un modèle de Weierstrass

Y 2 = X3 + aX + b

avec a, b ∈ k(B).
Le modèle de Weierstrass est dit minimal en t ∈ B(k̄) si a et b sont réguliers en t et si

ordt(a) ≤ 3 ou ordt(b) ≤ 5.
Cette présentation de la courbe/surface est très utile pour décrire les mauvaises fibres

de la surface ainsi que d’autres propriétés géométriques.

1.2 Outils géométriques

1.2.1 Théorie d’intersection sur les surfaces elliptiques minimales

Soit π : E → B une surface elliptique (lisse et munie d’une section). Le diviseur canonique
KE satisfait (voir [1, Theorem 7.15] et [32, Prop.III.1.1]) :

KE ≃ π∗(L−1 ⊗ KB),

où KB est le diviseur canonique de B et L−1 := π∗(NC0|E ) est l’image directe du fibré
normal à la section neutre C0 ; ou encore L−1 = R1π∗OE . Il existe donc D ∈ Pic(B) tel que
KE = π∗(D).

Remarque 1.2.1. Si π n’est pas munie d’une section, la fibration peut avoir des fibres
multiples qui interviendront dans l’expression de KE . Ce cas est traité dans [1].

Soient F une fibre et C0 une section. Nous avons les intersections suivantes :

C0.F = 1, F0.F = 0,

pour toute composante de fibre F0.
Puisque le nombre d’intersection est invariant par déformation, et deux fibres ne s’inter-

sectent pas, F 2 = 0. La classe canonique satisfait (modulo équivalence numérique)

KE = (pa(E ) − 2)F.

Une application de la formule d’adjonction nous donne :

C2
0 + C0.KE = 2g(C0) − 2 ⇒ C2

0 = −(pa(E ) − 2) − 2 = −pa(E ).
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Dans le cas où la surface est rationnelle pa(E ) = 1 donc la classe d’une fibre est moins la
classe canonique et les sections sont les courbes exceptionnelles

K = −F et C2
0 = −1.

Si F est une fibre et Fi est une des ses composantes, la formule d’adjonction donne

F 2
i = 2pa(Fi) − 2

alors, ou bien Fi = F et dans ce cas pa(Fi) = 1 (par exemple si Fi est de type I0, I1 ou II)
et donc F 2

i = 0, ou bien pa(Fi) = 0 et Fi est lisse de genre zéro avec F 2
i = −2.

Si la surface est de type K3, pa(E ) = 2 (la classe canonique est nulle), les sections sont des
courbes de auto-intersection égale à −2. De plus, par la formule d’adjonction (puisque le
diviseur canonique est trivial), toute courbe a une auto-intersection paire :

C2 = 2pa(C) − 2.

1.2.2 Construction de surfaces elliptiques rationnelles

Soient F et G deux cubiques dans P2. Nous noterons aussi F et G des polynômes homo-
gènes de degré trois associés. Supposons F lisse.

Le pinceau de cubiques engendré par F et G

P := {tF + uG : (t : u) ∈ P1}.

a neuf points de base (comptés avec ses multiplicités) et l’éclatement de ces neuf points dans
P2 définit une surface elliptique rationnelle EP.

La surface EP est birationnelle à la surface elliptique (éventuellement singulière)

E
′
P = {[x, y, z], [t, u] ∈ P2 × P1 : tF (x, y, z) + uG(x, y, z) = 0.}

Réciproquement, sur un corps algébriquement clos nous avons

Proposition 1.2.2. Toute surface elliptique lisse minimale rationnelle avec une section est
isomorphe à une surface EP.

Démonstration : (d’après R. Miranda) Soit E une surface elliptique minimale ration-
nelle, sa classe canonique K = −F , où F est la classe des fibres. Si C est une courbe lisse
dans E on a C2 ≥ −2, par la formule d’adjonction −2 = C2 + C.K = C2 − C.F , comme F
varie dans un pinceau on a C.F ≥ 0. Si on fait la contraction de E à un modèle minimal
(qui doit être soit P2, soit FN - surface reglée rationnelle), on ne peut pas avoir N ≥ 3 parce
que les surfaces FN (géométriquement réglées de base P1, voir chapitre 3 de [3]) ont une
courbe rationnelle avec auto-intersection −N . Alors, quelle que soit la façon dont on fait la
contraction on obtient nécessairement P2, F0, F1 or F2. Mais un éclatement de F0 a aussi
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une contraction à P2, une contraction de F1 est elle même P2, et un éclatement de F2 peut
être aussi contracté à P2 si le point n’est pas dans une (−2)− courbe. Mais pour obtenir E à
partir de F2 on ne peut pas éclater un point dans une (−2)−courbe, parce qu’on obtiendra
une (−3)−courbe. Donc E peut être obtenue en éclatant P2.
Comme K2

E
= 0 et K2

P2 = 9, on a eu besoin d’exactement 9 éclatements.
Finalement on démontre que si F est une fibre irréductible de E et q est l’éclatement, alors
q(F ) est une cubique de P2. Si D ∈ P2 est l’image d’une fibre irréductible (courbe elliptique)
F , alors

0 = (F.F ) = (D.D) +
∑

q(Ei)∈D

(Ei.Ej)

Ei.Ej = 0 si i 6= j et −1, si i = j. Comme on éclate neuf fois on obtient neuf courbes
exceptionnelles Ei, i = 1, ..., 9. Il faut vérifier que les neuf points appartiennent à D = q(F ),

q∗D = F +
∑

q(Ei)∈D

Ei = F + ED ⇒ 0 = F.F = q∗D.q∗D + ED.ED = D.D + ED.ED

Nous avons :
(i) D.D = −ED.ED = #{i ∈ {1, ..., 9}; q(Ei) ∈ D} ≤ 9 ⇒ D.D ≤ 9.
(ii) pa(D) ≥ g(D) = 1, donc deg(D) ≥ 3 et alors D.D ≥ 9 avec égalité si et seulement si D
cubique.

(i) + (ii) ⇒ D cubique et D passe par les neuf points de l’éclatement.

Cette construction motive la définition suivante :

Définition 1.2.3. Soit E une surface elliptique rationnelle. Nous dirons qu’un pinceau de
cubiques Λ dans P2 induit E , si E est k̄−isomorphe à P2 éclaté dans les points de base de
Λ. La choix de Λ est non canonique.

Sur un corps de nombres quelconque une surface elliptique rationnelle peut avoir d’autres
modèles minimaux. En conséquence nous ne pourrons pas garantir qu’il existe un morphisme
k-birationnel entre E et P2. Cette question sera traitée dans les sous-sections 1.3.1 et 1.3.2.

1.2.3 Un critère de rationalité

Dans la sous-section précédente nous avons vu qu’une surface elliptique rationnelle est
isomorphe, sur la clôture algébrique, au plan projectif éclaté en neuf points, les points de
base d’un pinceau de cubiques.

Souvent une surface elliptique est donnée par une équation sur le corps de fonctions k(t).
Nous enonçons ici un critère connu pratique pour déterminer si la surface est birationnelle
à P2, sur k̄.
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Proposition 1.2.4. [32, Lemma III.4.6 (a)] [42, Remark 1.3.1] Soit E → B = P1 une
surface elliptique, définie sur un corps de nombres k, dont l’équation minimale de Weierstrass
sur k(B) = k(t) est

Y 2 = X3 + A(t)X + B(t).

Alors E est rationnelle si et seulement si l’équation en haut vérifie l’une des deux conditions :
1) 0 < max{3 deg(A), 2 deg(B)} < 12,
2) 3 deg(A) = 2deg(B) = 12 et ordt=0t

12∆(t−1) = 0,

où ∆ = 4A(t)3 + 27B(t)2 est le discriminant de l’équation de Weierstrass.

Remarque 1.2.5. Il suit de la proposition 1.2.4 que la surface d’équation généralisée Y 2 +
a1XY + a3Y = X3 + a2X

2 + a4X + a6 est rationnelle dès que deg(ai) ≤ i− 1. Une variante
de ce critère est le fait que si ∆E |B est le diviseur discriminant minimal, E est rationnelle si
et seulement si deg(∆)E |B = 12.

1.2.4 Sections de torsion

Les résultats de cette sous-section sont contenus dans [33] et [31]. Le premier nous dit
que dans une surface elliptique minimale deux sections de torsion n’ont pas d’intersection.

Lemme 1.2.6. Soient π : E → B une surface elliptique minimale, C1 et C2 deux sections
de π. Si C1 ∩ C2 6= ∅ alors C1 − C2 est une section d’ordre infini.

Une conséquence de la démonstration est le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.7. Soient π : E → B une surface elliptique quelconque et C1, C2 deux
sections distinctes de π. S’il existe x ∈ E lisse ∩ (C1 ∩ C2), alors C1 − C2 est d’ordre infini.

Le lemme 1.2.6 est contenu dans [33, Lemma1.1] pp.250 et dans [31, Proposition VII.3.2
p.72]. Nous donnerons la preuve, sur C, pour le confort du lecteur.

Preuve : Soit S0 la section neutre. Il suffit de démontrer que si S est une section de
torsion, alors S ne rencontre pas S0.

Puisque les sections de torsion rencontrent les fibres en une composante de multiplicité
un, si le lemme est vrai après un changement de base, il le sera aussi avant. Comme toute
surface elliptique admet une fibre semi-stable après un changement de base, il suffit de
vérifier le lemme localement autour d’une fibre de type In.

Si S et S0 se coupent dans une fibre lisse (I0), la fibration est localement donnée par
C×∆t/Z + Zτ(t), ou ∆t est un disque avec coordonnée t. La section neutre est donnée par
z(t) = 0. Supposons S donnée par l’application holomorphe z(t) ; comme S est une section
de torsion, z(t) ∈ Q+Qτ(t) pour tout t, ceci implique que z(t) est constante. Par supposition
S et S0 se rencontrent, on a z(0) = 0, donc z(t) = 0 et S = S0.

Supposons que S et S0 se touchent en un point d’une fibre singulière In avec n ≥ 1. La
fibration a une représentation locale sous forme de Jacobi C∗ ×∆t/{tnj |j ∈ Z} avec section
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neutre donnée par z(t) = 1. Soit S donnée par z(t) ∈ C∗ avec s(0) = 1 (parce que S et S0

se coupent). Puisque S est de torsion nous avons z(t)k = tnj pour un entier j. Donc z(t) est
une branche de tnj/k et puisque z(t) est holomorphe, nj/k ∈ Z et z est une racine de l’unité
elevée à une puissance positive de t. Néanmoins, puisque z(0) = 1 on doit avoir z(t) égal à
1, et encore S = S0.

Preuve du corollaire : Soit E0 le modèle minimal lisse birationnel à E . Soit q l’appli-
cation birationnelle entre les deux surfaces et soit S l’ensemble des points singuliers de E .
Alors q est un isomorphisme entre E −S et E0−q−1(S). Donc si p ∈ E est non singulier, deux
sections de torsion ne se rencontrent pas dans p puisque ceci entrainerait que les sections de
torsion données par les images inverses des deux sections se couperaient au point q−1(p). Le
lemme nous garantit que ceci ne peut pas arriver.

1.2.5 Le réseau de Mordell-Weil et l’accouplement hauteur

La théorie des réseaux de Mordell-Weil a été développée par Shioda. Il a remarqué que
les groupes de Néron-Severi et de Mordell-Weil d’une surface elliptique ont une structure
de réseau muni d’un accouplement. Cet accouplement est essentiellement donné par l’inter-
section. Dans le cas du réseau de Mordell-Weil il détermine une hauteur qui est en fait la
hauteur de Néron-Tate.
Il a décrit avec Oguiso [37] les réseaux de Mordell-Weil pour une surface elliptique ration-
nelle. Par exemple, si la surface est de rang huit (le maximum pour une surface rationnelle)
alors son réseau de Mordell-Weil est un E8. Plus tard Shimada [46] a décrit tous les réseaux
possibles pour une K3 elliptique.
La hauteur donnée par l’accouplement dans le réseau de Mordell-Weil nous sera très utile
dans un lemme crucial, le lemme 2.2.4, ainsi que dans des nombreux exemples. Elle dépend
des mauvaises fibres, mais puisque deux types de fibres peuvent avoir le même réseau associé
la hauteur ne distingue pas tous les types de fibres (par exemple I2 et III sont équivalentes).
Pour la définir nous aurons besoin de quelques notations :

Soit Θv une fibre avec mv composantes notées par Θv,i. Soient Θv,0 la composante neutre et
Av = ((Θv,i,Θv,j))1≤i,j≤mv−1 matrice qui est définie négative. L’accouplement hauteur est
donné par la formule suivante :

(1.1) < P,Q >= χ + (PO) + (QO) − (PQ) −
∑

v∈R

contrv(P,Q)

où χ est la caractéristique d’Euler de la surface, (PQ) est l’intersection des sections P
et Q et contrv(P,Q) donne la contribution locale dans v ∈ R selon leur intersection avec les
composantes de fibres : si P coupe Θv,i et Q coupe Θv,j alors contrv(P,Q) = −(A−1

v )i,j si
i ≥ 1 et j ≥ 1 et zéro dans le cas contraire (P ou Q rencontre la composante neutre).
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La matrice Av est la matrice d’intersection définie-négative

Av = ((Θv,i.Θv,j))1≤i;j≤mv−1

de rang mv − 1.
Dans [47] Shioda a fourni la table suivante :

type de Fv III III∗ IV IV ∗ Ib (b ≥ 2) I∗b (b ≥ 0)

contrv(P ) 1/2 3/2 2/3 4/3 i(b − i)/b { 1 (i=1)
1+b/4 (i>1)

contrv(P,Q) − − 1/3 2/3 i(b − j)/b { 1/2 (i = 1)
(2 + b)/4 (i > 1)

Où P rencontre Θv,i et Q rencontre Θv,j avec i ≤ j.
Les fibres additives potentiellement bonnes ont une unique composante, dont la multi-

plicité est un, qui n’intersecte pas la section neutre. C’est pour cela que la contribution est
fixé pour ces fibres.

Pour les fibres de type In, numérotation des composantes suit le sens anti-horaire. En
fixant Θ0, la composante qui intersecte la section neutre, alors Θ1 est la composante qui
coupe Θ0 à droite et Θn−1 est celle qui la coupe à gauche.

1.3 Outils arithmétiques

1.3.1 Modèles minimaux sur un corps parfait

La théorie de cette sous-section a été développée par Manin [24], [25], Tsfasman [27],
Iskoviskih [22], Colliot-Thélène dans [9] et [8]. Nous énoncerons seulement les deux résultats
principaux pour la suite.

Théorème 1.3.1. [27] Soit X une surface rationnelle minimale lisse définie sur un corps
parfait k. Alors X est isomorphe à une surface dans l’une de deux familles :

I) Une surface de del Pezzo avec PicX ≃ Z.
II) Une surface munie d’un fibration en coniques telle que PicX ≃ Z ⊕ Z.

Réciproquement, si X satisfait I), elle est automatiquement minimale. Si X satisfait II),
alors elle est non minimale si, et seulement si, d = (KX ,KX) = 3, 5, 6 ou d = 8 et X
isomorphe à la surface réglée F1 ; il n’existe pas de surface minimale avec d = 7.

Quelques surfaces munies d’une fibration en coniques sont aussi des surfaces de del Pezzo,
à savoir, si d = 3, 5, 6 ou si d = 1, 2, 4 et X a deux fibrations différentes, ou d = 8 et
X̄ ≃ P1 × P1 ou P2 éclaté en un point.

Nous rappelons que, sur un corps non algébriquement clos, une surface de del Pezzo
est une surface complète et lisse dont le faisceau anti-canonique est ample. Sur un corps
algébriquement clos les surfaces de del Pezzo de degré d sont isomorphes à l’éclatement de
9 − d points en position générale dans P2 ou, si d = 8, soit à l’éclatement d’un point dans
P2, soit à P1 × P1.
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Définition 1.3.2. Nous dirons qu’une surface X est k-birationnellement triviale, ou k-
rationnelle, s’il existe une application birationnelle P2 → X définie sur k.

Théorème 1.3.3. [27] Toute surface minimale avec d ≤ 4 est k-birationnellement non-
triviale.

Théorème 1.3.4. [27, Thm. 7.1.1] Toute surface X rationnelle de degré au moins cinq
telle que X(k) 6= ∅ est k-rationnelle.

Remarque 1.3.5. A priori toutes les surfaces minimales avec d ≥ 1 décrites dans le théo-
rème 1.3.1, telles que X(k) 6= ∅ peuvent être un modèle k-minimal d’une surface elliptique
rationnelle E . La condition X(k) 6= ∅ s’impose grâce à la section neutre de E → B qui est
définie sur k et se contracte sur un point k-rationnel. On exclura aussi les fibrés en coniques
de degré huit tels que X̄ = X ×k k̄ ≃ P(OP1 ⊕ OP1(n)) avec n ≥ 3, puisqu’une telle surface
contient une courbe avec auto-intersection −n et une surface elliptique ne contient pas des
courbes avec auto-intersection −n avec n ≥ 3.

1.3.2 Surfaces elliptiques k-rationnelles

Soit E une surface elliptique k-rationnelle. Selon les résultats de la sous-section pré-
cédente le modèle minimal X de E sur k est tel que d = (KX ,KX) ≥ 5. En plus nous
avons :

Lemme 1.3.6. Soit E une surface elliptique k-rationnelle. Alors un modèle minimal X,
sur k, est isomorphe à P2

k ou à une surface de del Pezzo de degré cinq, six ou huit avec
X ×k k̄ ≃ P1

k̄
× P1

k̄
ou F2 = P(OP1 ⊕ OP1(2)).

Démonstration : Nous montrerons d’abord qu’un modèle minimal d’une surface el-
liptique k-rationnelle appartient à la famille I) ou est isomorphe sur k̄ à P1 × P1 ou à
F2 = P(OP1 ⊕ OP1(2)).

Si d = 5, 6 et X est dans II) alors X est non minimale. Les surfaces avec d = 7 sont
toujours non minimales. Pour d = 8 dans II), si X̄ ≃ F1 alors la surface X est aussi non
minimale, les surfaces telles que X̄ ≃ Fn≥3 contienent une courbe de auto-intersection −n
et ne peuvent donc pas être un modèle minimal d’une surface elliptique, l’unique possibilité
sera X̄ = F2 ou F0 ≃ P1 × P1 ; finalement pour d = 9, X est une surface de Severi-Brauer
avec un point k-rationnel, donc isomorphe à P2

k.
Regardons maintenant quels sont les cas dans la famille I) qui ne se produisent pas. Le

cas où son dégré est sept est exclu et si le degré est neuf alors X est, trivialement, P2
k. Il nous

reste à exclure les surfaces de del Pezzo de degré huit qui ne sont pas isomorphes sur k̄ à
P1×P1. Une telle surface est donnée par l’image inverse de l’éclatement d’un point dans P2. Le
centre de la transformation monoïdale X → P2 correspond à un point de base d’un pinceau
de cubiques dans P2. Puisque les huit autres points de base sont invariants par l’action du
groupe de Galois Gal(k̄|k) le neuvième point l’est aussi, il est donc k-rationnel.

Proposition 1.3.7. Toute surface elliptique rationnelle E définie sur un corps de nombres
k avec une fibre de type II∗ ou III∗ est k-rationnelle.
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Démonstration : Si E est une surface elliptique rationnelle alors par la sous-section
précédente son modèle k-minimal S est soit une surface de del Pezzo, soit un fibré en
coniques. Nous allons montrer que, si E contient un de deux types de mauvaise fibre de
l’énoncé, alors le degré de ce modèle est forcément supérieur à quatre. Ceci nous suffit par
le théorème 1.3.3. Si E contient une fibre F de type II∗ ou III∗ alors, par le tableau des
possibles configurations en [38], cette fibre est la seule de ce type, et donc définie globalement
sur k. De plus, la disposition et la multiplicité des composantes de F implique que chaque
composante est définie sur k. Chacune, avec exception de la composante qui intersecte la
section neutre, contribue au groupe de Picard de E sur k. Puisqu’une fibre de type II∗ (resp.
III∗) a neuf (resp. huit) composantes le rang du groupe de Picard Pic(E |k) est au moins
huit. Le centre du morphisme birationnel f : E → S contient au moins six points. Ce qui
implique que le degré de S est au moins six. Il suit de la sous-section précédente que S est
k-rationnelle.

Proposition 1.3.8. Si E est une surface elliptique rationnelle avec une fibre de type II∗ ou
III∗ alors son modèle minimal est isomorphe à P2

k ou à une surface de del Pezzo de degré
huit avec X ×k k̄ ≃ P1

k̄
× P1

k̄
ou P(OP1 ⊕ OP1(2)).

Preuve : Soit X le modèle minimal de E sur k. Par la proposition antérieure X est soit
P2, soit une del Pezzo de degré cinq, six ou huit avec X ×k k̄ ≃ P1

k̄
×P1

k̄
ou P(OP1 ⊕OP1(2)).

Supposons que X n’est pas isomorphe à P2
k ni à une surface de degré huit.

Le morphisme k-birationnel f : E → X s’étend en un k̄− morphisme f : Ek̄ → Xk̄ qui
est en fait un facteur d’un k̄-morphisme (le choix de E ×k k̄ → P2 n’est pas unique)

Ek̄

f

Xk̄

g

P2
k̄

Par la proposition 1.2.2, E est k̄−isomorphe à l’éclatement des points de base d’un pinceau
de cubiques dans P2. Soit L un pinceau qui induit E sur k̄. Par [31, Lemma 6.4], il contient
une droite triple ou une droite double unie à une droite. Le morphisme g : Xk̄ → P2

k̄
a pour

centre des points parmi les points de base de L .
Si L contient une droite triple, il y a au plus trois points de base qui sont donc colinéaires.

Puisque un modèle minimal est une surface de del Pezzo, le centre ne peut pas contenir les
trois points colinéaires. Il contient donc un ou deux points, ce qui contredit le fait que le
degré de X est cinq ou six.

Dans le deuxième cas (une droite double unie à une droite simple) le nombre de points
de base est aussi trois puisque l’unique configuration qui entraîne une fibre de type III∗ a
au plus trois points de base qui sont colinéaires. Puisque X est une surface de del Pezzo,
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le centre de g est donné par au maximum deux points comme dans le cas précédent, en
contredisant encore une fois le fait que X est de degré cinq ou six.

1.3.3 Un exemple de surface elliptique rationnelle dont P2 n’est pas un

modèle Q-minimal

Nous construirons une surface elliptique rationnelle, munie d’une section définie sur Q,
dont un modèle Q-minimal est une surface cubique, i.e une surface de del Pezzo de degré
trois.

Considérons S la surface cubique dans P3 donnée par l’équation suivante :

T 3
0 + T 3

1 + T 3
2 + 2T 3

3 = 0

Cette surface cubique est Q-minimale (voir par exemple [26, Ex. 21.9]) et satisfait donc
Pic(S) ≃ Z et Pic(S̄) ≃ Z7.

Soit i : S →֒ P3 l’immersion fermée donnée par le faisceau anti-canonique Ω−1
S . Le

diviseur canonique satisfait

ω−1
S ≃ i∗(OP3(1)).

Les courbes données par les diviseurs des sections dans H0(S, ω−1
S ) peuvent être décrites

par des équations linéaires dans P3. Un pinceau dans |ω−1
S | a trois points de base.

Nous prendrons maintenant un pinceau dont les points de base sont l’un des trois défini
sur Q et les autres deux sont conjugués par l’action du groupe de Galois Gal(Q|Q). Voici le
pinceau considéré :

{tF + uG = 0; (t : u) ∈ P1} , F (T0, T1, T2, T3) = T0 − T1 et G(T0, T1, T2, T3) = T2.

Les points de base sont

P1 = (1 : 1 : 0 : −1), P2 = (1 : 1 : 0 : −e
2iπ
3 ), P3 = (1 : 1 : 0 : −e

4iπ
3 ).

L’éclatement de S dans ces points produit une surface elliptique rationnelle dont l’équa-
tion sous la forme de Weierstrass, calculé à l’aide du logiciel MAGMA [5] est :

E : Y 2 = X3 + (
28

27
t6 +

1

216
t3).

Les fibres mauvaises sont de type I∗0 et 3II.
Puisque les points de base sont différents, la surface E est un exemple de surface qui

satisfait les hypothèses du théorème 0.2.8.

Remarque 1.3.9. Cette construction suit l’idée presentée en [24, page 106]. Là, Manin
considère l’immersion canonique d’une surface de del Pezzo S de degré 3 ≤ n ≤ 8 dans Pn.
En intersectant S avec un Pn−2 générique et en considèrant la transformation monoïdale
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de centre S ∩ Pn−2 dans S on obtient une surface elliptique E fibré sur la droite projective
B = P1. La surface E est B-minimale. Il conclut de cela que les k-formes des surfaces de del
Pezzo sont des cas particuliers des k-formes des surfaces elliptiques. Dans le cas de surfaces
de del Pezzo S de degré d égal à un ou deux, l’éclatement de d points de base d’un pinceau
dans |ω−1| produit aussi une surface elliptique rationnelle dont S est une k-forme. Donc si S
est k-minimale cette construction donne des surfaces elliptiques rationnelles dont le modèle
k-minimal est isomorphe à S.

1.3.4 La formule de Shioda-Tate sur un corps de nombres

Dans cette sous-section nous rappelons la formule de Shioda-Tate pour les surfaces el-
liptiques sur un corps algébriquement clos, ainsi que sur un corps de nombres k.

Soit π : E → B une surface elliptique définie sur un corps algébriquement clos k̄ avec
section neutre σ0. Soit F = π−1(v) = n1C1 + ... + nsCs la fibre au dessus de v ∈ B(k̄), où
Ci sont ses composantes irréductibles. Soit

Fv = ⊕ZCi

ZF
.

Le groupe de Galois agit sur les mauvaises fibres Fv.
La somme

F = ⊕vFv

est stable par l’action du groupe de Galois. Elle est faite seulement sur un nombre fini
de v ∈ B(k̄), puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de fibres réductibles.

En considérant le plongement du groupe de Mordell-Weil E (k̄(B)) dans le groupe de
Néron-Severi NS(E ) qui envoie une section σ dans σ−σ0, nous avons l’isomorphisme décrit
dans le théorème suivant :

Théorème 1.3.10 (Formule de Shioda-Tate sur k̄). Soit E une surface elliptique définie
sur un corps algébriquement clos k̄. Nous avons l’isomorphisme suivant :

NS(Ē ) ≃ E (k̄(B))⊕ < σ0, F > ⊕F ,

où < σ0, F > est le sous groupe engendré par une fibre lisse et la section neutre.

En particulier nous avons :

Corollaire 1.3.11. Soit ρ le rang du groupe de Néron-Severi, r le rang générique de E et
mv le nombre de composantes de la fibre Fv, alors

ρ = r + 2 +
∑

v

(mv − 1).

Pour une démonstration de ce théorème voir [49].
Pour une table avec les possibles configurations des mauvaises fibres voir la sous section

4.3.
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Si E est un surface elliptique définie sur k munie d’une section définie sur k, nous
avons un isomorphisme de Gal(k̄|k)− modules en considérant l’action du groupe de Galois
G = Gal(k̄|k) :

NS(Ē )G ≃ E (k̄(B))G⊕ < σ0, F > ⊕F
G.

Le groupe de Néron-Severi NS(E ) sur le corps de nombres k n’est pas isomorphe, en gé-
néral, au groupe NS(Ē )G. Il est un sous-groupe d’indice fini de ce dernier groupe ; tensoriser
par Q nous donne l’isomorphisme d’espaces vectoriels :

Théorème 1.3.12. Soit E une surface elliptique définie sur un corps de nombres k munie
d’une section σ0 définie sur k. Alors

NS(E ) ⊗ Q ≃ E (k(B)) ⊗ Q⊕ < σ0, F > ⊗Q ⊕ F
G ⊗ Q.

Corollaire 1.3.13.

rang(NS(E |k)) = 2 + rang(E |k) + rang(FG),

où G = Gal(k̄|k).

1.3.5 Théorie de Kummer

Soient K un corps de caractéristique zéro et A une variété abélienne, nous dirons que
P ∈ A(K) est indivisible si pour tout Q ∈ A(K) tel que α(Q) = P pour α ∈ End(A) il
existe β ∈ End(A) tel que β(P ) = Q.

Notons An l’ensemble de points de n-torsion dans A(K̄) et 1
nP un point dans Q ∈ [n]P .

Le groupe de Galois Gn,P de l’extension

K(An,
1

n
P )|k(An)

peut être vu comme un sous groupe de An (L’application ϕ : Gn,P → An qui associe
σ 7→ σ( 1

nP ) − 1
nP est injective - voir Théorème 1.3.14). La théorie de Kummer pour les

variétés abéliennes nous dit que le groupe Gn,P est en fait presque le groupe An, i.e son
image par ϕ est d’indice fini (et indépendant de P et bien sur de n) dans An.

Cette théorie a été étudiée de façon enconre plus générale par Ribet, Bertrand, Bashma-
kov et d’autres. Nous nous restreindrons au cas plus simples où A est une courbe elliptique.
Jusqu’à la fin de cette section k sera un corps de nombres et K = k(B) le corps de fonctions
d’une courbe projective B.

Nous énoncérons maintenant un résultat typique de la théorie de Kummer pour des
courbes elliptiques. Ce résultat est valable plus généralement, voir [40].

Théorème 1.3.14. Soient E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres k et
P ∈ E(k) un point indivisible. Alors le groupe de Galois Gn,P = Gal(k(En, 1

nP )|k(En)) est,
à indice fini près, le groupe En. De plus, cet indice est majoré et indépendant de n (il ne
dépend que de la courbe E et du corps k).
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Démonstration : voir [40] pour le cas n = p premier et [20] pour le cas général.

Maintenant considérons E une courbe elliptique définie sur K = k(B) et P ∈ E(K) in-
divisible. Pour presque tout t ∈ B(k) la spécialisation en t donne une courbe elliptique Et

définie sur k et un point Pt ∈ Et(k) indivisible.
Fixons un tel t0. Le théorème 1.3.14 appliqué à Et0 implique qu’il existe une constante

c0 = c(Et0 , k) telle que :

[k(En,t0 ,
1

n
P ) : k(En,t0)] =

|En,t0 |
c

=
n2

c
, c ≤ c0.

Ceci va nous permettre d’en déduire une inégalité sur le corps de fonctions K = k(B)
puisque

[K(En,
1

n
P ) : K(En)] ≥ [k(Et,n,

1

n
Pt) : k(Et,n)].

Nous avons [K(En, 1
nP ) : K(En)] ≥ n2

c .

1.3.6 Densité des points rationnels et rang des fibres

Le but de cette sous-section est de montrer le résultat élémentaire suivant :

Lemme 1.3.15. Soit E → B = P1 une surface elliptique définie sur un corps de nombres
k. Alors un et un seul des deux cas suivants se produit :

i) #{t ∈ B(k); rt > 0} < ∞.
ii) E (k) est Zariski dense dans E .

Démonstration : Soient E → B une surface elliptique et Et la fibre au dessus d’un
point t ∈ B(k̄). S’il existe un ensemble fini S tel que pour tout t en dehors de S le rang de
la fibre Et est nul, alors le théorème principal dans [28] implique qu’il existe N0 ∈ N tel que
si TN est l’adhérence de Ker([n]) alors les points de E (k) s’accumulent dans l’union finie de
courbes :

E (k) ⊆ (
⋃

t∈T∪S

Et) ∪ (
⋃

N≤N0

TN ),

où T = {t ∈ B(k̄);Et est singulière }. D’ou on conclut que E (k) n’est pas Zariski dense
dans E .

De l’autre côté, si E (k) 6= E alors il existe un ensemble fini I ⊆ B et S1, ..., Sl, des
diviseurs horizontaux tels que :

E (k) ⊆ (
⋃

t∈I

Et) ∪ S1 ∪ ... ∪ Sl.

Les fibres Et sont des courbes verticales dans E qui ne s’intersectent pas, donc si t /∈ I
alors

Et(k) ⊆ S1,t(k) ∪ ... ∪ Sl,t(k).

Ce qui implique rang (Et(k)) = rt = 0.
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Chapitre 2

Augmentation du rang

2.1 L’algorithme de Néron

Dans [35] Néron construit un exemple d’une famille de courbes elliptiques définies sur
Q dont le rang du groupe de Mordell-Weil E(Q(T )) est au moins 11. C’était le record à
l’époque (en ce moment le record est de 19 pour une famille définie sur Q et de 28 pour une
courbe définie sur Q – les deux dûs à Elkies [10], [11]). Plus tard Shioda dans [48] clarifie
les idées de Néron en remarquant que son exemple fournissait un algorithme pour trouver
plusieurs familles avec un rang au moins 11. La construction se fait de la façon suivante.

Soient F et G deux cubiques dans P2 telles que les points p1, ..., p9 ∈ V (F ) ∩ V (G) sont
distincts et en position générale (pas trois dans une droite ni six dans une conique). Soit
π : E → B = P1 la surface elliptique rationnelle obtenue par l’éclatement de IF + IG avec
section neutre donnée par la courbe exceptionnelle au dessus de p1. Ses fibres sont données
par tF (x, y, z)+uG(x, y, z). Puisque les points éclatés sont distincts et en position générale,
E n’a pas de fibres réductibles. Son rang de Mordell-Weil est donc huit sur k̄ ou sur k à
condition que les points pi soient k-rationnels.

Soit Li, i = 1, 2, 3 une droite dans P2 passant par le point pi et tangente à F . Soit ιi : L′
i →֒ E

sa transformée stricte. La composition de l’inclusion ιi avec la projection π donne un mor-
phisme de degré deux φi : L′

i → B.

La surface obtenue par le changement de base E ×B L′
1 a une nouvelle section donnée

par L′
1 → E ×B L′

1. Nous pouvons faire encore deux changements de base et obtenir
E ×BL′

1×BL′
2×B L′

3. Shioda démontre, via la théorie des hauteurs, que les nouvelles sections
sont indépendantes des anciennes. Si les trois droites sont concourantes alors L′

1×B L′
2×B L′

3

est une courbe de genre un. Elle a huit points Q- rationnels, mais ceci n’est pas suffisant pour
garantir l’existence d’une infinité de tels points. Shioda et d’autres ont produit beaucoup
d’exemples où rang(L′

1 ×B L′
2 ×B L′

3) ≥ 1.

Remarque 2.1.1.
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On pourrait considérer encore d’autres changements de base en prennant des droites
passant par les autres pi, i ≥ 4, mais la courbe de base de la nouvelle surface aurait un genre
au moins égal à 2 (et donc, par Mordell-Faltings, un nombre fini de points Q- rationnels).

L’idée principale de ce chapitre est de généraliser une telle construction pour plusieurs classes
de surfaces rationnelles munies d’une section définie sur k. Pour cela nous considérons sa
représentation comme l’éclatement de 9 points dans P2 – cette fois non nécessairement en
position générale .

La démonstration du théorème 0.2.8 sera faite le long de ce chapitre. Elle est divisée, grosso
modo, en deux parties : le lemme 2.2.4 et la proposition 2.2.6 constituent la base, et les
sous-sections qui y suivent fournissent des constructions auxquelles on les appliquera. Le
théorème est démontré d’abord pour les surfaces dont un modèle k-minimal est P2, dans les
sections 2.2 et 2.3. Les sections suivantes, 2.4.2–2.4.4, donnent les constructions necéssaires
pour la démonstration de ce théorème dans le cas des surfaces k-rationnelles. Les construc-
tions dans le cas de surfaces k-irrationnelles seront données dans les sous-sections 2.5.3 et
2.5.4.

Le théorème 0.2.9 est aussi traité, presque en totalité, dans ce chapitre. Le squelette de
sa démonstration est similaire à celui de la preuve du théorème 0.2.8. Sa démonstration est
contenue dans les sections 2.2, 2.3 et 2.5.4. Elle sera complétée par le lemme 4.2.2, qui traite
le cas des surfaces obtenues à partir de l’éclatement centré en un seul point avec multiplicité
neuf.

Dans la prochaine section nous démontrons le résultat clef –lemme 2.2.4– pour la preuve
des théorèmes.

2.2 Démonstration des théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 avec une hy-

pothèse supplémentaire

Nous démontrerons d’abord une version plus faible des théorèmes 0.2.8 et 0.2.9.

Théorème 2.2.1. [44] Soit π : E → B = P1 une surface elliptique rationnelle, dont un
modèle minimal sur k est isomorphe à P2

k, définie par l’éclatement de 9 points dans P2

dont au moins deux sont distincts et k-rationnels. Il existe un revêtement fini C → B avec
#C(k) = ∞ tel que si E ′ = E ×B C, alors

rang((E ′(k(C)))) ≥ rang(E (k(B))) + 2.

Remarque 2.2.2.

L’hypothèse d’une section définie sur k nous garantit qu’au moins un des points de base
est k-rationnel.
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Démonstration : Soient p1, ..., pr avec 1 ≤ r ≤ 9 les points de base du pinceau qui induit
E . Considérons les pinceaux de droites Li où i = 1, 2 passant par le point pi.

Nous allons montrer que presque tout Li dans Li est tel que sa transformée stricte L′
i

dans E induit une nouvelle section indépendante des anciennes.
Il semble difficile d’utiliser la théorie des hauteurs comme l’a fait Shioda, car nous ne

savons pas quelles sont les contributions des fibres mauvaises. Le critère le plus utile pour
nous est le

Lemme 2.2.3. Une courbe C →֒ E qui n’est pas une section ni une composante d’une fibre
induit une section indépendante des anciennes sections dans le produit fibré E ×B C si et
seulement si pour toute section C0 →֒ E et tout n ∈ N, la courbe C n’est pas une composante
de [n]−1(C0).

Le prochain lemme nous garantira que si C appartient à une famille algébrique alors il
suffit de vérifier ceci pour un n borné et pour un nombre fini de sections.

Lemme 2.2.4. Soit E → B une surface elliptique. Soit C une famille algébrique non
constante de courbes dans E non contenues dans une fibre. Il existe n0(C ) ∈ N et un sous-
ensemble fini Σ0(C ) ⊂ Sec(E ) tels que si C ∈ C alors la nouvelle section σC est dépendante
des anciennes si, et seulement si, [n]σC ∈ Σ0 pour un n ≤ n0.

Démonstration : Supposons [n]C = C0 avec C0 une section.
La démonstration se divise en deux parties :
1) Borner n supérieurement par la théorie de Kummer.
2) Pour n fixé, montrer que l’ensemble des sections dans une même classe numérique est

fini par la théorie des hauteurs de Néron-Tate.
1) Borne pour n : On définit le degré d’une courbe dans E par l’intersection avec une

fibre :
deg(C) = C.F

Si C0 est une section on a deg(C0) = C0.F = 1. L’application [n] n’est pas un morphisme
défini sur toute la surface, mais dans un ouvert U ⊆ E qui exclut les points singuliers
des fibres. Puisque les sections n’intersectent pas les fibres dans des points singuliers, elles
appartiennent à l’ouvert U . Ceci nous permet d’écrire :

deg([n]−1C0) = [n]−1C0.F = n2(C0.F ) = n2.

Donc, limn→∞ deg[n]−1(C0) = ∞.
Notons K = k(B). La théorie de Kummer (voir section 1.3.5) implique que si P0 ∈ E(K)

correspond à la section C0 alors

[K(
1

n
P0) : K] ≥ n2

r
,

où r est une constante qui dépend que de E et de K.
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Puisque nous avons supposé que [n]C = C0 on en déduit que

deg(C) ≥ n2

r
.

Le degré de C étant fixé donne une borne pour n.
2) La classe numérique d’une section :
On sait maintenant qu’il existe une section C0 et n ≤ n0 tel que [n]C = C0.
Fixons C1, ..., Cr générateurs du groupe de Mordell-Weil.
Puisque n est fixé, la multiplicité d’intersection [n]C.Ci est fixée aussi, disons égale à ni,

et ne dépend que de la classe numérique de C, de même pour l’intersection de [n]C avec la
section neutre et les composantes des fibres. L’ensemble

Σ0 = {C0 section |C0.Ci = ni; i = 1, ..., r, (C0O) = m0 et (C0Θi) = li}
est fini puisqu’il s’agit d’un ensemble de points avec hauteur de Néron-Tate bornée, donc

il n’y a qu’un nombre fini de sections C0 telles que C ⊂ [n]−1C0.

Remarque 2.2.5. Il suit de la démonstration précédente que, dans l’enoncé du lemme
2.2.4, on peut prendre plus généralement pour C une classe numérique d’un diviseur D non
contenu dans une fibre.

Le lemme implique la proposition suivante :

Proposition 2.2.6. Soit E → B une surface elliptique définie sur un corps de nombres k
et L un pinceau de courbes dans E définies sur k, qui ne sont pas des composantes de fibres
ni des sections. Alors pour presque tout L ∈ L , le morphisme L → E ′ = E ×B L induit une
section dans E ′ indépendante des sections de E . En particulier, le rang générique de E ′ sur
k est strictement supérieur à celui de E .

suite de la preuve du théorème : Cette proposition implique qu’il existe un sous-
ensemble fini Φi ⊂ L ′

i tel que si Li ∈ Li − Φi alors la surface donnée par le chan-
gement de base E ×B Li est de rang strictement supérieur au rang de E . Donc pour
(L1, L2) ∈ L1 ×L2 − (Φ1 ×L1 ∪L2 ×Φ2) les deux nouvelles sections dans E ×B L′

1 ×B L′
2

sont indépendantes des anciennes et indépendantes entre elles.

Démonstration du Corollaire 0.2.10 : La section 2.6 nous donne une construction de
L1 et L2 telle que le produit fibré L′

1 ×B L′
2 est une courbe elliptique dont le rang sur k est

strictement positif pour presque tout Li ∈ Li.
Le corollaire suit d’une deuxième application du théorème de spécialisation de Silverman.

2.3 Action du groupe de Galois sur les points de base

Si un seul des points de base p1 est k-rationnel nous ne pouvons pas garantir que le
pinceau de droites L2 par p2 6= p1 sera défini sur k. Pour démontrer les théorèmes sans
l’hypothèse sur les points de base nous allons
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– considérer un seul pinceau de droites comme dans la section précédente (un des points
de base est k-rationnel)

– démontrer (voir lemme 4.2.2) que nous pouvons supposer que la surface est obtenue à
partir de l’éclatement d’au moins deux points distincts.

– considérer l’action du groupe de Galois Gal(k̄|k) sur les points de base pour construire
un pinceau de courbes rationnelles définies sur k passant par les points de base.

Puisque nous supposons, pour le moment, que le morphisme E → P2 est k-birationnel,
les points de base sont invariants par l’action de Gal(k̄|k). Nous allons analyser toutes les
configurations possibles des orbites et construire, dans chaque cas, un pinceau de courbes
rationnelles définies sur k munies d’un morphisme de degré deux vers B.

Il y a toujours une orbite O1 avec un seul point (le point k-rationnel). Nous donnerons
la classification selon la plus petite orbite O2 différente de O1.

Regardons d’abord quelles sont les conditions que nous devrons imposer sur nos construc-
tions pour obtenir les courbes des énoncés des théorèmes 0.2.8 et 0.2.9. La courbe C sera
construite à partir du produit fibré au dessus de B de deux courbes C1 et C2 dans la surface.
Elle doit satisfaire :

i) g(C1 ×B C2) ≤ 1
ii) #(C1 ×B C2)(k) = ∞
iii) Pour garantir que C induit des sections indépendantes il faut que C1 et C2 appar-

tiennent à des pinceaux non constants différents.
Soit di le degré du morphisme fi : Ci → B. Supposons que (d1, d2) = 1 ou que d1 =

d2 = 2. Par la formule de Hurwitz, le produit fibré C1 ×B C2 satisfait

2g(C1 ×B C2) − 2 = di(2g(Cj) − 2) + deg(R)

Nous donnerons maintenant des conditions suffisantes pour que g(C1 ×B C2) ≤ 1.

Lemme 2.3.1. Soient C1 et C2 des courbes projectives lisses munies des morphismes vers
une courbe B de genre zéro, ϕi : Ci → B. Supposons que les courbes satisfont l’une des
conditions suivantes :

h1) C1 et C2 sont rationnelles et d1 = d2 = 2,
h2) C1 et C2 rationnelles avec d1 = 2, d2 = 3 et R(f1) ∩ R(f2) 6= ∅,

Alors g(C1 ×B C2) ≤ 1.

Démonstration : Il s’agit d’une application de la formule de Hurwitz. Voici le cas h1) :
Si d1 = d2 = 2, alors deg(R1) = deg(R2) = 2 ; la formule de Hurwitz appliquée à la

courbe C1 ×B C2 :

2g(C1 ×B C2) − 2 ≤ 2(2g(C1) − 2) + 2deg(R(f2))

puisque g(Ci) = 0 et di = 2 on a deg(R(fi)) = 2, i = 1, 2 et donc

g(C1 ×B C2) ≤ 1.
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Considèrons maintenant une courbe plane D de degré d. Par [17, V. Example 3.9.3] nous
devons avoir

0 = g(D) ≤ (d − 1)(d − 2)

2
−

∑

Q

mQ(mQ − 1)

2

où mQ est la multiplicité de Q et la somme est faite sur tous les points singuliers Q de D.
Si C est une courbe dans E qui n’est pas une section, alors l’image de C par un morphisme

birationnel q : E → P2 est une courbe plane D. Le degré de ϕ : C → B doit satisfaire :

deg(ϕ : C → B) = 3d −
∑

m(pi) = 2

où d est le degré de la courbe plane D.
Nous montrerons dans la section 2.6 comment construire les courbes de façon à satisfaire

ii).
Pour respecter iii) :
Soit s ∈ H0(P2,O(d)). Notons mpi

(s) = mi la multiplicité de s par le point pi. alors
l’espace L = {s ∈ H0(P2,O(d));mpi

(s) ≥ mi} a pour dimension

dim(L ) ≥ dimH0(P2,O(d)) −
∑ mi(mi + 1)

2
=

(d + 1)(d + 2)

2
−

∑ mi(mi + 1)

2

Donc, pour que L contienne un pinceau nous devons avoir

(d − 1)(d − 2)

2
−

∑ mi(mi + 1)

2
≥ 2.

Le lemme classique suivant (cf [16, 1.4.15]) sera souvent utilisé le long du texte. Il dé-
montre, en particulier, que si L est un pinceau de courbes passant par les points p1, ..., pm =
∪i≤mOi, où Oi sont des orbites par l’action de Gal(k̄|k) alors il existe M et N générateurs
de L définis sur k. En particulier il y a une infinité de courbes dans L définies sur k. Ceci
nous permettra de choisir des courbes définies sur k pour effectuer le changement de base.

Lemme 2.3.2. Soit X une variété lisse définie sur k et D ∈ Div(X). Si X̄ = X ×k k̄ et
D̄ ∈ Div(X̄). Alors

H0(X̄,O(D̄)) = H0(X,D) ×k k̄

Nous donnerons la démonstration du théorème dans les deux premiers cas en détail. Les
autres cas sont analogues.

I) La plus petite orbite a deux points : Soit p1 le point de base k-rationnel (on sait qu’il
existe au moins un). Soit L1 le pinceau de droites passant par ce point. L’ensemble M2 des
coniques passant par les trois points de O1 ∪ O2 est un espace projectif de dimension 2. Si
C est une conique de cet espace et C ′ est sa transformée stricte dans E , alors le morphisme
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φ′
C : C ′ → B est de degré 3. Si φL′

1
et φC′ n’ont pas de ramification en commun, le produit

fibré L′
1 ×B C ′ est une courbe dont le genre satisfait

2g(L′
1 ×B C ′) − 2 = 3(g(C ′) − 2) + deg(R) ⇒ g(L′

1 ×B C ′) = 2

Par contre, si φL′

1
et φC′ ont de la ramification en commun, alors deg(R) = 3.2 = 6 et le

genre g(L′
1 ×B C ′) égale à un.

Soient t0 ∈ B(k) un point de ramification du morphisme φL′

1
(on peut choisir L1 de façon

que t0 ∈ B(k)), D la cubique du pinceau qui induit E au dessus de t0. Notons maintenant
que le sous-espace L2 = {C ∈ M2; (C.D)p1

≥ 2} ⊆ M2 est un espace projectif de dimension
1, ses éléments constituent donc un pinceau de coniques passant par les points de O1 ∪ O2.
En effet, considérons une cubique D et un point p, nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, que p = (0 : 0 : 1). L’équation (affine) de D s’écrit sous la forme :

f(x, y) = F (x, y, 1) = y3f0(x) + y2f1(x) + yf2(x) + f3(x).

La droite tangente à D en p est donnée par

yf2(0) + xf3(0) = 0.

Soit C une conique passant par p. Son équation (affine) est donnée par :

g(x, y) = G(x, y, 1) = y2g0(x) + yg1(x) + xg2(x).

La droite tangente à C en p est donnée par

yg1(0) + xg2(0) = 0.

Les deux courbes satisfont (C.D)p ≥ 2 si et seulement si elles ont la même droite tangente
en p, i.e si et seulement si

f2(0)g2(0) = f3(0)g1(0).

L’équation précédente représente une condition linéaire sur les coefficients de C.
De plus, si C ∈ L2, alors φC′ se ramifie au dessus de t0 ayant donc une ramification en

commun avec φL′

1
. Ce qui garantit que g(C ′ ×B L′

1) ≤ 1.
Le pinceau de tranformées strictes L ′

2 satisfait aussi le lemme 2.2.4. Donc il existe deux
ensembles finis Φ1 et Φ2 tels que si (L′

1, L
′
2) appartiennent à L ′

1×L ′
2\(Φ1×L ′

2∪L ′
1×Φ2)

alors la surface E ×B L′
1 ×B L′

2 a un rang générique supérieur ou égal au rang générique de
E plus deux.

Pour démontrer le corollaire il faut vérifier que rang(L′
1 ×L′

2) ≥ 1. Nous vérifierons ceci
dans la section 2.6. Dans ce cas φL′

1
et φC′ ont des points de ramification en commun, mais

leurs lieux de ramification ne coïncident pas (deg(R)φL′

1

= 2 et deg(R)φC′
=4).

II) La plus petite orbite a trois points : Considérons L2 le pinceau de coniques pas-
sant par les quatre points de O1 ∪ O2. Le membre générique de L2 est défini sur k et la
transformée stricte de tout membre satisfait les conditions i)–iii).
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Le lemme 2.2.4 s’applique pour L ′
2, le pinceau de tranformées strictes. Donc il existe un

ensemble fini Φ2 tel que pour toute conique L2 dans L2 −Φ2 le changement de base donné
par E ×B L′

2 a une nouvelle section qui induit une augmentation du rang. De même, pour
tout couple (L′

1, L
′
2) ∈ L1×L2− (Φ1×L2∪L2×Φ2) le changement de base E ×B L′

1×B L′
2

a deux nouvelles sections indépendantes des anciennes et indépendantes entre elles.

III) La plus petite orbite a quatre points : Nous allons considérer L2 le pinceau de
coniques passant par les quatre points de O2, la démonstration est identique à la précédente.

IV) La plus petite orbite a cinq points : Soit L2 la famille de cubiques passant par
les six points de O1 ∪ O2 avec une singularité dans O0. Les courbes L′

2 dans le pinceau de
transformées strictes L ′

2 sont des courbes rationnelles telles que deg(φL′

2
) = 2. Le produit

fibré L′
1 ×B L′

2 satisfait les résultats de 2.6. Le lemme 2.2.4 s’applique aussi.

V) La plus petite orbite a six points : Considérons L2 les quintiques singulières dans les
six points de O2 passant par le point k- rationnel de O1. Puisque dim(H0(P2,O(5))) = 21,
les quintiques dans P2 forment un P20. Nous avons imposé 19 conditions donc L2 est un
pinceau de quintiques. Ces courbes sont rationnelles de genre g ≤ 6 − 6 = 0. Le degré de
φL′

2
égal à 5.3 − 6.2 − 1 = 2.

VI) La plus petite orbite a sept points : Nous prendrons L2, l’espace des quartiques
passant par les sept points de O2 avec une singularité double en P1, le point k-rationnel de
O1. Ceci donne un espace projectif de dimension 1 (dim(H0(P2,O(4))) = 15 et les conditions
sont au nombre de 7+6=13). Le degré du morphisme φL′

2
est égal à 4.3 − 7 − 3 = 2.

VII) La plus petite orbite a huit points : Une famille de courbes rationnelles défi-
nies sur k par ces 8 points et telle que le degré de φL′

2
égal à 2 sera donnée par des courbes

très singulières. Nous allons considérer les courbes de degré 17 satisfaisant les conditions :
– Les huit points de O2 sont singuliers avec multiplicité six.
– Le point dans O1 appartient aux courbes, mais il est non singulier.

La première condition donne 8.(6.7)/2 =168 conditions, la seconde en donne une seule.
Puisque dim(H0(P2,O(17))) = 171 l’ensemble L2 qui satisfait ces conditions est un pinceau.
Les courbes dans L2 ont pour genre géométrique g ≤ 120 − 8.(6.5/2) = 0. Le degré du
morphisme vers B est 17.3 − 8.6 − 1 = 2.

2.4 Pinceaux de courbes rationnelles dans les surfaces de del

Pezzo

Si P2
k n’est pas un modèle k-minimal de E , les points du centre du morphisme birationnel

E → P2 ne sont pas nécessairement invariants par l’action du groupe de Galois Gal(k̄|k).
Nous ne pouvons pas nous servir des constructions données dans la section précédente.
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Cette section apporte des constructions similaires dans le modèle minimal de E (iso-
morphe à une surface de del Pezzo ou à un fibré en coniques par la sous-section 1.3.1).

2.4.1 Dimension et genre de courbes dans les surfaces de del Pezzo

Soit S une surface de del Pezzo de degré d. Si son groupe de Picard sur k est isomorphe
à Z.ω−1

S , il est très naturel considérer H0(S, ω⊗−n
S ) pour construire des courbes rationnelles

dans S. Le lemme suivant identifie ces espaces avec des espaces de courbes de degré 3n dans
P2.

Lemme 2.4.1. Soient p1, ..., p9−d les centres de l’application k̄-birationnelle g : S → P2.
Notons mpj

(s) la multiplicité de s par le point pj. Alors il existe un isomorphisme entre
Hn = {s ∈ H0(P2,OP2(3n));mpj

(s) ≥ n, n = 1..., 9 − d} et H0(S, ω−1⊗n
S ). En particulier

dimH0(S, ω⊗−n
S ) ≥ d(n2 + n)

2
+ 1.

Démonstration : Notons d’abord que OP2(3n) = ω⊗−n
P2 . Fixons n = 1 (ce cas est traité

dans [26, IV.24]).
Nous avons g∗(ω−1

P2 ) = ω−1
S ⊗ O(

∑

j=1...,9−d Dj), ou Di est l’image inverse de pi en S.
D’ailleurs g∗ donne un plongement de L1 dans l’espace des sections de H0(S, ω−1

S ⊗O(
∑

Dj))
dont les zéros sont contenus dans

∑

Dj . Puisque l’espace de sections de O(
∑

Dj) est de
dimension un, en divisant par un générateur nous pouvons identifier L1 avec H0(S, ω−1

S ). En
effet, aucune autre section sauf celles qui provienent de L ne sont contenues dans H0(S, ω−1

S ) :
la projection dans P2 du diviseur des zéros d’une telle section doit coïncider avec le diviseur
des zéros d’une section qui provient de L, puisque (Di, ω

−1
S ) = 1, i.e (s = 0) rencontre tous

les Di.
Pour n ≥ 2, par la fonctorialité de l’application g∗, nous pouvons répéter l’argument en

remplacant la phrase ...donne un plongement de L1... dont les zéros sont contenus dans ...
par ...donne un plongement de Ln dans l’espace des sections de H0(S, ω⊗n

S ⊗ On(
∑

Dj))
dont les points de multiplicité au moins n sont contenus dans On(

∑

Di).

Remarque 2.4.2. On peut bien sûr vérifier la formule du lemme 2.4.1 en utilisant la formule
de Riemann-Roch et en vérifiant que hi(ω−n) = 0 pour i = 1, 2 et n ≥ 1. On obtient alors
une égalité.

Proposition 2.4.3. Soient p10−d, ..., p9 des points dans S et L = {s ∈ H0(S, ω⊗−n
S );mpi

(s) =
ni, i = 10 − d, ..., 9}, alors :

i) dim(L ) ≥ d(n2+n)
2 + 1 − ∑

i
n2

i +ni

2 .

ii) Si L ∈ L alors g(L) ≤ d(n2−n)
2 + 1 − ∑ n2

i −ni

2 .
iii) Si L′ est la transformée stricte de L par q alors deg(f : L′ → B) = nd − ∑

ni.

Démonstration : L’égalité i) découle du lemme précédent. Pour obtenir ii) il suffit
d’appliquer la formule d’adjonction : Si L ∈ H0(S, ω⊗−n

S ) alors L est dans la même classe
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numérique que ω−1⊗n
S

2pa(L) − 2 = L(L + ωS) = −nωS(−nωS + ωS) = (n2 − n)d ⇒ pa(L) = d
n2 − n

2
+ 1.

donc si L passe avec multiplicité ni par les points pi, i = 10 − d, ..., 9 alors

g(L̃) ≤ pa(L) −
∑ ni(ni − 1)

2
.

Rappelons que q : E → S est le morphisme k-birationnel donné par l’éclatement de
p10−d, ..., p9. Le degré du morphisme f : L′ → B est donné par l’intersection L′.F où F
est une fibre de π. Cette intersection est donnée par

L′.F = L′.(−ωE ) = (q∗(L) −
∑

niEi).(q
∗(−ωS) −

∑

Ei) = dn −
∑

ni.

Le reste du chapitre est consacré à la recherche de “bons” pinceaux dans les surfaces de
del Pezzo.

2.4.2 Surfaces del Pezzo de degré cinq

Dans cette sous-section un modèle minimal de E sur k est une surface de del Pezzo de
degré cinq. Notons par f : E → S le k-morphisme birationnel et {p1, ..., p4} les centres
du k̄-morphisme birationnel g : S → P2. Le morphisme f se décompose sur k̄ en cinq
transformations monoïdales. Le morphisme q = g ◦ f : E → P2 est la composition de 9
transformations monoïdales. Par [31] (voir la démonstration de la proposition 1.2.2) ces
neuf points sont les points de base d’un pinceau de cubiques dans P2.

Ainsi comme dans la section précédente, nous allons considérer les configurations pos-
sibles des orbites par l’action de Gal(k̄|k) sur les points dans le centre du k-morphisme f .
Avec la méthode utilisée nous donnons des constructions dans le cas où le k-morphisme f
satisfait l’une des deux hypothèses :

i) Les cinq points dans le centre sont distincts.
ii) Au moins deux points dans le centre sont k-rationnels.

Rappelons que l’existence d’une section définie sur k entraîne qu’un des pi est k-rationnel.
Voici une analyse de chaque cas possible.

1) Deux points k-rationnels Soient pi et pj les deux points k-rationnels et Li = {s ∈
H0(S, ω−1

S );mpi
(s) ≥ 1,mpj

(s) ≥ 2}. Par les formules de la sous-section précédente nous
avons :

dim(L) ≥ 5
(1 + 1)

2
+ 1 − 1 − 2(3)

2
= 2,

si Ci ∈ L alors :

g(Ci) ≤ 5
(1 − 1)

2
+ 1 − 2(2 − 1)

2
= 0 et deg(fi : C ′

i → B) = 5 − 2 − 1 = 2.
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Les pinceaux L ′
i des transformées strictes des courbes dans L fournissent donc des

courbes pour deux changements de base indépendantes dans E .

2) Deux orbites à deux points
Notons p5 le point k-rationnel et supposons que {p6, p7}, {p8, p9} sont les deux autres

orbites.
Soient

L1 = {s ∈ H0(S, ω−2
S );mpi

(s) ≥ 3, i = 6, 7;mp8
(s),mp9

(s) ≥ 1}

et
L2 = {s ∈ H0(S, ω−2

S );mpi
(s) ≥ 2, i = 8, 9;mp6

(s),mp7
(s) ≥ 1}.

En applicant les formules de la sous-section précédente nous avons :

dim(Li) = 16−6−6−2 = 2, g(Ci) = 6−3−3 = 0, deg(f : C ′
i → B) = 10−3−3−1−1 = 2.

Si les points sont distincts, l’existence d’une orbite avec trois points entraîne celle de
deux points k-rationnels (traité dans 1).

3) Une orbite à quatre points
Nous prendrons L1 = {s ∈ H0(S, ω−2

S );mp5
(s) ≥ 4,mpi

(s) ≥ 1, i = 6, ..., 9} et L2 =
{s ∈ H0(S, ω−10

S );mp5
(s) ≥ 4,mpi

(s) ≥ 11}.

dim(L1) = 16 − 10 − 4 = 2, g(C1) = 6 − 6 = 0, deg(f : C ′
1,→ D) = 10 − 4 − 4 = 2

dim(L2) = 5(110)/2 + 1 − 10 − 4(66) = 2

Les pinceaux L ′
i donnés par les transformées strictes des courbes dans Li fournissent deux

changements de base indépendants.

Remarque 2.4.4.

Si les pi’s ne sont pas distincts et seulement un parmi eux est k-rationnel, notre méthode
n’aboutit pas. Il n’existe pas un pinceau de courbes rationnelles définies sur k munies d’un
morphisme de degré deux vers la courbe de base B.

En effet, l’existence d’un tel pinceau est traduite par l’une des paires d’équations sui-
vantes :

5n2 − n2
1 − 3n2

2 = 0 et 5n − n1 − 3n2 = 2

ou
5n2 − n2

1 − 2n2
2 = 0 et 5n − n1 − 2n2 = 2

Ces systèmes n’ont pas des solutions dans Z.
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2.4.3 Surfaces de del Pezzo de degré six

Dans cette sous-section un modèle minimal de la surface elliptique E est une surface de
del Pezzo de degré six dont le groupe de Picard sur k est isomorphe à Z. Nous conservons
notations de la sous-section précédente. La seule modification concerne les centres du mor-
phisme g (donné par la composition de trois applications monoïdales) qui sera donné par
{p1, p2, p3}. Le centre du k-morphisme f : E → S sera donné par {p4, ..., p9}, des points
pas nécessairement distincts. La méthode utilisée nous fournira des constructions si le k-
morphisme f satisfait l’une des deux hypothèses :

i) Les points dans le centre du k-morphisme birationnel f : E → S sont différents.
ii) Au moins trois points dans le centre sont k-rationnels.
Voici les configurations possibles des orbites des points {p4, ..., p9} dans S par l’action

de Gal(k̄|k).

1) Au moins trois points k-rationnels : Notons p4, p5 et p6 les trois points k-rationnels.
Ce cas est similaire au cas où le modèle minimal est une surface de del Pezzo de degré cinq
et il y a deux points de base k-rationnels. Les pinceaux sont les suivants :

L1 = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp4

(s),mp5
(s) ≥ 1, mp6

(s) ≥ 2},

L2 = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp4

(s),mp6
(s) ≥ 1, mp5

(s) ≥ 2}.

2) Six points distincts :
Nous allons traiter le cas où une orbite a cinq points. Les mêmes constructions peuvent

être utilisées dans les autres cas (six points k-rationnels ; deux orbites avec deux points et
deux points k-rationnels ; une orbite avec trois points et une avec deux points ; une orbite
avec quatre points et deux points k-rationnels). Considérons

L1 = {s ∈ H0(S, ω−21
S ),mp4

(s) ≥ 29,mpi
(s) ≥ 19, i = 5, ..., 9}

et
L2 = {s ∈ H0(S, ω−41

S ),mp4
(s) ≥ 29,mpi

(s) ≥ 43, i = 5, ..., 9}.
Soit L ′

i l’espace des transformées strictes des normalisations des courbes dans Li. C’est
un pinceau de courbes rationnelles dans E telles que le degré du morphisme vers B est deux.

Remarque 2.4.5. Si le centre de f contient moins de six points distincts dont au plus
deux sont k-rationnels, notre méthode n’aboutit pas parce qu’il n’est pas possible construire
un pinceau de courbes satisfaisant les hypothèses nécessaires.

Plusieurs configurations sont possibles dans ce cas. Pourtant, il suffit de traiter les deux
suivantes :

i) Deux points k-rationnels et une orbite avec trois points.
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ii) Un point k-rationnel et deux orbites avec deux points.
Dans le premier cas l’existence d’un pinceau de courbes satisfaisant les conditions se

traduit par le couple d’équations suivant :

6n2 − n2
1 − n2

2 − 3n2
3 = 0 , 6n − n1 − n2 − 3n3 = 2

Ce système d’équations n’a pas de solutions modulo 3, et donc pas de solutions dans Z.
De même pour le deuxième cas qui s’exprime via les équations :

6n2 − n2
1 − 2n2

2 − 2n2
3 = 0 , 6n − n1 − 2n2 − 2n3 = 2.

2.4.4 Surfaces de degré huit

Soit E une surface elliptique rationnelle, définie sur un corps de nombres k, dont un
modèle k-minimal S est une surface de degré huit. Par [27, Theorem 3.1.1] nous savons
que Pic(S) ≃ Z ou Z ⊕ Z. Ainsi comme dans la sous section précédente, nous conservons
les notations de 2.4.2. Le k-morphisme birationnel f : E → S est la composition de huit
transformations monoïdales ; son centre sera noté {p2, ..., p9}.

La méthode utilisée fournira des constructions si le k-morphisme f satisfait l’une des
hypothèses suivantes :

i) Les points p2, ..., p9 sont distincts.
ii) Au moins cinq points distincts dans {p2, ..., p9} dont au moins deux sont k-rationnels.
iii) p2 = p3 et les paires {p4, p5}, {p6, p7} et {p8, p9} sont stables par l’action du groupe

de Galois Gal(k̄|k).

1) Huit points distincts : Nous allons donner les constructions dans le cas d’une orbite,
par l’action de Gal(k̄|k), à sept points. La même construction peut être utilisée dans les
autres cas (il y a, probablement, des constructions plus simple dans les autres cas). Nous
rappelons que, puisque la fibration elliptique dans E est munie d’au moins une section définie
sur k, nous pouvons supposer qu’au moins un des pi’s est k-rationnel, p2 par exemple.

Les équations fournies dans la proposition 2.4.3 (et qui sont valables aussi pour les
fibrés en coniques comme nous verrons dans la sous-section 2.5.1) nous donnent les pinceaux
suivants :

L1 = {s ∈ H0(S, ω−8
S );mp2

(s) ≥ 13, mpi
(s) ≥ 7, i = 3, ..., 9}

et
L2 = {s ∈ H0(S, ω−22

S );mp2
(s) ≥ 13, mpi

(s) ≥ 23, i = 3, ..., 9}.

2) Au moins cinq points distincts dont deux sont k-rationnels :
Supposons que p2 et p6 sont k-rationnels et que p2, ..., p6 sont differents. Les pinceaux

considérés sont les suivants :
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L1 = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp2

(s) ≥ 2, mpi
(s) ≥ 1, i = 3, 4, 5, 6}

et

L2 = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp6

(s) ≥ 2, mpi
(s) ≥ 1, i = 2, 3, 4, 5}.

3) Un point k-rationnel et trois orbites à deux points :
Supposons que p2 est k-rationnel et notons O3, O4 et O5 les trois orbites à deux points.

Les pinceaux qui satisfont les conditions sont :

L1 = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp2

(s) ≥ 2,mpi
(s) ≥ 1, pi ∈ O2 ou O3},

L2 = {s ∈ H0(S, ω−1
S ;mp2

(s)) ≥ 2,mpi
(s) ≥ 1, pi ∈ O2 ou O4}.

Remarque 2.4.6. Si les points p2, ..., p5 sont distincts, mais p6, p7, p8 ∈ {p2, ..., p5} notre
méthode n’aboutit pas. On peut vérifier qu’il n’existe pas un pinceau de courbes rationnelles
L satisfaisant les conditions souhaitées. En effet, soit ni la multiplicité d’une courbe de L

dans le point pi, l’existence d’un tel pinceau se traduit par les équations suivantes :

8n2 − n2
2 − n2

3 − n2
4 − n2

5 = 0,

8n − n2 − n3 − n4 − n5 = 2.

En considérant les équations modulo 4, les (n2, n3, n4, n5) doivent être dans l’une des
classes de congruence suivantes :

i) (2, 0, 0, 0),
ii) (2, 2, 2, 0),
iii) (−1,−1,−1, 1) ou
iv) (1, 1, 1,−1).
En substituant chacune des possibilités dans les équations en haut nous obtenons une

contradiction. Voici celle qui correspond à i) :

En substituant dans la première équation :

8n2 − (4k2 + 2)2 − (4k3)
2 − (4k4)

2 − (4k5)
2 = 0,

en divisant par 4 :
2n2 − 4k2

2 − 4k2 − 1 − 4k2
3 − 4k2

4 − 4k2
5 = 0.

Cette dernière équation n’a pas de solution modulo 2.
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Le même type d’argument s’applique aux autres cas.
La méthode n’aboutit non plus si le centre de f contient moins de huit point dont un

seul est k-rationnel et il y a moins de quatre orbites distinctes par l’action du groupe de
Galois Gal(k̄|k).

Dans ce cas, il existe plusieurs configurations possibles (n2, n3, n4), où ni est la multipli-
cité des points dans l’orbite Oi, mais il suffit d’en analyser trois.

i) (1, 3, 3),
ii) (1, 2, 2) et
iii) (1, 2, 3).
Le même type de raisonement utilisé dans les deux cas précédents montre qu’il n’existe

pas deux pinceaux de courbes rationnelles dans S satisfaisant les proprietés souhaitées.

2.4.5 Démonstration du théorème 0.2.3

Nous donnerons ici la démonstration du théorème 0.2.3 dans le cas des surfaces k-
rationnelles. La suite sera donnée dans la sous-section 2.5.2. Pour cela, nous réaliserons
des constructions de pinceaux de courbes rationnelles dans un modèle k-minimal S de la
surface, qui dans ce cas peut être une surface de del Pezzo de degré cinq, six ou huit, P2 ou
un fibré en coniques de degré huit. Le cas où un modèle k-minimal de la surface est P2 a
déjà été traité, ainsi que certains cas où un modèle est une surface de del Pezzo.

Les constructions sont plus simples que celles nécessaires pour la démonstration des
théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 parce que le degré du morphisme d’une courbe du pinceau vers la
courbe de base B de la fibration n’est pas une contrainte pour nous.

Si S est un fibré en coniques, alors la famille de coniques dans S induit une famille de
courbes rationnelles dans la surface elliptique E . Une application de la proposition 2.2.6 à
cette dernière famille garantit que presque toute courbe induit une nouvelle section indé-
pendante des anciennes.

Supposons maintenant que S est une surface de del Pezzo.
Nous rappelons que l’existence d’une section définie sur k nous garantit que l’un des

points éclatés, dans tout modèle k-minimal, est k-rationnel. Notons p ce point.
Les diviseurs des sections dans H0(S, ω−1

S ) sont des courbes de genre arithmétique un.
Cet espace a dimension six si S est une surface de del Pezzo de degré cinq, sept si S a degré
six, et neuf si le degré est huit. Donc, dans ces trois cas, le sous-espace donné par

M = {s ∈ H0(S, ω−1
S );mp(s) ≥ 2}

est de dimension au moins trois.
Il est composé de courbes rationnelles. Il contient donc une infinité de pinceaux de

courbes rationnelles. Soit L un de ces pinceaux et L ′ le pinceau de transformées strictes,
dans E , des normalisations de courbes dans L .

Par la proposition 2.2.6 presque toute courbe C dans L ′ induit une nouvelle section dans
E ×B C → C indépendante des sections provenant de E → B. Ceci suffit pour démontrer le
théorème pour les surfaces k-rationnelles.
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2.4.6 Démonstration du théorème 0.2.19

Soient E → B une surface elliptique satisfaisant les hypothèses du théorème 0.2.8 ou
0.2.9 et D une courbe rationnelle définie sur k munie d’un morphisme de degré deux

ϕD : D → B.

Notons E ′ = E ×B D. Puisque les sections de E → B induisent naturellement des sections
dans le pull back E ′, nous avons :

rang(E ′(k(D))) = rang(E (k(B))) + rD

où rD est un entier positif.

Proposition 2.4.7. Soit E → B comme dans le paragraphe précédent. Alors il existe un
pinceau de courbes rationnelles L dans E dont le membre générique est défini sur k et
presque toute courbe i : C →֒ E est munie du morphisme fini ϕC = π ◦ i : C → B tel que

#(C ×B D)(k) = ∞.

Démonstration : Puisque E satisfait les hypothèses d’un des théorèmes 0.2.8 ou 0.2.9,
il existe deux pinceaux distincts L1 et L2, de courbes rationnelles définies sur k dans E

tels que si C ∈ Li, pour i = 1 ou 2, la composition de l’inclusion i : C →֒ B et la fibration
π : E → B est de degré deux (sauf un cas particulier décrit ci-dessus où elle est de degré
trois).

Puisque les pinceaux sont distincts la courbe D n’est pas dans l’un des Li, disons L1.
Alors le pinceau L1 = {Cu} induit une fibration en courbes elliptiques L ′

1 (de la forme
Cu ×B D) dans surface E ′ = E ×B D, transverse aux fibres de E ′ → D.

Il nous reste montrer que #(Cu ×B D)(k) = ∞ pour une infinité de u.
Si la courbe D est dans la surface alors ceci suit des constructions dans la sous-section

2.6. Sinon, pour chaque u ∈ P1 on a une extension quadratique Lu|k(u) telle que Cu ×B D
a au moins deux couples de points Lu-rationnels conjugués par l’action du groupe de Galois
Gal(Lu|k(u)). Soit Q1(u), Q2(u) un des deux couples, alors Q(u) = Q1(u) + Q2(u) est un
point k(u)-rationnel dans Cu ×B D. Si c’est un point d’ordre infini nous n’avons rien de plus
à démontrer. Sinon, considérons les deux cas suivants :

i) r + rD = 0,
ii) r + rD > 0.
Dans le premier cas on sait, par les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9, qu’il existe une infinité

de fibres de E → B dont le rang du groupe de Mordell-Weil est au moins deux. Puisque
E ×B D domine E , le même est valable pour les fibres de E ×B D → D. Le lemme 1.3.15
implique que l’ensemble de points k-rationnels de E ×B D est Zariski dense. Une deuxième
application de ce lemme implique que

#{u; rang ((Cu ×B D)(k)) > 0} = ∞.
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Dans le cas ii) les courbes Ct×B D donnent une fibration elliptique dans E ×B D. Puisque
r + rD > 0, les points k-rationnels dans E ×B D constitue un ensemble Zariski dense. Le
lemme 1.3.15 implique que

#{t; rang ((Ct ×B D)(k)) > 0} = ∞.

Soit L ′ = {C ′ = C ×B D;C ∈ L } le pinceau induit par L dans le pull back E ′. La
proposition 2.2.6 appliquée à la surface E ′ et au pinceau L ′ implique qu’il y a une infinité
de courbes C ′ ∈ L ′ qui induisent une nouvelle section dans E ′ ×D C ′ indépendante des
anciennes sections de E ′. Nous avons donc

rang(E ′ ×D C ′(k(C ′))) ≥ rang(E ′(k(D))) + 1 = rang(E (k(B))) + rD + 1.

2.5 Surfaces elliptiques rationnelles avec k(E ) 6= k(P2)

Soit E → B une surface elliptique rationnelle définie sur un corps de nombres k.
Alors k̄(P2) ≃ k̄(E ), mais nous n’avons pas forcément k(P2) ≃ k(E ). Les surfaces qui
ne satisfont pas le dernier isomorphisme sont appelées surfaces k-irrationnelles ou non k-
birationnellement triviales. Ses modèles minimaux possibles ont été décrits dans la sous-
section 1.3.1. Ils sont :

– Les surfaces de del Pezzo X de degré ≤ 4 avec PicX ≃ Z.
– Les fibrés en coniques X → C de degré d < 4 tels que PicX ≃ Z ⊕ Z.

Si un modèle k-minimal est un fibré en coniques X → C avec (ωX .ωX) = d alors
1 ≤ d ≤ 4. En effet, d ≥ 1 puisque 10 − d = rang (Pic(X|k̄)) < rang (Pic(E )) = 10. De
l’autre côté si X est k-minimale il suit du [27, Thm. 3.1.1] que d ≤ 4.

Puisque dans ce cas ΩX n’est pas ample nous n’avons pas la même formule pour calculer
dim H0(X,ω−n

X ) que pour les surfaces de del Pezzo.
Nous allons montrer que si le modèle minimal n’est pas de degré ωX

2 = 1 alors l’ensemble
{t ∈ B(k); rang (Et(k)) ≥ rang (E (k(B))) + 1} est infini. Pour cela il suffit de démontrer
que la surface a un pinceau de courbes rationnelles génériquement défini sur k.

Finalement nous allons montrer que si, de plus, le morphisme k-birationnel E → X est
donné par l’éclatement de neuf points distincts, ou si le modèle minimal est une surface de
del Pezzo de degré quatre, alors

{t ∈ B(k); rang (Et(k)) ≥ rang (E (k(B))) + 2}.

Ce dernier résultat suivra de la possibilité de construire deux pinceaux distincts de
courbes rationnelles génériquement définis sur k munies d’un morphisme de degré deux vers
la courbe de base B.
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Théorème 2.5.1. Soit E → B une surface elliptique k-irrationnelle telle que son modèle
minimal sur k n’est pas une surface de del Pezzo de degré un. Alors il existe un revêtement
fini C → B, avec C une courbe rationnelle, tel que si E ′ = E ×B C alors

rang (E ′(k(C))) ≥ rang (E (k(B))) + 1.

Nous allons considérer les modèles minimaux possibles et, dans chaque cas, nous allons
construire une famille non constante de revêtements finis Ct → B. Le lemme 2.2.4 appliqué
à ces constructions impliquera le théorème ci-dessus.

2.5.1 Dimension et genre de courbes dans les fibrés en coniques

Dans cette sous-section nous présentons, pour les fibrés en coniques, des résultats simi-
laires à ceux presentés dans la sous-section 2.4.3 pour les surfaces de del Pezzo. Puisque
dans une surface k-minimale munie d’un fibration en coniques, f : X → C, le groupe de
Picard est Pic(X) ≃ Z.ωX ⊕ f∗Pic(C), nous avons a priori plus de liberté pour construire
des courbes de genre fixé définies sur k dans ces surfaces que dans les surfaces de del Pezzo
minimales (leur groupe de Picard a rang un).

Le résultat suivant a été demontré par Tsfasman dans [52] (voir aussi [27]).

Théorème 2.5.2 (Tsfasman). Soit X une surface de degré d munie d’un fibration en co-
niques f : X → C sur un corps algébriquement clos. Fixons r = 8 − d. Alors N = Pic(X̄)
a une base libre (l−1, l0, ..., lr) telle que

(l−1, l−1) = (l0, l0) = 0, (l−1, l0) = 1,

(l−1, li) = (l0, li) = 0 pour i ≥ 1, (li, li) = −1 et (li, lj) = 0, i, j ≥ 1, i 6= j et

KX = −2l−1 − 2l0 +

r
∑

i=1

li.

Par le théorème précédent, si D est une fibre de f : X → C alors

(2.1) −KX .D = 2.

Soit E une surface elliptique dont X est un modèle k-minimal. Soient D comme dans le
paragraphe précédent, D′ sa transformée stricte dans E et F une fibre de E → B = P1. Par
2.1

D′.F = 2,

ce qui implique que la fibration en coniques de X induit un pinceau de courbes ration-
nelles L dans E tel que, pour chaque courbe C de L , le morphisme C →֒ E → B ≃ P1

est de degré deux. Ces courbes seront utilisées pour démontrer les théorèmes 0.2.3, 0.2.8 et
0.2.9.
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Pour démontrer les théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 nous avons besoin d’un deuxième pinceau
de courbes rationnelles munies d’un morphisme de degré deux vers B. Nous avons déjà
considéré le pinceau qui provient de la fibration en coniques. Le prochain pas naturel est de
chercher dans | − nKX | = P(H0(X,ω−n

X )) pour n ∈ N.
Puisque −KX .D = 2 pour D une fibre lisse de f , KX 6= 0 et aucun multiple nKX ne

peut être effectif, d’où

h0(mKX) = 0 pour m ≥ 1 et, par dualité, h2((1 − m)KX) = 0 pour m ≥ 1.

Puisque χ(X) = 1, par Riemann-Roch on a

h0(X,ω−n
X ) = 1 + h1(X,ω−n

X ) +
1

2
(ω−n

X .ω−n
X − ω−n

X ωX) ≥ 1 +
d(n2 + n)

2
.

Le lemme 2.4.3 reste valable puisque le diviseur canonique a la même auto-intersection
et nous considérons que de courbes dans | − nKX | dans l’énoncé du lemme. Ceci garantit
que les mêmes constructions realisées dans | −nKX | pour les surfaces de del Pezzo de degré
d restent encore valables pour les fibrés en coniques de degré d.

2.5.2 Constructions

Soient X un modèle minimal de E sur k et ωX le fibré canonique. Soit d = ωX
2 le degré

de X. Si X est un fibré en coniques f : X → P1 alors l’image réciproque du pinceau de
coniques f−1(t), t ∈ P1(k) est un pinceau de courbes rationnelles définies sur k dans E . Pour
démontrer le théorème 0.2.3, il nous reste à traiter le cas où la surface X n’est pas munie
d’un pinceau de coniques défini sur k.

Cas 1) d = 4 : Dans ce cas nous avons un k-morphisme birationnel E → X donné par
l’éclatement de quatre points éventuellement infiniment proches. Puisque le morphisme est
défini sur k, ces points sont invariants par l’action du groupe de Galois Gal(k̄|k). Puisque E

a une section définie sur k au moins un des points éclatés est k-rationnel. Notons p ce point.
Ici, nous n’aurons pas besoin de fournir une construction pour chaque configuration de

points. Il suffit de prendre l’espace suivant

L = {s ∈ H0(X,ω−1
X );mp(s) ≥ 2}

Alors dim(L ) ≥ 2 et tout s ∈ L satisfait pa(s) = 0.
Soit L ′ le pinceau induit par L dans E . Toute courbe de D ∈ L ′ est munie d’un mor-

phisme de degré inférieur ou égal à trois vers B. Le pinceau L ′ satisfait les hypothèses du
lemme 2.2.4.

Cas 2) d = 3 : Ici le k-morphisme E → X est donné par l’éclatement de trois points.
L’espace

L = {s ∈ H0(X,ω⊗−3
X );mp(s) ≥ 5}
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satisfait

dim(L ) ≥ 3
(9 + 3)

2
+ 1 − 5(5 + 1)

2
= 4

et si s ∈ L alors

pa(s) ≤ 3
9 − 3

2
+ 1 − 5(5 − 1)

2
= 0.

Donc L contient une infinité de pinceaux dont l’image réciproque dans E satisfait le lemme
2.2.4.

Cas 3) d = 2 : Ici le k-morphisme E → X est donné par l’éclatement de deux points.
L’espace

L = {s ∈ H0(X,ω−1⊗5
X );mp(s) ≥ 7}

satisfait

dim(L ) ≥ 2
(25 + 5)

2
+ 1 − 7(7 + 1)

2
= 3

et si s ∈ L alors

pa(s) ≤ 2
25 − 5

2
+ 1 − 7(7 − 1)

2
= 0.

Donc L contient une infinité de pinceaux dont l’image réciproque dans E satisfait le lemme
2.2.4.

2.5.3 Surfaces de degré deux ou trois

Nous donnons ici la démonstration du théorème 0.2.8 dans le cas où un modèle k-minimal,
S, de la surface elliptique est une surface de degré deux ou une surface de del Pezzo de degré
trois. Il s’agit de constructions de pinceaux de courbes rationnelles telles que, ainsi comme
dans les sections précédentes, le morphisme de la transformée stricte vers la courbe de base
B, donné par la composition de l’inclusion avec la projection, soit de degré deux. Voici les
constructions :

Surfaces de degré deux : Par hypothèse, le centre du morphisme f : E → S contient
deux points k-rationnels distincts p1 et p2. Les pinceaux considérés seront de la forme :

Li = {s ∈ H0(S, ω−5
S );mpi

(s) > 0 et mpj
(s) ≥ 7, pour i 6= j}.

Si C est une courbe dans un de ces pinceaux et C ′ est sa transformée stricte dans la
surface E alors par la proposition 2.4.3 :

pa(C) ≤ 2(25 − 5)

2
+ 1 − (1 − 1)

2
− (49 − 7)

2
= 0,

deg(ϕ : C → B) = 10 − 1 − 7 = 2.
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On conclut que les pinceaux L1 et L2 satisfont les conditions suffisantes pour démon-
trer le théorème 0.2.8 dans le cas où un modèle k-minimal de E est une surface de degré deux.

Surfaces de degré trois : Par le théorème 1.3.1, S est une surface de del Pezzo de degré
trois. Le centre du morphisme f : E → S contient trois points distincts parmi lesquels au
moins un, disons p1, est k-rationnel et les deux autres, p2 et p3, sont rationnels ou conjugués
sur une extension quadratique. Les pinceaux suivants satisfont les conditions suffisantes pour
démontrer le théorème 0.2.8.

L1 = {s ∈ H0(S, ω−3
S );mp1

(s) ≥ 5 et mp2
(s) = mp3

(s) > 0},
L2 = {s ∈ H0(S, ω−11

S );mp1
(s) ≥ 5 et mp2

(s) = mp3
(s) ≥ 13}.

2.5.4 Surfaces de degré quatre

Nous démontrons ici le théorème 0.2.9. Jusqu’à la fin de cette sous-section un modèle
k-minimal X de la surface elliptique E sera une surface de degré quatre. Il existe donc un
k-morphisme birationnel f : E → X donné par l’éclatement de quatre points invariants par
l’action de Gal(k̄|k).

Pour démontrer le résultat nous construirons deux pinceaux de courbes rationnelles dans
E définies sur k telles que le produit fibré au dessus de B de deux courbes dans des pinceaux
distincts soit une courbe rationnelle ou elliptique avec un rang positif. Puisque nous voulons
construire des courbes définies sur k, nous devrons considérer les configurations des orbites
des points éclatés par l’action de Gal(k̄|k). L’existence d’une section définie sur k implique
qu’au moins un des points éclatés est k-rationnel. Puisque E est donnée (sur k̄) par l’écla-
tement d’au moins sept points distincts, le morphisme k-birationnel f : E → X a au moins
deux et au plus quatre points distincts dans son centre. Voici les configurations possibles :

i) Au moins deux points éclatés sont k-rationnels.
Notons par p1, p2 ces deux points. Dans ce cas, les pinceaux

Li = {s ∈ H0(X,ω−1
X );mpi

(s) ≥ 2}

sont tels que pour toute courbe Ci ∈ Li, si C ′
i est sa transformée stricte dans E nous

avons

(2.2) pa(C
′
i) = 0 et deg(ϕi : Ci → B) = 2

Le raisonnement de la section 2.6 s’appliquera en démontrant que presque tout produit
fibré au dessus de B de deux telles courbes a un rang positif.

ii) La plus petite orbite a deux points.
Notons p1 le point k-rationnel et p2, p3 les deux points dans la même orbite. Nous
allons considérer les pinceaux suivants :

L1 = {s ∈ H0(X,ω−1
X );mp1

(s) ≥ 2},
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L2 = {s ∈ H0(X,ω⊗−3
X );mp1

(s) ≥ 2,mpi
(s) ≥ 4, i = 2, 3}.

Les courbes de ces deux pinceaux satisfont l’équation 2.2.

iii) Une orbite avec trois points.
Dans ce cas nous prendrons L1 comme avant et L2 = {s ∈ H0(X,ω⊗−7

X );mp1
(s) ≥

2,mpi
(s) ≥ 8, i = 2, 3, 4}. Ces deux pinceaux satisfont les hypothèses nécessaires pour

démontrer le théorème, i.e l’équation 2.2.

2.5.5 Surfaces de del Pezzo de degré un

Il n’est pas surprenant que le cas où les uniques modèles k-minimaux d’une surface
elliptique sont des surfaces de del Pezzo de degré un soit le plus difficile à traiter. Beaucoup
moins a été montré sur l’arithmétique de ces surfaces. Par exemple, montrer que S(k) = S
est un problème ouvert pour ces surfaces.

La difficulté de construire des pinceaux de courbes rationnelles définies sur le corps de
base dans les surfaces de del Pezzo de degré un est l’unique obstacle pour démontrer les
théorèmes 0.2.3, 0.2.8 et 0.2.9.

Soit S une surface de del Pezzo de degré un k-minimale munie d’un point k-rationnel
p, à savoir l’unique point de base du pinceau | − ωS |. Soit E la surface elliptique obtenue à
partir de l’éclatement de S dans ce point. Puisque Pic(S) ≃ Z, on a

Pic(E ) ≃ Z2.

Par la formule de Shioda-Tate (voir sous-section 1.3.4) le rang du groupe de Mordell-Weil
E (k(B)) est nul. Puisqu’une surface de del Pezzo de degré un est obtenue, sur k̄, à partir
de l’éclatement de P2 dans huit points distincts et en position générale, le rang du groupe
de Mordell-Weil sur la clôture algébrique est huit.

Nous allons montrer que la réciproque est aussi vraie.

Lemme 2.5.3. Soit E une surface elliptique rationnelle définie sur un corps de nombres
k. Alors E a un modèle k-minimal isomorphe à une surface de del Pezzo de degré un si et
seulement si le rang du groupe de Mordell-Weil de E est huit sur k̄ et nul sur k.

Démonstration : Si le rang du groupe de Mordell-Weil de E sur k̄ est huit alors la
surface n’admet pas de fibres réductibles donc, par la formule de Shioda-Tate, seulement les
sections et une fibre lisse contribuent au groupe de Picard. Puisque le rang du groupe de
Mordell-Weil sur k est zéro et il n’y a pas de fibres réductibles, une autre application de la
formule de Shioda-Tate nous garantit que le rang du groupe de Picard de E sur k est deux
(seulement la section neutre et une fibre lisse contribuent). En contractant la section neutre
nous obtennons une surface de del Pezzo de degré un dont le groupe de Picard sur k a rang
un. Cette surface de del Pezzo est donc minimale.

Par la sous-section 1.3.6, pour montrer

#{t ∈ P1(k); rt ≥ r + 1} = ∞,
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il suffit de montrer que E (k) = E i.e que S(k) = S. Comme on déjà mentionné, ceci est
un problème ouvert pour les surfaces de del Pezzo de degré un.

On sait néanmoins prouver la densité dans quelques cas intéressants (voir [53]), notam-
ment pour les exemples cités en exergue de l’article de Colliot-Thélène [8] :

(2.3) α = βX2 + γY 3 + δZ5

Supposons maintenant k = Q. Dans [53] M. Ulas récrit l’équation 2.3 sous la forme :

(2.4) X2 − Y 3 − f(Z) = 0,

où f(Z) = Z5 + aZ3 + bZ2 + cZ + d. Il montre la densité de Zariski des points Q-rationnels
pour les surfaces Sf décrites par l’équation 2.3 et même pour les surfaces données par 2.4
avec une condition sur (a, b) vérifiée par a = b = 0.

Sa méthode consiste à chercher des courbes rationnelles (dans l’espace affine) rencontrant
en un seul point la surface : si F (X,Y,Z) est l’équation de la surface et (X(T ), Y (T ), Z(T )) =
(T 3 + pT 2 + qT + r, T 2 + sT + u, T ) alors F (X(T ), Y (T,Z(T ))) = f0 + ... + f5T

5 avec
fi = fi(p, q, r, s, u). Les équations f2 = f3 = f4 = f5 = 0 déterminent une courbe elliptique
G(u, s) = 0 (on exprime p, q, r en termes de s, u) et pour chaque solution rationnelle (s, u)
on obtient une courbe Q−rationnelle telle que F (X(T ), Y (T ), Z(T )) = f0(s, u) + Tf1(s, u).
En choisissant T = − f0(s,u)

f1(s,u) on obtient un point Q-rationnel sur S ; si la courbe G(s, u)

possède une infinité de points Q-rationnels on en déduit que Sf (Q) est Zariski-dense. C’est
notamment le cas si f(Z) = Z5 + cZ + d.

Dans [53, Thm 2.1] il donne des conditions suffisantes pour que l’ensemble des points
rationnels dans Sf soit Zariski-dense. Ce qui nous permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.5.4. Soit E une surface elliptique rationnelle définie sur Q dont un modèle
Q-minimal est une surface de del Pezzo S de degré un. Supposons que S = Sf (où Sf est
décrite par l’équation 2.4) et f satisfait l’une de deux hypothèses suivantes :

i) f a des racines multiples sur C,
ii) f n’a pas des racines multiples et l’ensemble des points rationnels de la courbe Ea,b :

Y 2 = X3 + 135(2a − 15)X − 1350(5a + 2b − 26) est infini.
Alors

#{t ∈ P1(Q); rt ≥ r + 1} = ∞.

Démonstration : Il s’agit d’un corollaire de [53, Thm. 2.1] et de la sous-section 1.3.6.

2.6 Points rationnels dans le produit fibré de deux courbes

Après un seul changement de base donné par un revêtement fini ϕC : C → B, nous
pouvons garantir que le rang de la surface E ′ = E ×B C est supérieur ou égal au rang
générique de E plus un. Pour arriver à produire une surface telle que son rang est supérieur
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à celui de E plus deux unités nous aurons besoin d’un deuxième changement de base D → B.
Nous construirons ainsi une surface

E
′′ = E ×B C ×B D → C ′′ = C ×B D.

Cependant, si le genre de C ′′ est supérieur ou égal à deux on aura C(k) fini et nous ne
pourrons pas démontrer les corollaires sur le rang des fibres. Nous souhaitons donc construire
C ′′ telle que g(C ′′) ≤ 1 et, si g(C ′′) = 1, alors #C ′′(k) = ∞. Nous allons maintenant
démontrer que c’est possible.

Théorème 2.6.1. Soit π : E → B une surface elliptique rationnelle définie sur un corps de
nombres k. Soient C une courbe rationnelle lisse définie sur k dans E munie d’un morphisme
C → B de degré deux, et {Du}u∈P1 une famille de courbes rationnelles dans E , lisses et
définies sur k, munies d’un morphisme de degré deux vers B. Si C ∩ Du a un point k-
rationnel, alors pour presque tout u ∈ P1(k) la courbe C ×B Du a une infinité de points
k-rationnels.

Nous traiterons d’abord un cas particulier, celui où C et Du sont des transformées strictes
des droites dans P2.

Soit π : E → B une surface elliptique k-rationelle et soient P1, P2 deux points de base
d’un pinceau de cubiques Γ := {tF (x, y) + G(x, y); t ∈ P1} qui engendre E . Si Li, i = 1, 2
est une droite dans P2 passant par Pi, on notera L′

i sa transformée stricte dans E .

La composition de l’inclusion L′
i → E et de la projection π : E → B donne un mor-

phisme φi : L′
i → B de degré deux. Il se ramifie en deux points ai et bi.

Si φ1 et φ2 ont un point de ramification en commun alors le produit fibré L′
1 ×B L′

2 est
une courbe rationnelle donnée par une équation du type

z2 = y2 − a.

Si les points de ramification de φ1 et φ2 sont distincts nous avons une courbe de genre un
d’équation

z2 = (y2 − a)(y2 − b).

Elle a au moins quatre points k -rationnels. Si l’on prend une famille de droites L2,u passant
par le point P2, le produit fibré L′

1 ×B L′
2,u est une courbe de genre un sur k(u). Elle a au

moins quatre points k(u)-rationnels. On les construira maintenant :
Soit Q(u) = L1 ∩ L2,u. Pour chaque u il existe une unique cubique passant par Q(u),
noton-la Γt(u), dans le pinceau qui induit E . Cette cubique intersecte chaque Li en un
autre point k(u)- rationnel Ri(u). Les points (Q(u), Q(u)), (Q(u), R2(u)), (R1(u), Q(u)) et
(R1(u), R2(u)) sont des points k(u)-rationnels distincts dans le produit fibré. Nous allons
fixer (Q(u), Q(u)) comme origine de la courbe.
L’objectif de cette partie est de démontrer que la courbe elliptique L′

1 ×B L′
2,u a une infinité
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de points rationnels. Pour cela il suffit de démontrer que l’un des quatre points rationnels
en haut est d’ordre infini.

Théorème 2.6.2. Soit A la surface elliptique donnée par la courbe L′
1 ×B L′

2,u de genre
1 sur k(u) en fixant (Q(u), Q(u)) comme origine. Alors l’une des sections induites par
(R1(u), R2(u)), (R1(u), Q(u)), (Q(u), R2(u)) dans A n’est pas de torsion.

étapes de la démonstration :

L’idée principale est de démontrer que deux sections induites par deux des quatre points
k(u)-rationnels en haut se coupent en un point non singulier d’une fibre de A . Ceci suffit
pour démontrer le théorème selon le :

Lemme 2.6.3. Soit E une surface elliptique lisse alors deux sections de torsion n’ont pas
d’intersection.

Ce lemme a été démontré dans la sous-section 1.2.4. Une conséquence de la démonstration
est le

Corollaire 2.6.4. Soit E une surface elliptique quelconque, alors deux sections de torsion
ne se rencontrent jamais en un point non singulier.

Le corollaire garantit donc qu’une des sections sera d’ordre infini.
Il nous faut :
a) démontrer qu’elles se coupent.
b) démontrer que le point d’intersection est non singulier.

La partie a) sera traitée dans les deux sous-sections suivantes.
Pour la partie b) nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.6.5. Soit B une courbe lisse et soient Li deux courbes lisses munies de mor-
phismes fi : Li → B, i = 1, 2 de degré deux. Alors x = (x1, x2) ∈ L1 ×B L2 est non singulier
si fi(xi) /∈ R(f1) ∩ R(f2).

Une construction spéciale :

Choisissons L1 une droite passant par P1. Soit Γu0
∈ Γ telle que L1 est tangente à Γu0

en un point Q(u0) 6= P1 (il n’y a qu’un nombre fini de cubiques dans Γ telles que P1 est un
point d’inflexion, nous allons exclure ce nombre fini de possibilités).

Soit L2 = {L2,u;u ∈ P1} une famille de droites dans P2 passant par le point P2. Puisque
P2 est un point k-rationnel le membre générique de L2 est défini sur k. Notons L2,u0

la
droite qui relie P2 à Q(u0). Nous pouvons supposer que L2,u0

n’est pas tangente à Γu0
(ceci

exclut aussi un nombre fini de droites).
Pour chaque u ∈ P1(k̄) la droite L2,u rencontre L1 en un point k(u)-rationnel Q(u). Il

existe une unique cubique Γu ∈ Γ passant par le point Q(u).
La droite L1 coupe chaque Γu en un troisième point R1(u). De même, L2,u la coupe aussi

en un troisième point que nous noterons par R2(u).
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Γu comme courbe elliptique :

En fixant P1 comme origine de Γu, les points Q(u) et R1(u) satisfont :

(2.5) Q(u) = −R1(u)

Par construction, pour u = u0 nous avons :

(2.6) Q(u0) = R1(u0)

Le point (Q(u0), R2(u0)) appartient à l’intersection de (R1(u), R2(u)) et (Q(u), R2(u)).
Nous allons maintenant donner la démonstration du Lemme 2.6.5.

Démonstration du lemme 2.6.5 : Soit x = (x1, x2) ∈ L1 ×B L2 tel que fi(xi) /∈
R(f1) ∩ R(f2). Nous allons montrer que x est non singulier.

Nous avons les possibilités suivantes :
a) xi n’est pas un point de ramification de fi ou
b) un seul des deux xi est point de ramification de fi.

Dans le cas a) Il existe un ouvert U ⊆ B ne contenant pas les points de ramification de
R(fi), i = 1, 2 tel que pi ∈ Ui = f−1

i (U). Les applications

fi : Ui → U

sont toutes les deux étales d’après le diagramme cartésien suivant

U1 ×U U2

πj

πi
Ui

fi

Uj
fj

U

Nous voyons que U1 ×U U2 → Uj est étale.

Pour le cas b) supposons que p2 soit un point de ramification de f2. Prenons V = B−R(f1)
ouvert tel que pi ∈ Vi = f−1

i (V ). L’application

V1 → V

est étale. Nous avons un seul diagramme cartésien

V1 ×V V2

π2

π1

V1

f1

V2 f2

V

Ce qui implique que V1 ×V V2 → V2 est étale.
De même, si p1 est un point de ramification de f1, nous pouvons construire W = B−R(f2),
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nous avons pi ∈ Wi = f−1
i (W ). Les ouverts U, V et W constituent un recouvrement de

B − (R(fi) ∩ R(f2)), de même U1 ×U U2, V1 ×V V2 et W1 ×W W2 recouvrent L1 ×B L2 −
(fi(R(f1) ∩ R(f2))) puisque pour tout ouvert A dans B, A1 ×A A2 ≃ f−1

1 (A1) ∩ f−1
2 (A2)

[15, Cor. 3.2.7, pp 108]. Donc L1 ×B L2 ≃ f−1
1 (L1) ∩ f−1

2 (L2). Et f−1
i (Li) est recouvert par

f−1
i (Ui) ∪ f−1

i (Vi) ∪ f−1
i (Wi).

Conclusion : Nous avons :
1) L2,u0

intersecte Γu0
en P2, R2(u0) et Q(u0). Donc R2(u0) n’est pas un point de ramifica-

tion de φ2,u0
.

2) L1 est tangente à Γu0
, l’intersectant seulement en P1 et Q(u0). Donc Q(u0) est un point

de ramification de φ1

Le lemme précedent implique que le point (Q(u0), R2(u0)) est un point non singulier de
L′

1 ×B L′
2,u0

.
Le lemme sur l’intersection des sections de torsion s’applique. Nous pouvons conclure qu’un
des deux points (R1(u), R2(u)), (Q(u), R2(u)) est d’ordre infini.

Remarque 2.6.6. Les fibres mauvaises de la surface donnée par L′
1 ×B L′

2,u → P1 corres-
pondent exactement aux u ∈ P1 tels que φ1 et φ2,u ont de la ramification en commun.

Le cas général

i) Les deux morphismes sont de degré deux :
Supposons que C et Du s’intersectent en un point k-rationnel Q(u). Il existe une unique

fibre de π, que nous noterons par Fu, passant par ce point.
Puisque les morphismes ϕC : C → B et ϕDu : Du → B sont de degré deux, C et Du

intersectent Fu en deux points conjugués par l’action du groupe Gal(k̄|k). Par le paragraphe
précédent, un de ces points est le point Q(u). Nous noterons RC(u) l’autre point dans
l’intersection avec C et RD(u) le point dans Fu ∩Du. Ces points sont k-rationnels, car Q(u)
est k-rationnel et conjugué, par l’action du groupe de Galois absolu, à RC(u) et RD(u).

Soit u0 ∈ B(k̄) tel que ϕC se ramifie au dessus de u0. Alors il n’y a qu’un nombre fini
de u ∈ B(k) tels que ϕDu se ramifie au dessus de u0. Si c’est le cas, la formule de Hurwitz
implique que C ×B Du est une courbe rationnelle singulière, et a donc une infinité de points
k-rationnels.

Il nous reste à traiter le cas où ϕDu ne se ramifie pas au dessus de u0. Dans ce cas, pour
chaque u ∈ B(k) le produit fibré C ×B Du est une courbe elliptique. Nous avons ainsi une
famille de courbes elliptiques indexée par P1, i.e, une surface elliptique fibrée au dessus de
P1. Nous avons au moins quatre sections définies sur k données par

σ1 = (Q(u), Q(u)), σ2 = (Q(u), RD(u)), σ3 = (RC(u), Q(u)), σ4 = (RC(u), RD(u)).

Puisque ϕC se ramifie au dessus de u0 nous avons Q(u0) = RC(u0). Par ailleurs ϕDu ne
ramifie pas au dessus de u0 et donc Q(u0) 6= RD(u0).

Les sections σ2 et σ4 se croisent en un point non singulier (par le lemme 2.6.5). Le lemme
2.6.3 (ou son corollaire) implique qu’au moins une de ces deux sections n’est pas de torsion.
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ii) Un des morphismes est de degré trois :
Soit ϕDu : Du → B de degré trois et ϕC : C → B de degré deux. Supposons que ces deux

morphismes ont un point de ramification en commun u0, et que pour chaque u les courbes
C et Du s’intersectent en un point k-rationnel Q(u).

Le produit fibré C ×B Du est une courbe singulière de genre un dans k(u). Il décrit donc
une surface elliptique EC,Du sur k.

Il existe une unique courbe Γu dans le pinceau qui induit E passant par Q(u). Puisque
le morphisme ϕC est de degré deux, Γu intersecte C en un deuxième point R1(u) aussi
k-rationnel.

Soit u1 ∈ B(k) l’autre point de ramification de ϕC . Alors Q(u1) = R1(u1). Les points
(Q(u), Q(u)) et (R1(u), Q(u)) sont des points k(u)- rationnels dans le produit fibré C×B Du.
Ils fournissent donc deux sections dans la surface elliptique EC,Du. Ces sections s’intersectent
en un point non singulier (Q(u1), Q(u1)), ce qui implique que l’une d’entre elles n’est pas de
torsion.
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Chapitre 3

Surfaces elliptiques de type K3

Dans ce chapitre nous traitons le problème de comparaison du rang générique avec le
rang des fibres spéciales dans le cas des surfaces elliptiques de type K3. Le théorème 0.2.18
est obtenu en appliquant de nouveau la proposition 2.2.6, cependant la construction d’un
pinceau de courbes sur les surfaces K3 nous oblige à faire des hypothèses géométriques sur
celles-ci. Ces hypothèses seront retrouvés dans le théorème 3.2.2 ainsi que dans les exemples
dans la sous-section 3.2.2. Le premier exemple traite une surface de Kummer considérée par
Piatetski-Shapiro et Shafarevich dans [39], cette surface provient quadratiquement d’une
surface elliptique rationnelle, mais ne satisfait pas, à priori, les hypothèses du théorème
3.2.2. Le fait que le rang de cette surface K3 soit zéro facilitera les constructions. L’exemple
suivant traite les constructions de familles de courbes elliptiques avec un rang élévé faites
par Mestre et Nagao. Leur constructions produisent des surfaces elliptiques de type K3
qui proviennent quadratiquement d’une surface elliptique rationnelle. Nos arguments nous
permettront d’exhiber une surface elliptique rationnelle avec une infinité de fibres de rang
supérieur ou égal au rang générique plus sept. Finalement nous considérons les surfaces K3
munies de plusieurs fibrations jacobiennes, dont au moins une a un rang positif, abordées
par Nishiyama.

3.1 Surfaces de dimension de Kodaira zéro

Les surfaces avec dimension de Kodaira κ = 0 se divisent en quatre groupes selon leur
classe canonique KX et leur irregularité q. La classification est la suivante :

Théorème 3.1.1. (voir [3]) Soit X une surface projective complexe algébrique, lisse et
minimale avec κX = 0. Alors

a) Si KX = 0 et q = 0, alors X est une surface de type K3.
b) Si KX = 0 et q = 2, alors X est une surface abélienne.
c) Si KX 6= 0 et q = 0, alors X est une surface d’Enriques.
d) Si KX 6= 0 et q = 1, alors X est une surface bielliptique.

Dans les deux derniers cas nous avons l’une des possibilités : 2KX = 0, 3KX = 0, 4KX = 0
ou 6KX = 0.
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Nous nous intéressons aux surfaces munies d’une fibration elliptique avec une section. Les
surfaces avec κ = 1 sont toujours munies d’une fibration elliptique (pas forcément munie
d’une section) ; ceci n’est pas toujours le cas pour les surfaces avec κ = 0. En fait, une
surface K3 générique ne possède pas une telle fibration. Une surface abélienne qui n’est pas
un produit de deux courbes elliptiques n’a pas non plus de fibration elliptique. Par contre,
toute surface d’Enriques a au moins une fibration elliptique, mais n’a pas de section (il existe
des fibres multiples) et toute surface bielliptique (comme son nom l’indique) est munie de
deux fibrations elliptiques.

Dans le cas où la surface est munie de plus d’une fibration jacobienne nous pouvons
appliquer le lemme 2.2.4 et montrer que le changement de base fourni par une des fibrations
fait augmenter le rang. Plus précisement :

Théorème 3.1.2. Soit X une surface définie sur un corps de nombres k munie de deux
fibrations elliptiques jacobiennes πi : X → Bi, i = 1, 2 avec une section σi. Si le rang du
groupe de Mordell-Weil sur k de la fibre générique Xη1

est positif, alors presque toute fibre
F1 de π1 satisfait

rang((X ×B2
F1)(k(F1))) ≥ rang(X(k(B2))) + 1

L’hypothèse sur le rang générique positif garantit le suivant

Corollaire 3.1.3. Soit X → Bi comme dans le théorème avec un rang générique ri, alors
il existe une infinité de t ∈ B2(k) tels que

r2,t ≥ r2 + 1.

3.2 Surfaces K3

3.2.1 Augmentation du rang

Une surface projective de type K3 a toujours une courbe rationnelle définie sur une
extension k′|k et une famille de dimension un de courbes elliptiques (généralement singulières
et aussi définies sur une extension) [2, Theorem 23.1]. Par contre on ne peut pas trouver une
famille de dimension un de courbes rationnelles dans une surface K3. Pour démontrer des
résultats comme [4, Theorem C] en utilisant le lemme 2.2.4 nous avons besoin d’une famille
de dimension un de courbes de genre 0 ou 1. Ce premier cas étant exclu, nous allons nous
intéresser aux familles de courbes elliptiques tranverses aux fibres.

Question 3.2.1. Quelles sont les surfaces K3 qui sont munies de deux fibrations elliptiques ?

Les démonstrations des théorèmes des chapitres précédents nous ont fourni une classe de
surfaces K3 munies de deux fibrations elliptiques. À savoir, celles qui proviennent quadra-
tiquement d’une surface rationnelle (cf définition 0.2.12) et satisfont certaines hypothèses.
Voici le résultat les concernant.
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Théorème 3.2.2. Soit X une surface K3 qui provient quadratiquement d’une surface el-
liptique rationnelle X0 via le changement de base donné par ϕ : B → B0. Supposons que X0

satisfait les hypothèses du théorème 0.2.8 ou 0.2.9. Alors il existe un revêtement fini C → B
avec #C(k) = ∞ tel que

rang(X ′(k(C))) ≥ rang(X(k(B))) + 1,

où X ′ = X ×B C.

Démonstration : Il suit de la démonstration des théorèmes 0.2.8 et 0.2.9 qu’il existe
une famille de courbes rationnelles {Ct →֒ X0; t ∈ P1} telles que ϕt : Ct → B0 est un
morphisme de degré deux et B n’est pas un membre de cette famille. La famille induite
dans X donnée par {Bt = Ct ×B0

B; t ∈ P1} fournit une fibration elliptique transverse à
π : X → B. Une application du lemme 2.2.4 montre que, pour presque tout t, la courbe Bt

induit une nouvelle section dans X ×B Bt indépendante des sections de π : X → B.
Il nous reste montrer que les courbes Dt ont une infinité de points k-rationnels. Ceci suit

des constructions dans la sous-section 2.6.
Nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.3. Soit X → B une surface K3 qui provient quadratiquement d’une surface
elliptique rationnelle X0 via le changement de base donné par ϕ : B → B0. Supposons que
X0 satisfait l’une des hypothèses suivantes :

H1) ϕ : B → B0 se factorise par B → X0 → B0 et un modèle k-minimal de X0 est une
surface de del Pezzo de degré d > 1.

H2) Il existe un morphisme k-rationnel f : X0 → S0 où S0 est une surface de degré
d > 1 et f̄ : X0 ×k k̄ → S0 ×k k̄ a d points distincts dans le centre.

H3) Son modèle minimal sur k est isomorphe à P2
k.

Soit r le rang du groupe de Mordell-Weil X(k(B)) et rt le rang d’une fibre. Alors

#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 1} = ∞

Démonstration : Si X0 satisfait H2) ou H3) alors le corollaire suit directement du théo-
rème puisque nous savons construire les familles mentionnées dans la preuve du théorème,
dont la fibre générique est de rang non nul.

Si X0 vérifie H1) alors pour presque toute possibilité de modèle k-minimal de X0 nous
savons construire deux pinceaux distincts de courbes qui verifient les conditions souhaités
pour produire une courbe de elliptique de rang positif dans X. Dans les cas où nous n’arrivons
pas à construire deux pinceaux différents nous pouvons montrer, via un étude de possibles
configurations des fibres et des application successives de la formule de Shioda-Tate, que
le rang du groupe de Moirdell-Weil de X0 sur k est nul et que les points k-rationnels sont
Zariski-denses. Si r0,t est le rang d’une fibre π−1

0 (t) de X0 et r0 son rang générique alors par
la sous-section 1.3.6

#{t ∈ B(k); r0,t ≥ r0 + 1} = ∞,

de même, donc, pour la surface K3 :
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#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 1} = ∞.

3.2.2 Exemples

Exemple 3.2.4. Une surface de Kummer

Nous prenons la surface X de type K3 considerée par Piatetski–Shapiro et Shafarevich
dans [39]. Ils ont considéré une quartique dans P3 donnée par l’équation :

x4
0 − x4

1 = x4
2 − x4

3.

Cette surface est exceptionnelle (ρ = rang(NS(X)) = 20, le maximum) et est Kummer. Elle
a un pinceau évident donné par les équations :

x2
0 + x2

1 = t(x2
2 − x2

3) ; t(x2
0 − x2

1) = x2
2 + x2

3.

Les fibres dégénérées sont au-dessus de t = 0,∞, 1,−1, i,−i, elles sont toutes de type de
Kodaira I4.
La fibration jacobienne associée est isomorphe à la courbe (cf. [39]) :

y2 = x(x + 1)(x + c2) , c =
t2 − 1

t2 + 1
.

Cette surface provient d’une surface elliptique rationnelle X ′ après un changement de base
quadratique (r = t2)– voir sous-section 1.2.3. Voici l’équation qui décrit X ′ :

y2 = x3 + 2x2(r2 + 1) + x(r − 1)2(r + 1)2.

Les fibres mauvaises de X ′ sont de type (2I2, 2I4), elles sont toutes définies sur k = Q. Si
G = Gal(Q|Q), la formule de Shioda-Tate (cf sous-section 1.3.4) nous donne :

NS(X ′|Q) ≃ MW (X ′|Q) ⊕ (O,F ) ⊕ (
∑

v,i6=0

Θv,i)
G.

Comme toutes les fibres mauvaises sont définies sur Q, chaque composante des fibres de
type I2 est définie sur Q. Si Θ est de type I4, notons Θi pour i = 0, ..., 4 ses composantes.
Si σ ∈ Gal(Q|Q), alors σ(Θ2) = Θ2 et σ(Θ1 + Θ3) = Θ1 + Θ3, donc Θ contribue avec au
moins deux unités au rang de NS(X ′|Q). Nous avons :

rang(NS(X ′|Q)) ≥ 2 + 1 + 1 + 2 + 2 = 8.

Il découle de cela qu’il existe un morphisme Q-birationnel X ′ → S′, où S′ est une surface
de del Pezzo de degré au moins sept.
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Les surfaces de del Pezzo de degré sept ne sont pas minimales sur Q et celles de degré
huit sont isomorphes soit à P2 éclaté en un point k-rationnel ou à une surface de degré huit
isomorphe à P1 × P1 ou à F2 sur la clôture algébrique.

Ceci implique que le modèle minimal de X ′ sur Q est isomorphe à P2
Q ou à une surface

de degré huit telle que X̄ ≃ P1 × P1 ou F2.
Il suit du théorème 0.2.3 qu’il existe une famille de courbes Ct dans X ′ munies d’un

morphisme de degré deux vers la courbe de base B de X ′ et que presque toute courbe Ct

induit une nouvelle section dans X ′ ×B Ct indépendante des sections induites par celles de
X ′. Pour chaque C de ce type nous avons le diagramme suivant :

X X ′ ×B C

X ′

D ≃ P1 C

B

où rang(X|Q) = rang(X ′|Q) = 0 et rang(X ′ ×B C|Q) ≥ 1.
Ceci implique que X ′ a une infinité de fibres dont le rang du groupe de Mordell-Weil sur

Q est au moins un. Puisque X domine X ′, le même énoncé est vrai pour les fibres de X.

Exemple 3.2.5. Les constructions de Mestre et Nagao

Avec l’intention de produire des familles de courbes elliptiques de rang générique grand,
Mestre (cf [29] et [30]) et Nagao (cf [34]) ont fourni des constructions de surfaces elliptiques
de type K3 qui peuvent être obtenues via un changement de base quadratique d’une sur-
face elliptique rationnelle de rang générique (sur Q) égal au rang générique de la surface
rationnelle plus cinq.

Nous allons montrer que ces surfaces proviennent quadratiquement des surfaces ellip-
tiques rationnelles pour lesquelles nous savons construire un deuxième pinceau de courbes ra-
tionnelles responsable pour une nouvelle section indépendante des précédentes. Ce deuxième
pinceau induit un pinceau de courbes elliptiques dans la surface K3 transverse à la fibration
elliptique héritée de la surface rationnelle. Nous l’utiliserons pour, grâce à un changement
de base, augmenter le rang d’encore une unité.

Voici la construction de Mestre :
Soit K un corps de caractéristique nulle ou impaire. Soient a1, ..., a6 dans K, p(x) =

∏6
i=1(x − ai) et P (x, t) = p(x − t)p(x + t). Le polynôme P (x, t) s’écrit

P (x, t) = Gt(x)2 − Rt(x)
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où deg(Gt) = 6 et deg(Rt) ≤ 5. Supposons que le coefficient du terme de degré cinq de Rt(x)
est nul. Dans ce cas, la courbe

E : y2 = Rt(x)

est une courbe de genre un.
Pour x = ai ± t on a Gt(x)2 = Rt(x) et Rt(x) = t2R0(t, x). Les points q±i = (ai ±

t,Gt(ai ± t)) appartiennent à E(Q(t)) et les points p±i = (ai ± t, Gt(ai±t)
t ) appartiennent à

E0(Q(t)), où
E0 : y2 = R0(t, x)

Mestre observe que R0(t, x) est un polynôme en t2 et en x. Il existe donc une courbe E1

donnée par
y2 = R1(s, x)

où R1(s, x) est tel que R1(t
2, x) = R0(t, x).

La surface elliptique minimale dont la fibre générique est isomorphe à E0 est une surface
de type K3 ; celle dont la fibre générique est isomorphe à E1 est rationnelle.

Mestre et Nagao fournissent des exemples où, en choisissant l’un des p±i comme section
neutre, les autres 11 points p±i de la construction sont indépendants. Donc la construction
de Mestre donne, génériquement, une surface K3 munie d’une fibration elliptique de rang au
moins 11 qui provient quadratiquement d’une surface elliptique rationnelle. Si cette dernière
surface satisfait les hypothèses du théorème 0.2.8 ou 0.2.9 nous arrivons à produire un
changement de base qui induira une section indépendante des sections. Ceci impliquera
l’existence d’une infinité de fibres dans la surface K3 de rang supérieur au rang générique
plus 1 et, dans la surface rationnelle, de rang supérieur au rang générique plus six.

L’exemple considéré par Mestre est le suivant :

a1 = −17, a2 = −16, a3 = 10, a4 = 11, a5 = 14 et a6 = 17.

Il obtient ainsi une courbe elliptique définie sur Q(t) de rang générique égal à 11 (voir
[29]). En faisant un changement de base quadratique, il rend Q(t′)-rationnels les deux points
à l’infini (voir [30]). Il obtient ainsi une courbe elliptique sur Q(t′) de rang au moins 12.

En utilisant la même méthode Nagao construit une famille de courbes elliptiques de rang
12 sur Q(t) et 13 sur Q(z) où t = 23550−z2

2z . Cette courbe fait partie d’une famille de courbes
de rang au moins 12 trouvé par Mestre. L’équation de la courbe générique est la suivante :

E : y2 = x4(330112972800 + 14017536t2) + x3(−4205260800t2 − 99527168431840)+
(10445363957523456 + 617005209600t2 − 28035072t4)x2+
(−443009190070886400 − 46063725926400t2 + 4205260800t4)x
+6473450277365760000 + 1388825681338368t2 − 247954636800t4 + 14017536t6 .

Cette courbe provient de la courbe suivante via le changement de base quadratique s = t2

E1 : y2 = x4(330112972800 + 14017536s) + x3(−4205260800s − 99527168431840)+
(10445363957523456 + 617005209600s − 28035072s2)x2+
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(−443009190070886400 − 46063725926400s + 4205260800s2)x
+6473450277365760000 + 1388825681338368s − 247954636800s2 + 14017536s3 .

Cette courbe est Q−isomorphe à
E1 : y2 = x3 + (10445363957523456 + 617005209600s − 28035072s2)x2+
((−4205260800s−99527168431840)(−443009190070886400−46063725926400s+4205260800s2)−
4(330112972800+14017536s)(6473450277365760000+1388825681338368s−247954636800s2+
14017536s3))x
+(6473450277365760000+1388825681338368s−247954636800s2+14017536s3)((−4205260800s−
99527168431840)2 − 4
(330112972800+14017536s)(10445363957523456+617005209600s−28035072s2)+(330112972800+
14017536s)(−443009190070886400 − 46063725926400s + 4205260800s2)2).

Cette dernière courbe est écrite sous la forme de Weierstrass. Puisque deg(ai) ≤ i pour
i = 1, 2, 3, 4, 6 et deg(∆) = 12, le critère de rationalité énoncé dans la sous-section 1.2.3
permet de vérifier que la surface E1 dont la fibre générique est isomorphe à cette courbe est
une surface elliptique rationnelle. L’unique fibre réductible est de type I2.

La courbe E, qui est donnée par le changement de base quadratique t = s2, détermine
une surface E de type K3, qui provient donc quadratiquement de E1.

Soit Λ un pinceau de cubiques qui induit E1 × Q. Puisque l’unique fibre réductible est
de type I2, le pinceau Λ a au moins huit points de base.

Scholten [45, Chapter 2 pp. 34] montre que la surface E1 est de rang six sur Q(s).
La fibre de type I2 est unique, ceci implique qu’elle est définie sur Q. On conclut que le

groupe de Picard de E1 sur Q est de rang au moins huit.
Puisqu’il n’existe pas de surface minimale de degré sept (voir sous-section 1.3.2) et le

rang du groupe de Mordell-Weil sur Q est strictement supérieur à celui sur Q, on déduit que
le rang du groupe de Picard sur Q est exactement égal à neuf. Ce qui implique que le modèle
minimal de E1 sur Q est isomorphe à une surface de degré huit telle que X̄ ≃ P1 × P1 ou
F2. De plus, puisque le rang du groupe de Mordell-Weil est égal à sept sur Q et six, sur Q,
il existe au moins sept points distincts dans le centre de E1 → X, parmi lesquels au moins
cinq sont k-rationnels. Nous pouvons donc, par la sous-section 2.4.4, construire un pinceau
de courbes rationnelles dans E1 munies d’un morphisme de degré deux vers sa courbe de
base B1. Ce pinceau induira un pinceau de courbes elliptiques {Lu} dans E différent de la
fibration elliptique. La proposition 2.2.6 s’applique pour démontrer que la surface donnée
par le changement de base E ×B L, pour une infinité de L = Lu, a un rang générique sur Q

strictement supérieur à celui de E .
Le même argument que celui donné dans la démonstration du théorème 0.2.19 démontre

qu’une infinité de courbes dans {Lu} ont un rang positif.
Ceci nous donne un exemple d’une surface elliptique rationnelle définie sur Q avec une

infinité de fibres définies sur Q de rang supérieur ou égal au rang générique plus sept et aussi
un exemple de surface K3 de rang 12 sur Q avec une infinité de fibres de rang 13 sur Q.

Remarque 3.2.6. Cet exemple a été étudié par Jasper Scholten dans sa thèse [45]. Il
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construit un 14ème point dans la surface K3 définit sur une extension quadratique de Q

ce qui implique l’existence d’une infinité de fibres dont le rang est au moins 14 sur une
extension quadratique. Notre méthode ne fournit pas un 14ème point dans la surface (en
fait le rang sur Q est exactement 12).

Exemple 3.2.7. Plusieurs fibrations jacobiennes

Nous présentons un exemple d’une surface K3 munie de plusieurs fibrations elliptiques
dont au moins une a un rang générique positif et ne provient pas quadratiquement d’une
surface rationnelle. Elle satisfait donc les hypothèses du théorème 3.1.2, mais ne satisfait
pas celles du théorème 3.2.2.

Dans [36] Nishiyama décrit toutes les fibrations jacobiennes associées à certaines surfaces
de type K3. Nous reprenons ici l’une des surfaces considérées.

Soient Eζ3 = C/(Z + ζ3Z) et X = X3, définie sur k = Q(ζ3), la résolution minimale de
la surface

Eζ3 × Eζ3/ < σ : (z1, z2) 7→ (ζ3z1, ζ
−1
3 z2) >, (ζ3 =

−1 +
√
−3

2
).

La surface X est de type K3 munie de six fibrations jacobiennes distinctes [36, Theorem
3.1] dont deux ont rang générique un.

Les fibres de ces deux fibrations sont comme suit :

π1 : X → B1; avec fibres mauvaises de type 2III∗, I∗6

et
π2 : X → B2; avec fibres mauvaises de type III∗, I18.

La fibration π1 ne peut pas provenir quadratiquement d’une surface rationnelle puis-
qu’une telle surface n’a pas des fibres de type I∗6 et une fibre de type I∗3 induit soit deux
fibres de type I∗3 , soit une fibre de type I6 après un changement de base quadratique. De
même pour la fibration π2 puisqu’aucune fibre ne devient de type III∗ après un changement
de base quadratique.

Le pinceau de courbes elliptiques

L = {Ct = π−1
2 (t); t ∈ P1(k)}

est transverse à la fibration π1 et satisfait #Ct(k) = ∞ pour presque tout t ∈ P1(k).
Il suit du lemme 2.2.4 que presque toute Ct ∈ L induit une section indépéndante dans
X ×B1

Ct. On a donc

rang(X ×B1
Ct(k(Ct))) ≥ rang(X(k(B1))) + 1

et
#{t ∈ B1(k); rt ≥ r1 + 1} = ∞,

où r1 = 1 est le rang générique de π1 et rt est le rang du groupe de Mordell-Weil π−1
1 (t)(k).
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Chapitre 4

Mauvaises fibres

4.1 Monodromie et changements de base

Les mauvaises fibres ont joué un rôle très important dans les démonstrations des théo-
rèmes principaux de cette thèse. Leur connaissance nous permet, dans le cas d’une surface
rationnelle, de connaître le rang de la surface sur Q, ainsi que des détails sur la stabilité du
pinceau qui induit la surface ou même de "combiner" des résultats des domaines distincts
comme la théorie analytique des nombres et la géométrie algébrique.

Il est naturel de se demander quelles transformations une fibre mauvaise peut subir après
un changement de base.

Le contenu de ce chapitre est connu des spécialistes ; nous avons cependant décidé d’en
fournir une présentation dans le cas où la surface fibre sur la droite projective. Les résultats
de ce chapitre sont la plupart géométriques. Nous nous plaçons sur un corps algébriquement
clos k̄.

Soit t0 ∈ P1 au dessus duquel la fibre est mauvaise. Nous allons supposer que le chan-
gement de base est quadratique (comme ceux faits précédemment) et que le modèle de la
surface en question est minimal.

Nous analyserons le discriminant après changement de base. Il ne détermine pas toujours
le type de la fibre mais aide a exclure des nombreuses possibilités. Pour déterminer le type
de la fibre nous aurons besoin des valeurs v(c4) et v(c6), où au-dessus de chaque place t0 on
a v(f) = ordt0(f) et c4, c6 sont les coefficients de l’équation de Weiertrass de la surface

Y 2 = X3 − 27c4(t)X − 54c6(t).

1) Les fibres de type In : c’est le cas plus simple. Une fibre multiplicative ne devient ja-
mais additive ou bonne après un changement de base. Nous avons deux possibilités selon le
changement :

a) Changement non ramifié en t0 : On aura deux fibres de même type In au dessus de
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t_0

u_01

u_02

Fig. 4.1 – Changement Non ramifié- Fibre In

Fibre mauvaise en T=u_0

fibre mauvaise en T=t_0

u_0

t_0

Fig. 4.2 – Changement Ramifié- Fibre In

In.

b) Changement de base ramifié en t0 : On aura une seule fibre de type I2n au dessus de In.

2) Les fibres additives II, III et IV : Ces fibres peuvent soit rester additives, soit devenir
bonnes. Mais pour devenir bonnes le changement doit être de degré au moins trois. Or si Q est
un point au-dessus de P dans une extension ramifiée, nous avons vQ(∆) = [k(Q) : k]vP (∆).
La fibre deviendra bonne si vQ(∆) = 12n (par exemple si [k(Q) : k] = 3 et vP (∆) = 4).
Voici ce qui arrive à chacune de ces trois fibres après un changement de base quadratique :

IIa) Changement de base non ramifié en t0 : La fibre ne change pas de type. Nous au-
rons deux fibres de même type II au-dessus de la fibre de départ.

IIb) Changement ramifié en t0 et v(∆) = 2 : Dans ce cas après le changement de base la
fibre restera additive mais v(∆) = 4, donc la fibre de type II deviendra une fibre de type IV .
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III et IVa) Changement non ramifié : Analogue aux autres cas.

IIIb) Changement ramifié : Ici nous avons v(∆) = 6, comme elle reste additive nous au-
rons une fibre de type I∗0 .

IVb) Changement ramifié : Si Q est le point au dessus de P , vQ(∆) = 8. Nous avons
deux possibilités : IV ∗ ou I∗2 . Le dernier cas n’est pas possible parce que la fibre I∗2 est
potentiellement multiplicative et qu’une fibre de type IV est potentiellement bonne.

3) Les fibres de type I∗n : ce sont les seules qui peuvent devenir multiplicatives après un
changement de base.

a) Changement non ramifié : comme dans les autres cas, nous aurons deux fibres de même
type I∗n.

b) Changement ramifié : Les fibres de type I∗0 auront vQ(∆) = 12 et deviendront bonnes.
Les autres : I∗1 , I∗2 , I∗3 deviennent des fibres de type I2n dans le modèle minimal, parce que
vQ(∆) = 2vP (∆) = 2(n + 6) = 12 + 2n, comme nous avons minimalité si et seulement si
v(∆) < 12, dans le modèle minimal vQ̃(∆) = 2n ≤ 6.

Le cas I∗4 est plus délicat parce que v(∆) = 12 + 8. Nous pouvons avoir soit une fibre
de type I8, soit une fibre de type I∗2 . Nous montrerons que le cas I∗2 n’est pas possible.
Observons que si, au-dessus de la place v, on a une fibre de type I∗4 , alors v(∆) = 10
et donc v(c4) = 4, v(c6) = 5. Après un changement de base quadratique nous aurons
v(∆) = 20, v(c4) = 8 et v(c6) = 10, nous pouvons faire un changement de variables et
obtenir v(∆) = 8, v(c4) = 0, v(c6) = 4. La fibre au-dessus est donc de type multiplicatif I8.

Plus généralement, après un changement de base d’ordre M [32] décrit ce qui peut arri-
ver :

Avant M Après Avant M Après
In M ≥ 1 IMn

I∗n

{

0 mod 2
1 mod 2

IMn

I∗Mn

II































0 mod 6
1 mod 6
2 mod 6
3 mod 6
4 mod 6
5 mod 6

I0

II
IV
I∗0
IV ∗

II∗

II∗































0 mod 6
1 mod 6
2 mod 6
3 mod 6
4 mod 6
5 mod 6

I0

II∗

IV ∗

I∗0
IV
II
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III















0 mod 4
1 mod 4
2 mod 4
3 mod 4

I0

III
I∗0
III∗

III∗















0 mod 4
1 mod 4
2 mod 4
3 mod 4

I0

III∗

I∗0
III

IV







0 mod 3
1 mod 3
2 mod 3

I0

IV
IV ∗

IV ∗







0 mod 3
1 mod 3
2 mod 3

I0

IV ∗

IV
En particulier les fibres de type II, III, IV, I∗0 , II∗, II∗ et IV ∗ peuvent devenir lisses

après un changement de base d’ordre ≤ 6.

4.2 Configuration des points de base et configuration des fibres

Soit E → B une surface elliptique rationnelle avec une section. Il existe un k̄-morphisme
birationnel q : E → P2 donné par l’éclatement de neuf points p0, ..., p8 dans P2 éventuelle-
ment infiniment voisins. Si ces points sont tous distincts et en position génerale (pas trois
dans une droite ni six dans une conique) alors toutes les fibres sont réduites et la surface
a un rang générique égal à 8. Nous allons étudier comment la position de ces points in-
fluence la configuration des fibres dans les autres cas (points pas forcément distincts et/ou
pas forcément en position générale).

Commençons par un résultat important pour la démonstration du théorème 0.2.8.

Lemme 4.2.1. Une surface elliptique rationnelle E a une fibre de type II∗ si et seulement
si elle est obtenue à partir de 9 éclatements centrés au-dessus d’un unique point.

Démonstration :
Supposons que E a une fibre de type II∗. Si Λ est un pinceau qui induit E , alors il est

instable [31]. Il a donc un membre donné par une droite triple ou une droite double unie à
une droite simple. Pour obtenir une configuration II∗ il faut forcément realiser 9 éclatements
centrés au-dessus d’un seul point appartenant à l’une de ces deux courbes neuf fois.

Supposons que E a été obtenue a partir d’un seul point P (éclaté neuf fois). Soient C1

et C2 deux cubiques lisses dans Λ. Puisqu’elles s’intersectent avec multiplicité neuf en P , ce
point est un point d’inflexion. Puisque le pinceau a un seul point de base, la mauvaise fibre
est induite par l’éclatement de la singularité d’une cubique singulière à une seule composante,
possiblement avec multiplicité trois, donc soit par une cubique cuspidale, soit par une cubique
nodale, soit par une droite triple. Les deux premiers cas ne se produisent car si l’intersection
d’une cubique irréductible singulière avec une cubique lisse contient la singularité, alors elle
contient un deuxième point différent. La mauvaise fibre est donc induite par la droite triple.

La figure 4.3 montre l’éclatement d’un seul point avec multiplicité neuf dans une droite
triple.

Nous supposons pendant ce paragraphe que E est définie sur un corps de nombres k.
Si E → B est une surface avec une fibre de type II∗, par les résultats de la section

précédente, si on considère un changement de base quadratique D → B ramifié au-dessus
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de cette fibre et au-dessus d’une fibre non singulière π−1(t1) avec t1 ∈ P1(k), la nouvelle
surface E ′ est encore une surface rationnelle :

Soit t ∈ B = P1 tel que la fibre II∗ est au-dessus de t. Puisque toutes les fibres différentes
de II∗ sont transformées en deux fibres de même type après le changement de base, un calcul
de caractéristique d’Euler nous donne

12(pg(E
′) + 1) = 8 + 2

∑

v 6=t∈P1

(mv − 1).

Comme les autres fibres mauvaises sont soit deux fibres de type I1, soit une de type
II (pour la table avec les possibles configurations des fibres dans une surface elliptique
rationnelle voir [38]), on a pg(E

′) = 0 ce qui implique que E ′ est aussi rationnelle.
Il existe une infinité de t1 ∈ B(k) tels que le changement de base ramifié au dessus de la

fibre II∗ et de π−1(t1) est défini sur k (une surface rationnelle a au plus une fibre de type
II∗, elle est donc toujours définie sur k, le corps de définition de E .)

Le lemme 4.2.1 garantit qu’un pinceau qui l’induit a au moins deux points de base.
Elle satisfait, sur k :

(4.1) rang(E (k(B))) ≤ rang(E ′(k(D))).

et sur k̄ :

(4.2) rang(E (k̄(B))) + 2 = rang(E ′(k̄(D))).

La surface E ′ a une fibre de type IV ∗ et rang générique égal à deux sur k̄ (ceci est une
simple application de la formule de Shioda-Tate, voir sous-section 1.3.4).

Puisque E est définie sur k et le changement de base l’est aussi, les deux nouvelles
sections indépendantes C1 et C2 dans la surface E ′ sont conjugués par l’action du groupe
de Galois Gal(k̄|k). Leur somme C1 + C2 est donc une section définie sur k qui n’est pas de
torsion. Ceci améliore la borne donnée dans l’équation 4.1 :

(4.3) rang(E (k(B))) + 1 ≤ rang(E ′(k(D))).

Nous avons démontré :
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Lemme 4.2.2. Soit E → B une surface elliptique rationnelle obtenue à partir d’un écla-
tement de P2 centré en un unique point. Alors il existe une courbe rationnelle B′ munie
d’un morphisme de degré deux B′ → B, telle que la surface elliptique E ′ = E ×B B′ → B′

est rationnelle et obtenue à partir d’un éclatement de P2 centré en au moins deux points
distincts et telle que

1 + rang(E (k(B))) ≤ rang(E ′(k(B′))).

Le théorème 0.2.3 s’applique à cette surface : son modèle minimal sur k ne peut pas être
isomorphe à une surface de del Pezzo de degré un puisque, sur k̄ elle est obtenue à partir
de l’éclatement de au plus quatre points distincts et une surface de del Pezzo de degré un
est isomorphe, sur k̄, au plan projectif P2 éclaté en huit points en position général. Donc, il
existe une courbe rationnelle C →֒ E ′ telle que :

rang(E ′ ×B′ C) ≥ rang(E ′) + 1

Par l’équation 4.3 nous avons :

rang(E ′ ×′
B C) ≥ rang(E ) + 2.

Notons rt le rang d’une fibre de π : E → B. Un corollaire, qui suit du théorème de
Spécialisation de Silverman [50], puisque C est une courbe rationnelle :

#{t ∈ B(k); rt ≥ r + 2} = ∞.

Remarque 4.2.3. Comme nous avons déjà remarqué, la formule de Shioda-Tate nous ga-
rantit que le rang générique de la surface E traité dans ce paragraphe est zero parce qu’elle
a une fibre de type II∗. Nous vennons de montrer que toute surface avec une telle fibre a
une infinité de fibres dont le rang du groupe de Mordell-Weil est au moins deux.

4.2.1 Obtention des fibres singulières

Soit π : E → B une surface elliptique rationnelle munie d’une section. Soit Λ un pinceau
de cubiques dans P2 qui induit E . Puisque Λ est un pinceau dont le membre générique est
lisse, il n’y a qu’un nombre fini de cubiques singulières Ct ∈ Λ. Chacune de ces cubiques
singulières induit une fibre dégénérée de la fibration π. Etant donnée une fibre singulière
Ft = π−1(t), nous allons analyser quelles sont les cubiques singulières possibles dans Λ. La
proposition suivante est un corollaire des résultats de Miranda sur la stabilité des pinceaux
de cubiques et les surfaces rationnelles associés (c.f [31]).

Proposition 4.2.4. (Miranda) Soit E une surface elliptique rationnelle et Λ un pinceau qui
induit E . Alors

i) E a une fibre de type II∗, III∗ ou IV ∗ ⇒ Λ contient soit une droite triple soit une
droite double unie à une droite.
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ii) E a une fibre de type I∗n ⇒ Λ contient soit une droite double unie à une droite dont
le point d’intersection des deux droites est un point de base de multiplicité au plus
trois ; soit une cubique cuspidale ; soit une conique unie à une droite tangente ; soit
trois droites concourantes dont le point d’intersection est un point de base de Λ.

iii) E n’a que des fibres reduites ⇒ les cubiques singulières de Λ sont parmi les suivantes :
une cubique nodale (resp. cuspidale) dont la singularité peut être un point de base de
Λ (resp. un point de base avec multiplicité inférieur ou égal à trois) ; une conique unie
à une droite non tangente (resp. tangente) dont au plus une des singularités peut être
point de base (resp. dont la singularité peut être point de base avec multiplicité au plus
deux) ; trois droites concourantes dont la singularité n’est pas un point de base de Λ
ou trois droites non concourantes.

4.2.2 Conclusions

Voyons maintenant quelles sont les autres conclusions sur la configuration qu’on peut
obtenir. Notons par m le nombre de points éclatés.

Proposition 4.2.5. Si m = 2 alors la surface a soit une fibre de type III∗, soit une fibre
de type I∗4 .

Démonstration :
Soit Γ un pinceau de cubiques dans P2 qui induit E . Nous allons montrer que Γ contient

forcément une droite triple ou l’union d’une droite double avec une autre droite. Les étapes
seront les suivantes :

i) Γ contient au moins une cubique singulière dont la singularité est un des points de
base.

ii) Γ ne contient pas une cubique donnée par l’union de trois droites distinctes.
iii) Γ ne contient pas une cubique donnée par l’union d’une conique et une droite.
iv) Γ ne contient pas une cubique irréductible singulière dont la singularité est un point

de base.
Pour montrer i) notons que puisque m = 2, le rang générique de la surface est inférieur

ou égal à un. Ceci implique que la surface a une fibre avec au moins trois composantes. Si
cette fibre a au moins quatre composantes, alors un point singulier a été éclaté. Sinon, la
surface a une des deux configurations suivantes : (3I3, I2, I1) ou (IV, 2I3, I2). Dans les deux
cas si un point singulier n’a pas été éclaté alors Γ contient une cubique donnée par l’union
de trois droites.

Si le pinceau contient une cubique donnée par l’union de trois droites distinctes, alors
deux des droites passent par seulement un point de base, mais il n’y a qu’une seule qui
peut passer avec multiplicité par ce point, donc l’autre appartient à un pinceau et est donc
composante de toutes les cubiques du pinceau. Cet absurde démontre ii).

La troisième affirmation suit du fait que si une conique lisse intersecte une cubique
singulière dans le point singulier alors l’intersection contient au moins deux autres points.

Supposons que p = (0 : 0 : 1) est le point de base singulier. Soit F une cubique lisse du
pinceau et F ′ une cubique donnée par l’union d’une conique Q et une droite l. Supposons
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(Q.F )p ≥ 2 e que la droite tangente commune est la droite x = 0. Les équations de F et Q
sont de la forme :

F : y3 + y2f1(x) + yxf2(x) + xf3(x) = 0 , où f3(x) 6= 0

et
Q : y2 + yxq1(x) + xq2(x) = 0 , où q2(x) 6= 0.

Nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que F : x = y3. Dans ce cas la co-
ordonnée y des points dans l’intersection différents de p satisfait une équation de degré 4.
Cette équation a au moins deux racines. Ce qui implique qu’il y a au moins deux autres
points dans l’intersection de F et Q.

Le même style d’argument montre iv).
Puisque Γ contient forcément une cubique singulière, les uniques possibilités qui nous

restent sont une droite triple ou une droite double unie à une autre droite. Dans le premier
l’éclatement des points dans la cubique singulière induit une fibre de type III∗ et dans le
deuxième nous avons soit une fibre de type III∗, soit une fibre de type I∗4 selon la position
des deux points.

Proposition 4.2.6. Si E a une fibre de type IV ∗ alors m = 3 ou 4.

Démonstration : Le pinceau qui induit E contient soit une droite triple, soit une
droite double unie avec une autre droite [31]. Dans le premier cas, puisque la somme de la
multiplicité des points de base est neuf on a forcément m ≤ 3. Si m = 1 le lemme 4.2.1
implique que la surface a une fibre de type II∗, par la formule de Shioda-Tate elle ne peut
pas avoir une fibre de type IV ∗. Si m = 2 la proposition précédente implique qu’il y a une
fibre de type III∗ ou I∗4 , la même raison implique qu’il n’y a pas de fibres de type IV ∗, donc
m = 3.
Si le pinceau contient une droite double unie à une droite simple m est forcément plus petit
que six (chaque droite intersecte une cubique en au plus trois points !). Il nous reste vérifier
que m ne peut pas être ni cinq ni six.

Si m = 6 la fibre mauvaise n’a que des composantes de multiplicité un et deux, donc
n’est pas de type IV ∗. Si m = 5 un des deux points est dans l’intersection des deux droites.
L’éclatement des deux autres points dans la droite double donne deux composantes de
multiplicité un intersectant une composante de multiplicité deux. Ceci n’est pas possible
pour une fibre de type IV ∗.

Proposition 4.2.7. Si E a une fibre de type In avec n ≥ 4 alors m ≤ 8.

Démonstration : Une fibre multiplicative de type In est donnée par un polygone à n
côtés. Une cubique qui induit une telle fibre est soit un noeud, soit une conique avec une
droite non tangente, soit trois droites non concourantes (formant un triangle). Si n ≥ 4 nous
devons éclater au moins un point dans l’intersection de deux côtés d’un triangle. Ce point
est de multiplicité au moins deux.

Proposition 4.2.8. Si E a une fibre de type I∗n avec 0 ≤ n ≤ 3, alors 3 ≤ m ≤ 6 − n.
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Démonstration : La proposition suit du fait que une fibre de type I∗n a 5 + n compo-
santes. Une cubique a au plus trois composantes. Pour obtenir une telle fibre il faut éclater
un point avec multiplicité au moins 3 + n -un point avec multiplicité 2 + n contribura à n
composantes- mais pas supérieure à 7.

Les propositions en haut impliquent que les uniques surfaces rationnelles obtenues à partir
de l’éclatement de neuf points distincts dans P2 sont celles dont les fibres mauvaises sont de
type I1, II, I2, III, I3 ou IV .

Nous donnerons maintenant un exemple de surface rationnelle de rang zéro obtenue à
partir de neuf points distincts. Puisque son rang est zéro, ces points sont en position très
spéciale.

Exemple 4.2.9. Cet exemple m’a été communiqué oralement par Masato Kuwata. Il s’ap-
pelle cubique de Hurwitz.

Nous donnerons une construction d’une surface elliptique, dont le rang du groupe de
Mordell-Weil de la fibre générique est égal à zéro, obtenue à partir de l’éclatement de neuf
points distincts dans P2(k), où k = Q[e

2iπ
6 ].

Soient F : x3 + y3 + z3 = 0 et G : 3xyz = 0. L’intersection de F et G est donnée par les
points {P1, ..., P9} où P1 = (1 : −1 : 0), P2 = (e

2iπ
6 : e

4iπ
6 : 0), P3 = (1 : e

2iπ
6 : 0) et P4, ..., P9

sont donnés par des permutations des coordonnées des P1, P2 et P3.
La surface elliptique obtenue à partir de l’éclatement de ces neuf points a pour fibre

générique
Eη : x3 + y3 + z3 − 3xyzt = 0 sur k(t).

Ses fibres mauvaises sont toutes de type I3, dont deux sont définies sur Q et les deux
autres sur un corps quadratique. Une application simple de la formule de Shioda-Tate montre
que le rang du groupe de Mordell-Weil sur k̄, et donc sur k, est nul. Il suit de la classification
des fibres possibles, dans une surface elliptique rationnelle faite par Persson dans [38], que
le groupe de Mordell-Weil sur k̄ est isomorphe à Z

3Z
× Z

3Z
.

4.3 Configuration des fibres

Les possibles configurations des fibres spéciales dans le modèle minimal d’une courbe
elliptique ont été étudiés d’abord par Kodaira et par Néron qui les ont classifiées.

Supposons π : E → B surface elliptique minimale définie sur le corps de nombres k. Le
groupe de Galois G = Gal(k̄|k) agit sur l’ensemble de fibres de π en préservant, bien sûr, le
type de fibre. Ceci nous permet de conclure, par exemple, que si les mauvaises fibres sont
chacune d’un type différent, alors elles sont forcément globalement définies sur le corps k.

Le tableau ci-dessus exhibe les possibles configurations et leurs dessins. Pour un traite-
ment plus detaillé voir [51].
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I_0 I_n
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1
1

1
1

1
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II III IV I_0*

Dessin

(les chiffres
indiquent la
multiplicité
des composantes)

n= nombre de
composantes irred.

1 n

1 1 1

1 1

1 2

1

1

1

1

Dessin

(les chiffres
indiquent la
multiplicité
des composantes)

I_n* IV* III* II*

...

1

1
2

2

2

2
1

1

3 2

2

2

1

1

1

4

3
2

1

2

3
2

1 2

4
6

3

5

4

3 2
1

Configuration des fibres

Symb. de Kodaira

Symb. de Kodaira

nomb. de comp.
  irreductibles

ord (Discrim.)

ord (Discrim.)

0 n 2 3 4 6

6+n 8 9 10

5+n 7 8 9

1 2 3 5

Fig. 4.4 – Tableau 1- Configurations possibles
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Chapitre 5

Construction des pinceaux de

cubiques de rang de Mordell-Weil

cinq

5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous travaillerons sur un corps algébriquement clos.
Nous construirons des pinceaux de cubiques tels que la surface elliptique rationnelle

induite est de rang générique cinq. Nous montrerons que 1) ces contructions donnent toutes
les surfaces rationnelles dont le rang du groupe de Mordell-Weil est égal à cinq ; 2) un sous-
ensemble des points de base suffit pour "engendrer" tout le groupe de Mordell-Weil (si r = 8,
Manin [26] a montré que les courbes exceptionnelles obtenues via l’éclatement des points de
base engendrent un sous-groupe d’indice trois dans le groupe de Mordell- Weil).

Les cas où le rang est ≥ 6 ont déjà été traités (r=8 a été considéré par Shioda [48] et
r=6,7 par Fusi dans [13] ). A partir de r ≤ 4 la torsion peut être non triviale. Plus petit est
le rang, plus grand est le nombre de constructions possibles. Le cas r = 5 a été choisi ici car
c’est le plus grand rang non encore traité.

Nous énonçons maintenant la partie r = 5 du théorème sur les configurations possibles
du réseau de Mordell-Weil d’une surface elliptique rationnelle démontré dans [37].

Théorème 5.1.1 (Oguiso-Shioda). Soit E une surface elliptique rationnelle dont le rang
du groupe de Mordell-Weil est égal à cinq. Alors le réseau de Mordell-Weil E(k), le réseau
"étroit" E0(k) et le réseau trivial T figurent dans la liste suivante :

a) E(k) = D∗
5, E0(k) = D5 et T = A3.

b) E(k) = A∗
5, E0(k) = A5 et T = A1 ⊕ A2.

c) E(k) = D∗
4 ⊕ A∗

1, E0(k) = D4 ⊕ A1 et T = A⊗3
1 .

où An et Dn désignent les réseaux de racines (cf. [6, Chap. 6])

Nous rappellons que le réseau "étroit" E0(K) est le sous-réseau du réseau de Mordell-
Weil donné par les éléments qui intersectent la composante neutre Θv,0 (celle qui intersecte
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la section neutre) des fibres, et le réseau trivial est un sous-réseau du réseau de Néron-Severi
qui décrit la contribution des composantes (qui n’intersectent pas la section neutre) des
fibres.

Par la formule de Shioda-Tate (voir sous-section 1.3.4), une surface elliptique rationnelle
de rang cinq peut avoir :

i) une seule fibre réductible forcément de type I4 ( cas a)),
ii) deux fibres réductibles une de type III ou I2 et l’autre de type IV ou I3 (cas b)), ou
iii) trois fibres réductibles de type III ou I2 (cas c)).
Nous déterminons quels sont les pinceaux qui induisent chaque type de configuration en

haut.

5.2 Constructions

5.2.1 Une seule fibre réductible

Nous traitons dans cette sous-section le cas a) du théorème 5.1.1. Nous construirons des
surfaces elliptiques rationnelles de rang cinq dont le réseau de Mordell-Weil est isomorphe à
D∗

5.
Pour avoir une fibre de type I4 à partir d’un pinceau de cubiques Λa dans P2, nous devons

éclater un point de P2 qui est point singulier d’une unique cubique du pinceau. Puisque la
mauvaise fibre est de type multiplicatif le membre singulier du pinceau est donné par l’une
des cubiques singulières suivantes :

a1) une cubique nodale telle que le noeud est un point de base avec multiplicité 4.
a2) une conique avec une droite non tangente telle que chaque point d’intersection est

un point de base avec multiplicité 2.
a3) une conique avec une droite telle qu’un point d’intersection est point de base avec

multiplicité 3 et l’autre point d’intersection n’est pas un point de base.
a4) Trois droites non concourantes telles qu’un des points d’intersection est un point de

base avec multiplicité 2 et les autres ne sont pas des points de base.

Construction a4)
Soient C1 une cubique non singulière et l1 une droite qu’intersecte C1 en trois points

distincts p0, p1, p2. Prenons une droite l2 passant par p0 qui intersecte C1 en deux autres
points distincts p3, p4, et une droite l3 qui intersecte C1 dans trois autres points p5, p6, p7

tels qu’il n’y a pas d’autre triplet de points colinéaires parmi les points p0, ..., p7.
Considérons le pinceau de cubiques Λa engendré par C1 et C2 = l1 ∪ l2 ∪ l3. La cubique

C2 est le seul membre réductible d’après les hypothèses sur la configuration des points. Le
point p0 est l’unique point de base de multiplicité supérieure à un du pinceau. L’éclatement
de ce point produit une fibre de type I4.

Soient Pi la courbe exceptionnelle de l’éclatement de pi et P̃i son image dans E(k).
Nous calculons maintenant l’accouplement de la hauteur des P̃i. Pour cela nous utiliserons

les formules fournies dans la sous-section 1.2.5.
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L’unique fibre mauvaise est de type I4, sa contribution à < P,P > est donc :

contr(P ) =
3

4
, si P rencontre la composante Θ1 ou Θ3

ou
contr(P ) = 1, si P rencontre la composante Θ2.

Pour < P,Q > tels que P rencontre Θi et Q rencontre Θj avec i ≤ j, la contribuition
est donnée par

i(4 − j)

4
.

Calculons < P1, P1 > : le point p1 appartient à l1. Puisque p0, le point correspondant à
la section neutre, appartient à cette droite aussi la section induite par P1 intersectera soit
Θ1, soit Θ3, donc

contr(P1) =
3

4
.

La caractéristique d’Euler, χ, d’une surface rationnelle est 1, l’auto-intersection d’une section
est −1 nous avons donc :

< P1, P1 >= χ − (P1.P1) − contr(P1) = 1 − (−1) − 3

4
=

5

4
.

Le même type de calcul pour les autres Pi nous donne :

(5.1)

< Pi, Pi >=

{

5/4 si i = 1, 2, 3, 4
1 si i = 5, 6, 7

< Pi, Pj >=























1/4 si i = 1, j = 2 ou i 6= j = 3, 4
3/4 si i = 1, 2, j = 3, 4
1/2 i = 1, 2, j = 5, 6, 7 ou

i = 5, 6, 7, j = 3, 4
0 i 6= j = 5, 6, 7

Le sous-réseau du réseau de Mordell-Weil E(K) engendré par P2, P3, P4, P5, P6 est d’indice
fini. Sa matrice d’intersection est la suivante :

(5.2) A =













5/4 3/4 3/4 1/2 1/2
3/4 5/4 1/4 1/2 1/2
3/4 1/4 5/4 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1 0
1/2 1/2 1/2 0 1













Le déterminant de cette matrice est égal à 1/4 = det(D∗
5). Ce qui implique que l’indice

de < P2, ..., P6 > dans E(K) = D∗
5 est un, il engendre donc tout le réseau de Mordell-Weil.

Remarque 5.2.1. Des transformations birationnelles ramènent le cas ai) au cas aj) pour
i, j ∈ {1, 2, 3, 4}. Montrons comment passer de a3) à a4) et vice-versa :
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Soient Q la conique et l la droite en a3). Soit p0 le point de base dans l ∩ Q avec
multiplicité trois. Supposons que la conique Q est tangente aux cubiques du pinceau en p0

et que la droite l les coupe transversalement en ce point. Soient p1, p2 les autres points de
base dans la droite l et p3, ..., p6 les points de base dans Q. Soit P7 la transformée propre en
S (par l’éclatement des pi’s avec ses multiplicités dans P2) de la droite qui relie p3 et p4. Soit
E0 la (−2)-courbe au dessus de p0 ; en contractant P0, E0 devient une (−1)-courbe qui l’on
contractera pour obtenir une surface S′. Les images des courbes P1, ..., P7 ne s’intersectent
pas, en les contractant nous obtenons P2 et les images des fibres de la fibration dans S
forment un pinceau comme en a4).

Réciproquement, si l’on considère la construction a4) le point p0 est un point de base
double. Ceci implique qu’il y a deux courbes au dessus de ce point après son éclatement, une
(−1)-courbe P0 et une (−2)-courbe P ′

0. On prendra S′ obtenue à partir de S en contractant
P0 et en suite P ′

0 (qui devient une (−1)-courbe après la contraction de P0). Soit Ei la trans-
formée propre dans S′ de la droite qui relie pi à p5. Soit L la transformée propre de la droite
l1 dans S′. L’ensemble {E1, E2, P3, P4, P6, P7, L} est constituée de courbes exceptionnelles
qui ne s’intersectent pas. En les contractant on obtient P2 et les images des fibres forment
un pinceau de cubiques comme celui en a3).

Nous démontrons maintenant que toute surface qui satisfait a) dans le théorème 5.1.1
est obtenue par la construction a4).

Théorème 5.2.2. Soit S une surface elliptique rationnelle de rang 5 et E(K) ≃ D∗
5. Alors

S est induite par un pinceau Λa comme dans la construction a4).

Démonstration : Puisque S peut être vue comme l’éclatement de P2 en neuf points et
chaque éclatement d’un point différent engendre une section dans le groupe de Mordell-Weil,
nous avons les possibilités suivantes pour S :

a) P2 éclaté en neuf points distincts.
b) P2 éclaté en neuf points, dont deux sont infiniment proches.
c) P2 éclaté en neuf points, dont deux sont infiniment proches de deux autres.
d) P2 éclaté en neuf points, dont trois sont infiniment proches d’un autre.

Nous vérifierons que le cas a) ne se produit pas. Tous les membres de Λ sont irréductibles,
sauf celui qui détermine la fibre de type I4. Pour obtenir ce type de fibre nous devons soit
éclater une singularité nodale quatre fois, soit éclater une intersection non tangente d’une
conique et une cubique trois fois, soit un point singulier, placé dans le somet d’un triangle,
deux fois. Puisque les neuf points sont tous distincts chacun est éclaté une seule fois, mais
on a vu ici qu’un point devra être éclaté au moins deux fois pour produire la fibre I4.

Dans le cas b) le pinceau a huit points distincts, dont un est un point double, disons p0.
Par le paragraphe précédent Λ a un seul membre réductible qui est donné par trois droites
non concourantes. Puisque Λ n’a pas d’autres membres réductibles, il n’y a pas une autre
configuration où les points de base sont colinéaires (trois points sont colinéaires seulement
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s’ils sont dans la même composante d’une fibre). Donc Λ est comme en construction a4).

Dans le cas c) le pinceau a sept points de base, dont deux sont des points doubles. L’unique
membre irréductible Λ est donné donc par l’union d’une droite et une conique. Une transfor-
mation de Cremona change ce pinceau en un pinceau comme en b), donc il peut être obtenu
à partir de la construction a4).

Finalement, le cas d). Le pinceau a six points de base, dont un est un point où ses membres
s’intersectent avec multiplicité quatre. Tous les membres du pinceau sont irréductibles, sauf
celui qui détermine la fibre de type I4. Puisque la fibre est de type multiplicatif le premier
paragraphe de la démonstration implique que ce membre est une cubique nodale. Donc, le
pinceau Λ provient, après une transformation de Cremona, d’un pinceau comme dans la
construction a4).

5.2.2 Deux fibres réductibles

Dans cette sous-section nous traitons le cas b) du théorème 5.1.1 en construisant des
surfaces rationnelles dont le rang du groupe de Mordell-Weil est cinq et la fibration a deux
fibres mauvaises réductibles. Il suit du théorème 5.1.1 que le réseau de Mordell-Weil d’une
telle surface est isomorphe à A∗

5.
Une fibre réductible aura deux composantes irréductibles (type I2 ou III), et l’autre en

aura trois (type I3 ou IV ).
Nous donnerons la construction de (III, IV ).
Construction 2a) Soit Q une conique irréductible et l une droite tangente à Q en p.

Soit l1 une droite intersectant l en un point p0 6= p telle que Q ∩ l1 = {p1, p2}. Prenons
l2 une droite telle que l2 ∩ l = {p3 6= p} et l2 ∩ Q = {p4, p5}. Finalement prenons l3 une
droite concourante à l1 et l2 telle que l3 ∩ l = {p6 6= p} et l3 ∩ Q = {p7, p8}. Puisque Q
est irréductible il n’existe pas d’autre droite contenant trois des points {p0, ..., p8}, de plus
aucune autre conique ne contient six parmi les huit points, puisque ceci impliquerait qu’elle
contient toute une droite. Le pinceau de cubiques passant par p0, ..., p8 a seulement deux
membres réductibles, donnés par C1 = l∪Q et C2 = l1∪ l2∪ l3. Les neuf points de base sont
distincts donc la multiplicité d’intersection de deux cubiques distinctes du pinceau dans un
de ces points est un –aucun de ces points est point de base multiple.

La surface elliptique rationnelle obtenue par l’éclatement de ces neuf points a deux fibres
réductibles données par C1 (type III) et C2 (type IV ).

Notons P̃i l’image dans le groupe de Mordell-Weil de la courbe exceptionnelle obtenue
par l’éclatement de pi. Nous allons montrer que {P̃2, P̃4, P̃6, P̃7, P̃8} engendre le groupe de
Mordell-Weil entier et pas seulement un sous-réseau d’indice fini. L’accouplement de la hau-
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teur et la matrice des générateurs sont donnés ci par :

< P̃i, P̃i >=















3/2 si i = 1
5/6 si i = 3, 6

2 si i = 2
4/3 si i = 4, 5, 7, 8

< P̃i, P̃j >i6=j=







































1/2 si i = 1, j = 3, 6
1 si i = 1, j 6= 3, 6; i = 2

1/3 si i = 3, 4, 5,
j = 4, 5; i = 6, 7, 8, j = 7, 8

2/3 si i = 3, j = 7; i = 6,
j = 4, 5; i = 5, j = 7

1/6 si i = 3, j = 6

Voici en détail le calcul de < P̃4, P̃4 > :
Soient Θv la fibre de type III et Θw celle de type IV . Puisque P4 n’intersecte pas la

composante neutre d’aucune de ces fibres, les contributions des fibres en P̃4 sont :

contrv(P4) =
1

2
et contrw(P4) =

2

3
.

La caractéristique d’Euler de S est égal à un, et (P4.P4) = −1. L’équation 1.1 pour
P = Q = P̃4 nous donne :

< P̃4, P̃4 >= 1 + 0 + 0 − (−1) − 1

2
− 2

3
=

5

6
.

Voici la matrice d’intersection :

(5.3) B =













2 1 1 1 1
1 4/3 2/3 2/3 2/3
1 2/3 5/6 1/3 1/3
1 2/3 1/3 4/3 1/3
1 2/3 1/3 1/3 4/3













Puisque det(B) = 1/6 = det(A∗
5), l’ensemble {P̃2, P̃4, P̃6, P̃7, P̃8} constitue une base pour le

réseau de Mordell-Weil E(K) ≃ A∗
5.

Construction 2b) (I2, IV ) : Pour construire une fibre de type I2 on peut prendre l non
tangente à la conique Q.

Construction 2c) (III, I3) : Pour une fibre de type I3 il suffit de prendre les droites li
non concourantes.

Construction 2d) (I2, I3) : Prennons les droites li non concourantes et la droite l non tan-
gente à la conique Q.

Il y a d’autres configurations qui induisent les mêmes types de fibres, mais elles peuvent
toutes être ramenées à l’une des constructions 2a−d après une transformation de Cremona :
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i) Nous pouvons remplacer les trois droites concourantes par une conique R et une droite m
tangente à R de façon que R∩Q ait quatre points (dont l’un est un point dans l’intersection
l∩Q et le point de tangence R∩m n’est pas un point de base i.e n’appartient pas à l ou à Q).

ii) Nous pourrions aussi remplacer les trois droites concourantes par une cubique cuspi-
dale à laquelle l est tangente en son point singulier. Dans ce cas il y a deux point infiniment
proches du même point.

Théorème 5.2.3. Soit S une surface elliptique rationnelle dont le groupe de Mordell- Weil
est de rang cinq et S(K) ≃ A∗

5. Alors S peut être obtenue par l’une des constructions 2a),
2b), 2c) or 2d).

Démonstration : La surface S est isomorphe à P2 éclaté en neuf points dont la confi-
guration est l’une des suivantes :

a) Les neuf points sont distincts,
b) L’un des points est infiniment proche d’un autre.
c) Il y a deux couples de points infiniment proches.
d) Trois points sont infiniment proches d’un même point.

Dans le cas a) puisque les points sont distincts et il existe deux fibres réductibles, les points
ne sont pas en position générale. Les fibres réductibles sont de type I2, I3, III ou IV , l’une de
deux ayant deux composantes et l’autre trois. Ceci implique que six points appartiennent à
une conique et il existe quatre droites différentes, chacune passant par trois points et aucune
autre droite ou conique contenant trois, respectivement six points. Le pinceau qui induit E

peut être obtenu via l’une des constructions 2a),..., 2d).

Dans le cas b) les points ne sont pas en position générale non plus ; ceci impliquerait un rang
plus élévé. Puisqu’on a deux mauvaises fibres, au moins l’une des cubiques du pinceau est
réductible, en étant soit une conique unie à une droite, soit trois droites. Le point double est
soit le point singulier d’une cubique nodale (ce qui donne une fibre de type I2) ou cuspidale
(ce qui donne une fibre de type III), soit le point d’intersection d’une conique et d’une
droite (en donnant une fibre de type IV si elles sont tangentes, ou de type I3 sinon). Donc il
est possible, via des transformations de Cremona, d’obtenir une des constructions 2a),...,2d).

Dans le cas c) nous avons deux points doubles ; l’un est forcément la singularité d’une cu-
bique nodale ou cuspidale, et l’autre est dans l’intersection d’une conique et une droite. Une
transformation de Cremona nous ramène au cas précédent, donc les constructions 2a),...,
2d) sont suffisantes pour traiter ce cas.

Finalement, dans le cas d) le point triple est forcément le point singulier d’une cubique.
Après les trois éclatements nous obtenons une fibre de type I3 (si la cubique est nodale) ou
IV (si elle est cuspidale). Le pinceau a un unique membre réductible qui est donc à l’origine
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de la fibre à deux composantes. Deux transformations de Cremona nous ramènent au cas
b).

5.2.3 Trois fibres réductibles

Dans ce cas chaque fibre réductible a deux composantes. Toutes les combinaisons de I2

et III sont possibles.

Construction 3a) : Soient Q1, Q2 et Q3 trois coniques irréductibles dans P2 telles que Qi∩Qj

a quatre points distincts et Qi ∩Qj ∩Qk a trois points distincts : Q1 ∩Q2 = {p1, p2, p3, p4},
Q1 ∩ Q3 = {p1, p2, p3, p5}, Q2 ∩ Q3 = {p1, p2, p3, p6} et donc Q1 ∩ Q2 ∩ Q3 = {p1, p2, p3}.
Considérons le pinceau de droites l2,u passant par le point p5. Chaque droite l2,u coupe Q1 en
p5 et en un deuxième point p9,u et Q3 en p5 et en un deuxième point p8,u. Soient l1,u la droite
passant par p6 et p8,u et l3,u la droite passant par p4 et p9,u. Posons l1,u ∩Q2 = {p6, p7,u} et
prenons u0 tel que p7,u0

∈ l3,u0
. Notons pi,u0

= pi, i = 7, 8, 9.
Les cubiques Cj = Qj ∪ lj , j = 1, 2, 3 passent par p1, ..., p9 et sont les uniques cubiques

singulières dans le pinceau de cubiques par ces neuf points. La surface elliptique obtenue
à partir de l’éclatement de ces points a trois fibres réductibles de type I2 ou III selon
l’intersection de lj et Qj .

Notons Pi la courbe exceptionnelle au dessus du point pi. Prenons P1 pour élément
neutre du groupe de Mordell-Weil. Les courbes P2, P3, P4, P7, P8 engendrent un sous-réseau
du réseau de Mordell-Weil dont le déterminant est égal à celui de D∗

4 ⊕A∗
1 ; elles engendrent

donc tout le groupe de Mordell-Weil. Voici les calculs des hauteurs associées à ces points :
Soient Θu la fibre donnée par Q1∪l1, Θv celle donnée par Q2∪l2 et Θw donnée par Q3∪l3.

Pour i = 4 et j = 7, les sections données par P4 et P7 intersectent la même composante de
Θv et des composantes distinctes de Θu et Θw. La table de la sous-section 1.2.5 donne :

contru(P4, P7) = contrw(P4, P7) = 0 et contrv(P4, P7) =
1

2
.

La formule 1.1 pour P4 et P7 :

< P4, P7 >= 1 + 0 + 0 − 0 − 0 − 1

2
− 0 =

1

2
.

La matrice associée :

< Pi, Pi >=







2 si i = 2, 3
3/2 si i = 4

1 si i = 7, 8
< P̃i, P̃j >i6=j=

{

1 si i = 2, 3j = 2, 3, 4, 7, 8
1/2 si i, j = 4, 7, 8

La matrice des générateurs est donnée par C, son déterminant est 1/8 et donc égal à det(D∗
4⊕
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A∗
1) = (1/4)(1/2).

(5.4) C =













2 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 3/2 1/2 1/2
1 1 1/2 1 1/2
1 1 1/2 1/2 1













Théorème 5.2.4. Soit S une surface elliptique rationnelle dont le rang du groupe de Mordell-
Weil est égal à cinq et E(K) ≃ D∗

4 ⊕ A∗
1. Alors S provient d’un pinceau comme dans les

constructions 3a), 3b), 3c) ou 3d).

Démonstration : Comme on a fait dans les démonstrations précédentes, nous considé-
rerons les configurations possibles des points de base d’un pinceau qui induit la surface E .
Elles sont les suivantes :

a) les neuf points sont distincts,
b) l’un des points est infiniment proche d’un autre.
c) deux des points sont infiniment proche d’un troisième,
d) il y a deux couples de points infiniment proches,
e) trois points sont infiniment proches d’un quatrième,
f) deux des points sont infiniment proches d’un même point et un quatrième point est

infiniment proche d’un cinquième,
g) il y a trois couples de points infiniment proches.

Dans le cas a), les neuf points étant distincts, leur éclatement ne contribue pas à des compo-
santes dans les fibres. Ceci implique que le pinceau de cubiques qui induit E a forcément trois
cubiques à deux composantes, l’une étant une droite et l’autre une conique. Puisque ce sont
les seules mauvaises fibres, l’union des droites ne contient pas tous les neuf points, ni l’union
d’une conique Qj et d’une droite li avec i 6= j. De l’autre côté, nous avons #(li ∩Qj) = 1 ou
2. S’il y a un seul point dans l’intersection alors puisque chaque droite contient trois points
de base, l’intersection li ∩ lj contiendra forcément deux points, ce qui implique li = lj . Donc
li∩Qj contient deux points de base ce qui implique que Qi intersecte Qj en quatre points de
base. Ceci nous permet de conclure que ce pinceau est donnée par une construction comme
celle faite en 3a).

Dans le cas b) nous avons huit points distincts. Le pinceau a forcément un membre irréduc-
tible singulier, dont la singularité est un des points de base. Il n’y a pas d’autres cubiques
singulières comme celle-là (puisque ceci impliquerait un deuxième point de base multiple).
Les deux autres mauvaises fibres proviennent donc des cubiques réductibles (l’union d’une
droite et une conique). Une transformation de Cremona nous ramène au cas précédent.

Maintenant nous traiterons les cas c) et d) simultanément puisque les deux impliquent
que le pinceau a sept points de base distincts. Vu que les mauvaises fibres n’ont pas plus
de deux composantes, le cas c) ne se produit pas parce que l’éclatement d’un point triple
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contribue à deux composantes de plus. Dans le cas d), les deux points multiples doivent être
des singularités de cubiques. Une transformation de Cremona nous ramène au cas b).

Les cas e) et f) ne sont pas possibles pour les mêmes raisons que le cas c) ne l’est pas.
Dans le cas g) le pinceau n’a aucun membre réductible. Les trois points multiples sont des
singularités de cubiques. Deux transformations de Cremona nous ramènent au cas b) qui est
traité par la construction 3a).

Remarque 5.2.5. Comme dans l’article [13], les courbes exceptionnelles obtenues à partir
de l’éclatement des points de base vont engendrer le groupe de Mordell-Weil entier et pas
seulement un sous-groupe d’indice trois comme dans le cas où le rang générique est huit.
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Chapitre 6

Le signe de l’équation fonctionnelle

Introduction

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. On peut lui associer un
signe W (E|K) de façon intrinsèque (voir par exemple [41]), indépendamment des conjec-
tures, via le produit des signes locaux Wv(E|K) = ±1.

Une version de la conjecture de parité peut s’énoncer ainsi

Conjecture 6.0.6. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. Soit r
le rang du groupe de Mordell-Weil E(K). Alors

W (E|K) = (−1)r.

Quand E est définie sur Q on sait depuis A. Wiles qu’elle est modulaire et que W (E|K)
est le signe de l’équation fonctionnelle de la fonction L(E, s) ; en particulier

W (E|Q) = (−1)ords=1L(E,s).

La conjecture de parité équivaut dans ce cas à la congruence

ords=1L(E, s) ≡ rangE(Q) mod 2

qui est une forme affaiblie de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Puisque la plupart des enoncés est encore conjecturale sur un corps de nombres quel-

conque, nous nous placerons sur Q pendant la première section de ce chapitre. Pour une
exposition plus detaillé sur les propriétés du signe W sur Q, notamment pour les familles
de courbes elliptiques définies sur Q, le lecteur pourra consulter le travail de Rohrlich [41].
La théorie sur un corps de nombres quelconque est abordée par Helfgott dans [19] et [18].

Soit maintenant π : E → B une surface elliptique définie sur Q et U ⊆ B un ouvert
au-dessus duquel EU est un schéma abélien. Notons

U+(Q) = {t ∈ U(Q);W (Et) = 1}
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U−(Q) = {t ∈ U(Q);W (Et) = −1}.
modulo la conjecture de parité on a aussi

U+(Q) = {t ∈ U(Q); rangE(Q) est pair}

U−(Q) = {t ∈ U(Q); rangE(Q) est impair}.
Ainsi, toujours modulo la conjecture de parité, on sait que si rangE(Q(B)) est pair (resp.

impair) et U−(Q) est infini (resp. U+(Q) est infini) alors il existe une infinité de t ∈ U(Q)
tels que

rangEt(Q) ≥ rangE (Q(B)) + 1.

Divers auteurs ont établi des résultats sur U+(Q) et U−(Q) sous diverses conditions ou
en admettant des conjectures classiques.

Les deux sections suivantes exposent ces résultats selon le genre de la courbe B et
les combinent avec les résultats obtenus dans les chapitres précédents afin d’obtenir des
meilleures bornes inférieures pour le rang d’une infinité de fibres d’une surface elliptique.

6.1 Base rationnelle

Les hypothèses nécessaires pour démontrer des résultats sur la variation du signe dé-
pendent des types des fibres singulières.

6.1.1 Fibration sans fibres multiplicatives

Si la surface n’a pas de fibres multiplicatives alors [23] et [18] démontrent, en particulier,
que les ensembles U+(Q) et U−(Q) sont infinis en supposant la conjecture sur le square free
sieve. Nous l’énonçons pour le confort du lecteur.

Conjecture 6.1.1. Soit f ∈ Z[X] un polynôme en une variable sans facteur carré et A ≥ 1.
Alors

♯{n ∈ [1, A]|f(n) est sans facteur carré } = CfA + o(A)

où

Cf =
∏

p

(1 − rf (p)

p2
) avec rf (p) = ♯{x mod p2|f(x) ≡ 0 mod p2}.

Une formulation équivalente et souvent utilisée est la suivante :

Conjecture 6.1.2. Soit f ∈ Z[X] sans facteurs carrés, alors

♯{x ∈ [1, A];∃ p >
√

A, p2|f(x)} = o(A).

Nous devons mentionner aussi la conjecture homogène.
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Conjecture 6.1.3. Soit f ∈ Z[X,Y ] un polynôme homogène sans facteur carré. Alors

♯{(x, y) ∈ Z2, |x|, |y| ≤ A; f(x, y) est sans facteur carré } = Cf (2A2) + o(A2).

où

Cf =
∏

p

(1 − rf (p)

p4
) avec rf (p) = ♯{(x, y) mod p2|f(x, y) ≡ 0 mod p2}.

et sa formulation équivalente

Conjecture 6.1.4. Sous les mêmes hypothèses

♯{(x, y) ∈ Z2, |x|, |y| ≤ A;∃ p tel que p > A, p2|f(x, y)} = o(A2).

La conjecture 6.1.3 a été démontrée par Greaves pour degirr(P ) ≤ 6 où degirr représente
le maximum des degrés des facteurs irréductibles.

En supposant la conjecture 6.1.3 le résultat [19, Theorem 6.3] décrit la valeur moyenne
du signe associé à E comme un produit compris strictement entre −1 et 1. Un corollaire
immédiat de son résultat est donc le suivant :

Théorème 6.1.5 (modulo la conjecture Square free sieve). Soit E → B ≃ P1 une surface
elliptique non isotriviale définie sur Q sans fibres multiplicatives. Alors U+(Q) et U−(Q)
sont infinis.

Un résultat inconditionnel dans ce contexte a été démontré par Manduchi dans [23].
Théorème M [23, Theorem 1] : Soit E une surface elliptique sur Q fibrée sur P1 et
d’invariant j(t) ∈ Q(t) non constant. Soient c4(t), c6(t) ∈ Q[t]. Supposons que les assertions
suivantes sont vérifiées :
(1) Les facteurs irréductibles sur Z du numérateur et du dénominateur de j(t) et j(t)−1728
sont de degré inférieur ou égal à 6.
(2) Si x ∈ P1(C) est pôle de j(t), alors ordxc4(t) 6= ordxc6(t)(mod2).
Alors, U+(Q) et U−(Q) sont denses dans R.

Remarque 6.1.6. L’hypothèse j(t) /∈ Q est indispensable comme l’ont montré Cassels et
Schinzel sur des exemples dans [7].

6.1.2 Fibrations avec fibres multiplicatives

Dans [18] Helfgott admet l’existence de places où la réduction est multiplicative. Pour
obtenir des résultats similaires sur U+(Q) et U−(Q) il a dû supposer la validité d’une conjec-
ture de Chowla sur la fonction λ de Liouville.

Conjecture 6.1.7. Soit P ∈ Z[x, y] polynôme homogène différent de cQ2(x, y), pour c ∈ Z

et Q ∈ Z[x, y]. Alors f(x, y) = λ(P (x, y)) satisfait :

limN→∞
1

♯{(S ∩ L ∩ [−N,N ]2)}
∑

(x,y)∈S∩L∩[−N,N ]2

f(x, y) = 0,
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pour tout choix de secteur S ⊂ R2 et de réseau L dans Z2. La fonction λ est celle de Liouville
donnée par λ(0) = 0 et λ(n) =

∏

p|n(−1)vp(n) si n 6= 0.

La conjecture 6.1.7 est connue dans le cas deg(P ) ≤ 2 (de la Vallée- Poussin) et a été
démontré, récemment, pour deg(P ) = 3 par Helfgott dans sa thèse de doctorat.

Ainsi comme dans la sous-section précédente il y a des résultats conditionnels et incon-
ditionnels. Puisque nous ne nous intéressons qu’au nombre de points dans U−(K) et U+(K),
nous n’énoncerons pas les résultats, mais ses corollaires.

Théorème 6.1.8. (Helfgott– modulo les conjectures 6.1.3 et 6.1.7) Soit E → B ≃ P1

une surface elliptique définie sur Q, avec au moins une fibre multiplicative. Alors U+(Q) et
U−(Q) sont infinis.

Dans [18, Chap. 1 ] Helfgott définit les polynômes suivants :
B′

E
le polynôme donné par les places de réduction potentiellement multiplicative

B′
E (x, y) =

∏

E a réd. pot. mult. en v

Pv(x, y),

et ME est celui donné par les places de réduction multiplicative

ME (x, y) =
∏

E a réd. mult. en v

Pv(x, y),

où Pv = x si v est la place deg(den) − deg(num) et Pv(x, y) = xdeg(Q)Q( y
x) si v est la place

donnée par le polynôme irréductible primitif Q ∈ Z[t].
En considérant les cas où les conjectures ont été démontrées il a obtenu l’énoncé incon-

ditionnel suivant :

Théorème H [18, Theorem 1.4’] : Soit E une famille non constante de courbes elliptiques
sur Q en une variable. Supposons degirrB

′
E
≤ 6 et 1 ≤ degME ≤ 3. Alors W (E (t)) est de

moyenne nulle sur Q.

Le terme moyenne nulle ne sera pas expliqué ici parce que nous avons seulement besoin
que le signe varie une infinité de fois.

Ces résultats combinés avec le théorème 0.2.3 et avec les résultats de la prochaine sous-
section nous permettent de formuler une version conjecturale mais plus complète du théo-
rème 0.2.8.

Théorème 6.1.9 (modulo les conjectures 6.0.6, 6.1.3 et 6.1.7). Soit E → B une surface
elliptique rationnelle non isotriviale définie sur Q telle que son modèle minimal sur Q n’est
pas une surface de del Pezzo de degré un. Alors

#{t ∈ B(K); rt ≥ r + 2} = ∞.
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Remarque 6.1.10. Dans certains cas la combinaison des résultats nous permet de donner
une meilleure borne inférieure pour le rang d’une infinité de fibres. Ceci sera observé dans
les exemples.

6.1.3 Exemples

Nous aurons toujours besoin de la conjecture 6.0.6 pour les exemples qui suivent.

Exemple 6.1.11. Une combinaison des théorèmes 0.2.3 et M

Nous considérons l’exemple traité par Manduchi dans [23, Sec. 4]. Soit E la surface
elliptique minimale dont l’équation de la fibre générique est :

E : −Y 2 = 4X3 − 3t(t − 1)2X − t(t − 1)3.

Par la sous-section 1.2.3 cette surface est rationnelle. Une base pour le groupe de Mordell-
Weil E (C(t)) est :

P1 = (t − 1, 2(t − 1)2);P2 = (−1

2
(t − 1),

i√
2
(t − 1)2).

Le rang de ce groupe est égal à deux. Sur Q on a E (Q(t)) =< P1 >. Donc le rang du
groupe de Mordell-Weil sur Q est égal à un.

Les mauvaises fibres de cette surface sont de type I∗1 , III et II.
Puisqu’elle a une fibre de type I∗1 , le modèle Q-minimal ne peut pas être une surface de

del Pezzo de degré un (une surface avec une telle fibre est obtenue à partir de l’éclatement
de moins de sept points distincts). Elle satisfait donc les hypothèses du théorème 0.2.3.

Soit C → P1 la courbe rationnelle de l’énoncé de ce théorème et d le degré du Q-
morphisme ϕ : C → B = P1, où B est la base de la fibration en question.

Nous pouvons choisir C telle que
1) Le degré d soit inférieur à six (pour chaque modèle minimal nous avons donné des

constructions telle que le degré du morphisme obtenu était inférieur ou égal à cinq).
2) ϕ ne soit pas ramifié au dessus d’une mauvaise fibre, i.e ϕ ne soit pas ramifié au-dessus

de t = 0, 1 et ∞.
La deuxième hypothèse exclut seulement un nombre fini de morphismes.
La surface E ′ = E ×B C a rang générique sur Q au moins deux. Soit ϕ(t) = u(t)

v(t) ,
l’équation de la fibre générique est donnée par :

EC : −Y 2 = 4X3 − 3X
u(t)(u(t) − v(t))2

v(t)3
− u(t)(u(t) − v(t))3

v(t)4
.

Par l’hypothèse sur la ramification de ϕ la surface a d fibres de type I∗1 , d de type III
et d de type II.

Par l’hypothèse 1) on a max(deg(u), deg(v)) ≤ 5.
L’invariant j satisfait :
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j(EC (t)) =
1728u(t)

u(t) − v(t)
.

Les pôles de j(EC(t)) sont donc les racines βi de u(t) − v(t).
Les coefficients c4 et c6 satisfont :

c4(EC(t)) = c
u(t)(u(t) − v(t))2

v(t)3
et c6(EC(t)) = d

u(t)(u(t) − v(t))3

v(t)4
,

où c, d ∈ Q.
Puisque, par hypothèse, ϕ ne se ramifie pas au dessus de 1, les racines de u(t)−v(t) sont

toutes simples.
Soit β est une racine de u(t) − v(t) alors

ordβ(c4) = 2 et ordβ(c6) = 3.

Puisque d ≤ 6 la surface E ′ satisfait les hypothèses du théorème M . Notons r′ son rang
générique sur Q et r le rang générique de E . Donc en supposant la conjecture de parité on a

#{t ∈ P1(Q); r′t ≥ r′ + 1} = ∞.

Ce qui implique

#{t ∈ P1(Q); rt ≥ r + 2} = ∞.

Bien sûr que si nous ne supposons pas la conjecture de parité les bornes en haut restent
valables pour le rang analytique.

Nous n’avons pas appliqué le théorème 0.2.8 ni le théorème 0.2.9 parce que nous ne
connaissons pas le modèle Q-minimal de E .

Exemple 6.1.12. Rang plus sept sur une extension finie k′|Q, rang plus deux sur

Q - une fibre multiplicative

Soit E0 → B0 une surface elliptique rationnelle définie sur Q avec fibres mauvaises
de type III∗, I1, II (forcément définies sur Q puisqu’elles sont uniques- l’équation : y2 =
x3 − 27tx − 54t donne un exemple de surface avec une telle configuration sur Q). Cette
surface est de rang générique un sur Q par la formule de Shioda-Tate (sous-section 1.3.4).
Considérons un changement de base, défini sur Q, de degré trois totalement ramifié au dessus
de la fibre III∗ (qui dans l’exemple est à l’infini) et au dessus d’une fibre lisse définie sur
Q (si la fibre III∗ est au dessus de ∞ et la fibre lisse au dessus d’un certain a alors le
changement considéré est donné par une équation du type s3 = (t − a)).

Nous obtennons une surface E1 dont les mauvaises fibres sont de type III, 3II, 3I1 (voir
la sous-section 4.1). Cette configuration nous permet de déduire ord(∆E1

) = 12 ce qui nous
garantit que la surface est rationnelle par 1.2.5. Par la formule de Shioda-Tate (voir 1.3.4)
son rang sur Q égal à 7 et donc sur une extension finie k′|Q.

La configuration des mauvaises fibres se traduit en termes des polynômes B′
E

et ME de
la façon suivante :
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i) degME = 3, puisque on a trois fibres multiplicatives de type I1 et
ii) degirrB

′
E
≤ degB′

E
= degME = 3.

Ce qui nous garantit que la surface satisfait les hypothèses du théorème H, et a donc
(modulo la conjecture de parité) une infinité de fibres de rang, sur k′, au moins huit et au
moins trois sur Q. Le théorème 0.2.3 s’applique aussi à la surface E1 en donnant la même
borne inférieure pour le rang des fibres, i.e :

#{t ∈ B0(k
′); rt ≥ rk′ + 7 ≥ 8} = ∞

et
#{t ∈ B0(Q); rt ≥ rQ + 1} = ∞.

Le même type de raisonement peut être appliqué aux surfaces elliptiques rationnelles
définies sur Q dont les fibres mauvaises sont de type (IV ∗, III, I1). Son rang générique sur
Q est un. Pour ces surfaces nous trouverons

#{t ∈ P1(Q); rt ≥ rQ + 1} = ∞
et sur une extension finie convenable k′|k :

#{t ∈ P1(k′); rt ≥ rk′ + 5} = ∞.

6.2 Base elliptique

Beaucoup moins de résultats ont été démontrés dans ce contexte. L’unique résultat connu
[14] traite une conjecture de Lang sur la densité des points L− rationnels, où L est une
extension du corps de nombres k où la surface est définie. Dans leur papier [14] Manduchi
et Grant démontrent (modulo la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer) que si E est une
surface elliptique avec base elliptique et invariant j non constant alors E (L) est Zariski dense
dans E .

Ce résultat ne peut pas être utilisé pour démontrer l’existence d’un nombre infini de
fibres avec un rang supérieur au rang générique plus un (deux ou trois) sur k puisqu’il dé-
montre en réalité l’existence d’un nombre infini de fibres pour lesquelles le signe de l’équation
fonctionnelle est négatif sur une extension finie L|k. Nous pensons que la même méthode
démontre qu’il existe une infinité des fibres dont le signe de l’équation fonctionnelle sur une
extension finie est positif. Nous l’énoncerons sous la forme de conjecture.

Conjecture 6.2.1. Soit E → C une surface elliptique non isotriviale telle que g(C) = 1 et
#C(k) = ∞. Alors U+(k) et U−(k) sont infinis.

En combinant ceci avec les résultats démontrés dans le chapitre 2 nous avons les théo-
rèmes suivants :
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Théorème 6.2.2 (modulo la conjecture 6.2.1 et la conjecture de parité). Soit E → B une
surface elliptique de rang générique r dans R0(k) telle que son modèle minimal n’est pas
isomorphe à une surface de del Pezzo de degré un. Alors l’ensemble

{t ∈ B(k); rt ≥ r + 2}

est infini.

Théorème 6.2.3 (modulo la conjecture 6.2.1 et la conjecture de parité). Soit E → B
une surface elliptique rationnelle de rang générique r définie sur un corps de nombres k qui
satisfait les hypothèses du théorème 0.2.8 ou 0.2.9. Alors l’ensemble

{t ∈ B(k); rt ≥ r + 3}

est infini.

Ce théorème, appliquée aux exemples de Néron et Shioda, fournirait des exemples construits
(géométriquement) de familles de surfaces elliptiques rationnelles avec une infinité de fibres
de rang supérieur ou égal au rang générique plus quatre. Des exemples de surfaces avec
une infinité de fibres de rang supérieur au rang générique plus cinq sont fournis par les
constructions (algébriques) de Mestre et Nagao.
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