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v
NS

erst de irrationaliteit van zekere getallen Waaronder e en 7 en dan de
transcendentije van zekere getallen Waaronder e en 7.

Op de eerste stelling zijn talloze variaties mogelijk.

i . Stelling 9.1. Zij a een natuurlijk getal met ¢ > 1. Zij {n;}

s=1 €en monotoon stijgende rij
etallen z4 dat voor elke K een k bestaat met "e+1—ng > K. Dan is ;’;1 ﬁ
U b

1

Bewijs. Ste] 2o, an

=r/smetrsc Z,(r,s) =1,s > 0.
Kies K 70 dat o

> 2s. Kies k 26 dat n,

—n > K.
Dan volgt
k
ne T 1 o~ ant
s~a"(~—§ —)=s —.
S a™s ai
i=1 I=k+1

In het linkerlid staat een gehee] getal.
In het rechterliq staat een positief getal met

a’k a"x samx 1 1 2sa™*
s(anm toT )< (Lt stz t)< —_—
Dus
2sqa™*
1< ,
< atk+1
" ofwel

28 > gretimne o ok > 2s, een tegenspraak.

Uit bovenstaande stelling volgt dat Z;‘;l a7’
Merk op dat E:’; La”

irrationaal is.
7* rationaal is voor elke t € N,

»8) = 1. Dan volgt

L]

r 1 =\ 1
- —) = ! -
M- X a5
=0 J=s8+4+1
N het linkerlid staat een geheel getal. In het rechterlid staat een positief getal dat als
olgt af te schatten is:
- 1 s! 1 1
! =< It =y - +...
8.4:1]!_(84-1).'( +s+2 (s+2)(s+3) )
J=s
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(1+ 1 n 1 to)= 1 s+2<1
$+2  (s+2)2 " Cs+1 s+1 > C¢N tegenspraak. e

<s+1

Stelling 9.3. Het getal 7 is irrationaa),

Bewijs. Stel 7 — /s met r,s € N,(r,s) =1.
Zij n € N. We definiéren
/(z) = Llemp)
en
Fle) = f(z) - o (2) + .. 4 (=1)" 12" (),
e bewijzen eerst dat
Jy f(z)sinzdz een geheel getal is en
— dan dat de integraal in (0,1) ligt als n groot is.

A(F-5x) =
SX(TT-X),

o T2 T
Schrijf f(z) uit naar machten van z,

Ay 4 a;
flz) = Zgn g Intt 0y, oo 2Rgn
n! n! n!

f®)(0) = %akk! € 2.
Omdat f(r — z) = PR (G T)sz}" = Ailz(r — sz))n = f(z),

geldt f*) (r — z) = (=1)* F®) (2) en dus f¥)(r) € Z voor 0 <k<2n.
Dus F(0) € Z en F(r) € Z. Er geldt

‘% (F'(z) sinz — F(z)cosz) = F"(z)sinz + F(z)sinz = (F"(z) + F(z))sinz = f(z)sin z.
Hieruit volgt

/0" f(z)sinzdz = F'(z)sinz — F(z)cosz/r = F(r)+ F(0) € 2. ;

Anderzijds merken we op dat voor 0 <z < 7 geldt
Z(r — sz) < 7r en dus [f(z)| < A ()" terwijl f(z) >o.
Hieruit volgt

0 </0‘1r f(x)sinz:d:l:S/O’r f(z)dz < Qﬂz:’i

Kies n zo groot dat (mr)"+1 < Dan vinden we enerzijds 0 < fo" f(z)sinzdz < 1 en
anderzijds [ f(z)sin zdz e Z. o

Een getal a heet algebraisch als er een polynoom
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