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1 Dit dictaat

Dit dictaat bestaat uit 2 grote delen en een appendix. Deze delen zijn voorzien
van een eigen paginanummering en inhoudsopgave.

1.1 Deell

Het eerste deel behandelt de lineaire aspecten van projectieve ruimtes. Aan bod
komen o.a. alle benodigde definities, intersectiegedrag, dualiteit en de klassieke
stellingen van Pappos en Desargues.

1.2 Deel 2

Het tweede deel behandelt kwadratische aspecten van projectieve ruimtes: ke-
gelsnedes en kwadrieken. In het bijzonder wordt de Grassmann-variéteit van
lijnen in P? beschreven als kwadriek in P?.

1.3 Appendix

Het laatste deel gaat kort in op een axiomatische behandeling van projectieve
meetkunde.

Veel plezier met deze wonderschone wiskunde!
Februari 2012
M.Liibke en H.Finkelnberg.
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1 Projectieve ruimtes

1.1 De categorie der projectieve ruimtes
1.1.1 De verzamelingen

Definitie 1 (Projectieve ruimte). Zij V' een vectorruimte over een lichaam K.
De projectieve ruimte P(V') is de verzameling der één-dimensionale deelruimtes

van V:
P(V) := {L|L een 1-dimensionale deelruimte van V}.

O

Tenzij expliciet anders vermeld zijn in dit dictaat alle vectorruimtes eindig di-
mensionaal en reéel of complex. Als het er niet toe doet over welk lichaam
gewerkt wordt, wordt voor een n-dimensionale projectieve ruimte ook wel de
notatie P" gebruikt.

Definitie 2 (Dimensie projectieve ruimte). Zij V' een vectorruimte van dimensie
n. De dimensie van de projectieve ruimte P(V') is n — 1.

Voorbeelden van projectieve ruimtes zijn:

e P(R), dit is slechts één punt.

e De reéle projectieve lijn: P(R?), notatie: P}(R). Dit is een 1-dimensionale
projectieve ruimte.

e De complexe projectieve lijn: P(C?), notatie: P!(C). Ook dit is een 1-
dimensionale projectieve ruimte.

e P(R("+1) notatie: P"(R). Dit is de reéle n-dimensionale projectieve
ruimte.

e P(C(™*Y) notatie: P*(C). Dit is de complexe n-dimensionale projectieve
ruimte.

Definitie 3 (Projectieve deelruimte). Zij V' een vectorruimte en W een deel-
vectorruimte van V. De projectieve ruimte P(W) C P(V') heet een projectieve
deelruimte van P(V). Een projectieve deelruimte wordt ook wel een lineaire
deelruimte genoemd.

Definitie 4 (Codimensie). Zij V' een n—dimensionale projectieve ruimte en zij
W een lineaire deelruimte van dimensie k. De waarde n —k heet de codimensie
van W ten opzichte van V. Notatie: codim(W,V'). Als uit de context duide-
ligk is wat de omringende ruimte is, wordt de codimensie ook wel genoteerd als

codim(W).
Enkele voorbeelden:

e Een punt op een lijn heeft codimensie 1.



e Een punt in het vlak heeft codimensie 2.

Een lijn in het vlak heeft codimensie 1.
e Een lijn in de P? heeft codimensie 2.

Een vlak in de P3 heeft codimensie 1.

e Een lineair ingebedde P'7 in de P*? heeft codimensie 15.

Bijzondere deelruimtes zijn die met codimensie 1.

Definitie 5 (Hypervlak). Zij P* een n—dimensionale projectieve ruimte en zij
H een deelruimte van codimensie 1. Dan heet H een hypervlak van P™.

Definitie 6 (Opspansel). Zij V een willekeurige vectorruimte van willekeurige
dimensie over een willekeurig lichaam en zij A C P(V) een niet lege deelver-
zameling van P(V'). Het opspansel span(A) is de doorsnijding van alle lineaire
deelruimtes van P(V') die A omuvatten:

span(A) := ﬂ P(W).
WCV]ACE(W)

Merk op dat deze doorsnede goed gedefinieerd is, omdat er minstens één om-
vattende lineaire deelruimte bestaat, namelijk P(V') zelf.

Stelling 1. Het opspansel van een niet lege deelverzameling van een projectieve
ruimte is een niet lege projectieve deelruimte.
O

Deze stelling is een direkt gevolg van de volgende stelling.

Stelling 2. Zij P(V) een projectieve ruimte over een vectorruimte V en zij
P(W,), i € I voor zeker indexverzameling I, een verzameling projectieve deel-
ruimtes van (V). Laat X de doorsnede zijn van deze projectieve deelruimtes:

X = ﬂ P(W;).
i€l
Dan is X een projectieve deelruimte van P(V'). Bovendien is X leeg d.e.s.d. als
de doorsnede der W;’s de nulruimte is.
O

Bewijs

7ij W;, i € I voor zeker indexverzameling I, een verzameling lineaire deelruimtes
van V. Dan is de doorsnede van alle W;’s een lineaire deelruimte van V en
de stelling volgt uit de observatie dat het nemen van de projectieve van een
vectorruimte commuteert met het nemen van doorsnedes:

X o= (Y BOV:) = P([)(12)).

In het bijzonder is X leeg d.e.s.d. als (,.;(W;) de nulruimte is.

il

|
Definitie 7 (Lijnen en vlakken). Projectieve of lineaire deelruimtes van dimen-
sie 1 heten (projectieve) lijnen en projectieve deelruimtes van dimensie 2 heten

(projectieve) vlakken.



1.1.2 De morfismen

Laat V en W twee vectorruimtes over een lichaam K zijn. Een lineaire afbeel-
ding van V' naar W beeldt lineaire deelruimtes van V' af op lineaire deelruimtes
van W. Als de afbeelding injectief is, blijven dimensies behouden. In het bijzon-
der is het beeld van een 1-dimensionale deelruimte van V' onder een injectieve
lineaire afbeelding naar W een 1-dimensionale lineaire deelruimte van W. Een
injectieve lineaire afbeelding tussen twee vectorruimtes levert dus een afbeelding
tussen de twee bijbehorende projectieve ruimtes. Deze geinduceerde afbeelding
is dan ook injectief. Dit leidt tot de volgende definitie.

Definitie 8 (Projectieve afbeelding). Zij P(V) en P(W) twee projectieve ruim-
tes over de vectorruimtes V.en W. Een afbeelding f : P(V) — P(W) heet een
projectieve afbeelding, als deze geinduceerd wordt door een injectieve afbeelding

AV > W:
vp € P(V) : f(pals punt) = A(pals deelruimte van V)-

In het bijzonder zijn projectieve afbeeldingen, de morfismen in de categorie der
projectieve ruimtes, zelf dus ook altijd injectief.

Definitie 9 (Projectieve transformatie). Zij P(V') een projectieve ruimte. Een
projectieve transformatie is een projectieve afbeelding van P(V') naar zichzelf.

Projectieve transformaties zijn dus in het bijzonder bijectief.

Voorbeeld 1. De identiteit op P(V') is een projectieve afbeelding. Deze wordt
bijvoorbeeld geinduceerd door de identiteit op V.

Voorbeeld 2. Zij V een deelruimte van W. Dan geldt P(V) C P(W). De
inbedding i : P(V') — P(W) is een projectieve afbeelding. Deze wordt geinduceerd
door de inbedding van 'V in W. Met andere woorden: inbeddingen van projectieve
deelruimtes zign projectieve afbeeldingen.

Voor eindig-dimensionale vectorruimtes geldt dat een lineaire afbeelding wordt
bepaald door de beelden van een onafhankelijk stelsel. Een vergelijkbare eigen-
schap hebben projectieve afbeeldingen ook. Het analogon van een onafhankelijk
stelsel wordt gegeven door de volgende definitie.

Definitie 10 (Algemene positie). Zij P een n-dimensionale projectieve ruimte.
FEen deelverzameling {po,p1,--- ,Pn+1}, bestaande uit n + 2 punten, heet in al-
gemene positie, als na omissie van een willekeurig punt het opspansel nog steeds
de volledige P™ 1s:

Vi e {0517" ,n+ 1} : Span{p()vplv" ' af)\ia' o apn+1} =P

Voorbeeld 3. In lage dimensies betekent in algemene positie het volgende:

o Op de projectieve rechte P! ligt ieder drietal verschillende punten in alge-
mene positie.

o In het projectieve viak P? ligt een viertal punten precies dan in algemene
positie, als er geen drie op een rechte liggen.

o In de P ligt ieder vijftal punten in algemene positie, als er geen vier in
een viak liggen.



1.2 Het verband met affiene ruimtes

Definitie 11 (Affiene ruimte). Zij V' een vectorruimte over een lichaam K.
Een affiene ruimte over K is een deelverzameling van de vorm x + W, met x
een vector in V en W een lineaire deelruimte van V.

Voorbeelden van affiene ruimtes zijn:
e R
o R?
o {7+ \y|\ € R} met x en y twee gegeven vectoren in R2.
o C"
Affiene ruimtes kennen dus geen optelstructuur of scalaire werking, maar wel de

meetkunde van punten, lijnen, vlakken, snijden en verbinden.

1.2.1 Het verband tussen P!(R) en R

In R? kiezen we een affiene één-dimensionale affiene deelruimte M die niet door
de oorsprong gaat. Door verbindingslijnen met de oorsprong te nemen, krijgen
we een injectieve afbeelding

i:M - PY(R)
z — {Xz|)AeR}

Figuur 1: i(x) is de 1-dim ruimte door O en =.

De afbeelding i is injectief, maar niet surjectief. De lineaire deelruimte M van
R? waar M de translatie van is, is niet bevat in het beeld van i. Er geldt:

PL(R) = i(M) U {M}.

Bovenstaande observatie is verzamelingstheoretisch. De observatie is ook to-
pologisch te doen. Topologische ruimtes over eindig dimensionale reéle of com-
plexe vectorruimtes zijn te voorzien van een kanonieke topologie. Ditzelfde geldt



voor affiene deelruimtes van eindig dimensionale reéle of complexe vectorruim-
tes. Met deze topologieén blijkt de afbeelding ¢ een homeomorfisme op het
beeld te zijn. Deze observatie is in willekeurige dimensie ook op te tillen naar
zogenaamde differentieerbare structuren. Zowel de topologische als de differen-
tieerbare structuren vallen buiten de scope van dit dictaat. De opmerkingen
hierover rechtvaardigen echter de volgende notatie:

PY(R) =RU{L}.

Pas op: in de expressie R U {L} lijkt L een bijzondere rol te spelen en een
bijzonder punt van P*(R) te zijn. Dat is het echter niet. Door willekeurig andere
affiene deelruimtes van R? buiten de oorsprong als hulpruimte m te nemen,
kunnen we ieder element van P*(R) de rol van L laten spelen in P*(R) = RU{L}.
Met andere woorden, als we uit P}(R) een willekeurig punt verwijderen, is het
restant een affiene ruimte van dimensie 1.

We kiezen een hulpruimte m als hierboven en verkrijgen dus weer de situatie:

PY(R) =RU{L}.

De vraag is nu: wat is L ten opzichte van de affiene ruimte R? Deze vraag wordt
beantwoord door binnen P!(R) een rij punten (m,,) te beschouwen die naar m,
de lineaire deelruimte van R? die parallel is aan m, convergeert, maar waar m
zelf geen element van is. Daar geldt dat m zelf niet in deze rij voorkomt, kunnen
we de rij (i~(my)) in m en dus R beschouwen. De rij (i7!(m,,)) hoeft zelf niet
naar oneindig te convergeren, maar (|i~!(m,,)|) doet dat beslist wel.

Wat we hier observeren is het volgende: als we bij een keuze van een punt
L € PYR) in PY(R) \ {L} = R naar L wandelen, wandelen we in R naar
plus- of min-oneindig. Met andere woorden, we kunnen de projectieve rechte
opvatten als de affiene rechte met daaraan toegevoegd een punt op eindig. Deze
toevoeging is bovendien zédanig, dat dit punt op oneindig binnen de projectieve
rechte géén bijzonder punt is! We kunnen ieder punt van P!(R) de rol laten
spelen van oneindig ver punt.

T — 00

i(z)

Figuur 2: P*(R) = RU{L}



1.2.2 Het verband tussen P?(R) en R?

In R3 kiezen we een affiene 2-dimensionale affiene deelruimte M die niet door
de oorsprong gaat. Door verbindingslijnen met de oorsprong te nemen, krijgen
we een injectieve afbeelding

i:M — P?3(R)
z = {\z|A eR}

De afbeelding ¢ is injectief, maar niet surjectief. De lineaire deelruimte M van
R3 waar M de translatie van is, is niet bevat in het beeld van i. Er geldt:

P2(R) = i(M) UP(M).

Ook hier is deze observatie uit te breiden naar topologische en differentieerbare
structuren. Net als bij P! is het complement van het beeld van i op te vatten
als een verzameling van punten die ten opzichte van M oneindig ver liggen. Bij
P! was er echter sprake van slechts één punt op oneindig. Bij P? vinden we een
projectieve lijn van punten op oneindig. Er geldt immers:

P(M) = P
We noteren deze situatie ook wel als:

P?(R) = R?U L.

Hierin wordt L, ook wel de lijn op oneindig genoemd of oneindig verre rechte.

\ i(2) = {\ale € R}

Figuur 3: P(M) = L

Merk op dat iedere projectieve lijn in P? de rol van oneindig verre rechte kan
spelen.



1.2.3 Het verband tussen P"(R) en R"

De observaties die gedaan zijn bij P! en P? zijn uit te breiden naar willekeurige
dimensie. We vinden:
P*(R) = R" UP" }(R).

Hierin is P""}(R) de (n — 1)-dimensionale projectieve ruimte van punten op
oneindig.

1.3 Intersectie van deelruimtes
1.3.1 In het projectieve vlak

Stelling 3. Laat L en M twee verschillende lijnen zijn in het projectieve vlak.
Dan hebben L en M precies één punt gemeenschappelijk.
O

Bewijs

Dit is een direkt gevolg van het feit dat de doorsnede in een 3-dimensionale

vectorruimte van twee verschillende 2-dimensionale deelruimtes dimensie 1 heeft.
|

Figuur 4: Twee projectieve lijnen in P? snijden elkaar in één punt.

Dit gemeenschappelijke punt van twee verschillende lijnen L en M in het pro-
jectieve vlak wordt ook wel het snijpunt van L en M genoemd.

Stelling 4. Laat p en q twee verschillende punten zijn in het projectieve vlak.
Dan is er precies één lign die zowel p als q bevat.
O

Bewijs
Dit is een direkt gevolg van het feit dat in een vectorruimte het opspansel van
twee verschillende 1-dimensionale deelruimtes dimensie 2 heeft.

|

Deze unieke lijn door twee verschillende punten p en ¢ wordt ook wel de verbin-
dingslign van p en q genoemd. Notatie: pgq.



Stelling 5. Het projectieve vlak bevat 4 punten in algemene positie.

Bewijs
Kies een basis {eg, e1,e2} van de onderliggende vectorruimte. Van het viertal
{eo, e1,€2,e0 + €1 + ea} is direkt na te gaan dat ieder drietal een basis vormt
voor de vectorruimte. De vier punten van het projectieve vlak die door deze
vier vectoren worden opgespannen, liggen dus in algemene positie.

|

Stelling 6. Zij L een (projectieve) lijn in het projectieve viak P(V') en A het
affiene complement van L. Zij M een lijn ongelijk aan L. Dan is M N A een
affiene lign in A met als oneindig ver punt L N M.

O

Bewijs
Beschouw de situatie als in de stelling. Laat Wi en W), de twee verschillende
2-dimensionale deelruimtes van V' zijn die bij L en M horen: L = P(W.) en
M =P(Wyy). Zij N de 1-dimensionale doorsnede van Wi, en Wj,. Dan vormen
de 1-dimensionale deelruimtes van Wy, die ongelijk zijn aan N de affiene rechte
en N is het oneindig verre punt van M in P(V') ten opzichte van A.

|

Figuur 5: M =P(Wy) =2 (M NA)U{pw}

Stelling 7. Zij L een (projectieve) lijn in het projectieve vlak en A het affiene
complement van L. Zij M een affiene lijn in A. Dan is M de doorsnijding van
A met een projectieve lijn in het projectieve vlak.

10



1.3.2 In de 3-dimensionale projectieve ruimte

Stelling 8. Laat L en M twee verschillende lijnen in de P3 zijn die niet in één
vlak liggen. Dan zign L en M disjunct.

Stelling 9. Laat L een lijn en V een vlak zijn in de P2, zodanig dat L niet
bevat is in V. Dan hebben L en V precies één punt gemeenschappelijk.

Dit gemeenschappelijke punt wordt het snijpunt van L en V genoemd.

Stelling 10. Laat V en W twee verschillende vlakken zijn in de P2, dan is de
doorsnede van V. met W een lin.

Stelling 11. Laat L en M twee verschillende lijnen zijn in de P3, die elkaar
snijden. Dan spannen L en M een vilak op.

1.3.3 In de n-dimensionale projectieve ruimte

Stelling 12. Laat V' een k-dimensionale en W een m-dimensionale projectieve
deelruimte zijn van P™ zodanig dat het opspansel van V en W dimensie d heeft:

span(V, W) = P4,
Dan geldt:
1.k+m>d—-1
2. k+m=d—-1<VnW=0
3. VW #0= codim(VNW,V) = codim(W,P?)

L VAW #D=dm(VAW)=k+m—d

Onder conventie dat de lege verzameling dimensie —1 heeft, is stelling 12 ook
als volgt te formuleren:

Stelling 13. Laat V' een k-dimensionale en W een m-dimensionale projectieve
deelruimte zijn van P™ zodanig dat het opspansel van V en W dimensie d heeft:

span(V, W) = P4,

Dan geldt: dim(VNW)=k+m —d.

1.4 Homogene codrdinaten

Een projectieve ruimte P(V') is op te vatten als een quotiéntruimte:

P(V)=V*/ ~.

Hierin is V* := V' \ {0} en de relatie ~ is de volgende:

11



Ve,yeV ix~y e Iy e Kz =y

Bij gegeven basis van V' kunnen we vectoren in V opvatten als rijtjes getal-
len (elementen van het lichaam). De equivalentieklasse van een niet-nul vector
(zo,21, - ,x,), een element van de projectieve ruimte dus, wordt genoteerd als
(xo:x1 i ap).

Definitie 12. Zij V' een eindig-dimensionale vectorruimte met basis B en zij
p €PV) metp=(xo:a1: - :xy). Dan heten de getallen xo,--- ,x, de
homogene coordinaten van p ten opzichte van de basis B.

Merk op dat de homogene coérdinaten een punt éénduidig vastleggen, maar dat
een punt zijn homogene codrdinaten vast legt op een niet-nul factor na.

Homogene coérdinaten op projectieve ruimtes worden op vrijwel dezelfde wijze
gebruikt als codrdinaten op vectorruimtes. Homogene cotrdinaten worden vaak
met Griekse letters aangeduid.

Parametrisaties van deelvectorruimtes leiden ertoe dat lineaire deelruimtes van
P™ van dimensie k lineair geparametriseerd kunnen worden met homogene co-
ordinaten uit P*.

Voorbeeld 4. Zijp = (2 :3:0) enqg = (1:7: —1) twee punten in het
projectieve viak. Dan kan de verbindingslijn pq geparametriseerd worden met P!
als volgt:

PG = {2\ + 1 : 3N+ T —p)|(N: p) € P}

In termen van homogene codrdinaten is goed te zien dat in algemene positie
bijna dezelfde eigenschappen heeft als onafhankelijkheid, met daarbij net iets
meer speelruimte door de homogeniteit:

Stelling 14. Een deelverzameling {po,p1,- - ,pnt1} C P™ ligt in algemene po-
sitie precies dan, als er homogene coordinaten bestaan ten opzichte waarvan
geldt:

Do = (1:0:0:---:0:0),
D1 = (0:1:0:---:0:0),
Pn—1 = (0:0:0:---:1:0),
Dn = (0:0:0:---:0:1),
Pryr = (1:1:1:---:1:1).

Bovendien legt dit de homogene codrdinaten op de gehele projectieve ruimte vast.

Voorbeeld 5. Laat po,p1 en p2 drie verschillende punten ziyn van een pro-
jectieve lign. Dan zign er op die lyyn homogene coordinaten te kiezen z.d.d.:

po=(1:0),p1=(0:1) enps=(1:1).

Voorbeeld 6. Laat pg, - -- ,ps vier punten zijn in het projectieve vlak waarvan
geen drie op een rechte. Dan bestaan er homogene codrdinaten z.d.d.: po = (1 :
0:0,p1=(0:1:0),p2=(0:0:1) enpz=(1:1:1).

12



1.5 Projectieve afbeeldingen

In termen van homogene cotrdinaten worden projectieve afbeeldingen gegeven
door matrices modulo een scalair (niet nul) veelvoud van maximale rang en
niet méér kolommen dan rijen; de onderliggende lineaire afbeelding(en) moeten
immers triviale kern hebben. Twee matrices beschrijven dezelfde projectieve
afbeelding als de éne een scalair veelvoud (niet nul) is van de andere. In het
bijzonder worden bij gekozen homogene codrdinaten projectieve transformaties
gegeven door inverteerbare matrices modulo een niet-nul scalair veelvoud.

Stelling 15. Zij P(V) en P(W) twee projectieve ruimtes en A : P(V) — P(W)

een projectieve afbeelding. Zij bovendien {po,--- ,pr} C P(V) een verzameling
punten in algemene positie. Dan liggen A(po),- - , A(pk) in algemene positie in
P(W).

O
Bewijs

Zonder de algemeenheid te schaden mogen we aannemen dat de punten pg t/m
pr. de ruimte P(V') opspannen en bovendien dat A surjectief is. Kies op V een
basis {eg, - ,ex—1} ten opzichte waarvan de punten p; de volgende homogene
coordinaten hebben:

Do = (1:0:0:---:0:0),
D1 = (0:1:0:---:0:0),
Pk—2 = (0:0:0:---:1:0),
p—1 = (0:0:0:---:0:1),
Dk = (1:1:1:---:1:1).

Zij f : V — W een lineaire afbeelding die met A geassocieerd is. In het bijzonder
is f een bijectie. Merk op dat p; het opspansel is van e;, i =0, -+ ;k— 1, en pg
het opspansel van eg+ - - -+ ex_1. Daar f een bijectie is, is {f(eo), -+ , f(ex-1)}
een basis van W; we voorzien W van deze basis. Er geldt:

Vi€ {0, k—1}: A(pi) = A({Aei}) = f({Aei}) = {Af(ed)}s

k—1 k—1 k—1 k—1
Alpr) = AGAD ed) =AY ed) = IO et = {1 fle)}

i=0 i=0 i=0 i=0

Gevolg: ten opzichte van de basis {f(eo), -+, f(ex—1)} op W geldt:
A(po) = (1:0:0:---:0:0),
A(p1) = (0:1:0:---:0:0),
A(pr—2) — (0:0:0:---:1:0),
A(pr—1) = (0:0:0:---:0:1),
A(pr) = (I:1:1:---:1:1).

Hieruit volgt dat A(po),--- , A(pr) in algemene positie in P(W) liggen.
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Stelling 16. Zij P(V) en P(W) twee projectieve ruimtes en
A,B:P(V)—PW)

twee projectieve afbeeldingen. Zij bovendien {po,- - - , Paimvy} C P(V) een ver-
zameling punten in algemene positie. Als voor alle i € {0,--- ,dim(V)} geldt
dat A(p;) = B(p:), dan geldt: A = B.

O

Bewijs
Kies op V een basis {eg,- - ,ex—1} ten opzichte waarvan de punten p; de vol-
gende homogene codrdinaten hebben:

Do = (1:0:0:---:0:0),
D1 = (0:1:0:---:0:0),
pr—2 = (0:0:0:---:1:0),
pr—1 = (0:0:0:---:0:1),
Pk = (I:1:1:---:1:1).

Laat f resp. g twee lineaire afbeeldingen f,g: V — W zijn die met A resp. B
geassocieerd zijn. Kies op W een basis {dy, - ,d}, zodanig dat f(e;) = d;,

voor ¢ =0,--- ,k — 1. Ten opzichte van deze bases heeft f de matrix:
1 0 0
0 1 0 0
0 0 10
Mi=119 0 .01
00 ... 00
00 ... 00
De matrix My heeft k kolommen en m rijen. Daar B op de punten po,p1,- -+ ,Pr—1

overeenkomt met A, geldt voor de matrix M, van g ten opzichte van de gekozen
bases:

0 m 0 0

_ 0 0 o) 0
Mg 0 0 0 Yk—1

o 0 ... 0 0

o o0 ... 0 0

met 7y; # 0 voor alle i =0,1,--- Jk— 1.
Daar echter ook geldt A(px) = B(pk), volgt:

(Yo:m:oiye)=(1:1:---21).



Hieruit volgt dat g een scalair, niet-nul, veelvoud is van f. Met andere woorden:
A=B.
|

Stelling 17. Zij V en W twee projectieve ruimtes en zij {po, - ,px} C V
een verzameling punten in algemene positie in V en {qo, - ,qx} C W een
verzameling punten in algemene positie in W. Dan bestaat er een projectieve

afbeelding AV — W z.d.d.:
Vi € {0, ,k}A(pz) = q;.

In het bijzonder geldt als k = dim(V') + 1, dat deze afbeelding uniek is.

1.6 Homogene polynomen

Definitie 13. Zij K een lichaam en zij P € K[z, 21, ,2y] een polynoom
van graad d in n + 1 variabelen. Dan heet P homogeen, als geldt:

VA€ K : P(\x) = \P(x).

Stelling 18. FEen polynoom P over R of C is homogeen van graad d precies
dan, als ieder monoom van P graad d heeft.

Voorbeeld 7. De volgende polynomen in Clxg,x1,x2] zijn homogeen:

° SC()+SC17.CC2
o 23+ zwy — 3
o af+a]

Definitie 14. Als P" een projectieve ruimte is met homogene codrdinaten (&p :
&1:--: &) en P € Klxg, 21, ,2n] is een homogeen polynoom van graad d
met K het lichaam waarover in de onderliggende vectorruimte gewerkt wordt,
dan heet

V= {(50 : 51 et &n) € ]P)n|P(§Oa§15' o a&n) = 0}7
de nul-locus van P. Dit wordt ook wel genoteerd als:
VP& :&:-:&)=0.

Voorbeeld 8. FEen aantal voorbeelden van nul-loci:

o InPY(R) is de locus & = 0 een punt: (0:1).

(
o In PY(R) bestaat de locus £o&1 = 0 wit twee punten: (0:1) en (1:0).
(

(

o InPY(R) is de locus £ + €2 = 0 de lege verzameling.

)
)
)
o InP2(R) is de locus & = 0 een lign: (0: X : p), met (X : p) € PL(R).

o In P? is de locus van ieder homogeen eerstegraads polynoom een lijn on-
geacht het lichaam. Omgekeerd kan iedere lijn beschreven worden met een
eerstegraads homogeen polynoom.
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o In P2(R) is de locus &n&1 = 0 de vereniging van de lijn &g = 0 en de lijn
& =0.

o InP%(R) is de locus &3 + & =0 een punt: (0:0:1).
e InP2(R) is de locus &2 + €2 + &2 = 0 de lege verzameling.
(

o In P?(C) is de locus &3 + & + &3 = 0 een zogenaamde kegelsnede. Hier
wordt later uitgebreid op ingegaan.

e InP™ is de locus van ieder homogeen eerstegraads polynoom een hypervlak,
ongeacht het lichaam.

Merk op dat hypervlakken altijd beschreven kunnen worden met behulp van
een homogene lineaire vergelijking in homogene coérdinaten. In combinatie met
het feit dat deelruimtes zich via de onderliggende vectorruimte-structuur lineair
laten paramatriseren door projectieve ruimtes, leidt dit er toe dat er uitstekend
gerekend kan worden met homogene cotrdinaten om bijvoorbeeld snijruimtes
van deelruimtes uit te rekenen.

1.7 Rekenen met homogene codrdinaten
1.7.1 Dubbelverhoudingen

We voorzien P! van homogene codrdinaten (& : £1). Beschouw vier verschillende
punten a = (ap : 1), b= (Bo : f1), ¢ = (70 : 11) en d = (§p : §1) in PL. We

fixeren de codrdinaten, opdat we de volgende notatie kunnen invoeren:

Notatie: Met |ab| wordt de determinant bedoeld die wordt opgebouwd uit de
gefixeerde homogene codrdinaten van de punten a en b in dezelfde volgorde:

ag  fo

bl =
jab] ay P

We voeren nieuwe coordinaten in zodanig dat a, b en ¢ de standaard coordinaten
krijgen voor punten in algemene positie (ze zijn immers verschillend). Hiertoe
kiezen we in de onderliggende vectorruimte de basis H = {hg, h1} als volgt:

_ 1 [ _ 1 (B
ho = o ( o )’}“ = (] < b1 )

De homogene coordinaten van a resp. b t.o.v. H zijn automatisch (1 : 0)
resp. (0:1). De homogene codrdinaten van ¢ en d worden berekend door hun
coordinaten t.0.v. de eerst gekozen basis te vermenigvuldigen met de transfor-

matiematrix:
B =Bo
A [ tar Tl
—a;  ag :
|a’b| lac| lac|

Zo vinden we voor de homogene cotrdinaten van c t.o.v. H:
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B —B
e Lt Tl oy L (1Y)
labl \ Teb  Taer M labl \ 1

Hieruit volgt dat de homogene cosrdinaten van ¢ t.o.v. H gelijk zijn aan (1 : 1),
zoals gewenst. Het is hier natuurlijk voor geweest, dat de basisvectoren hg en
h1 geschaald zijn.

Voor d vinden we:

B —B
co LB T\ (o) L laclled] \
@bl \ Taet  Tae o1 ) lab| \ [bcllbd|
Hieruit volgt dat de homogene codrdinaten van d t.o.v. H gelijk zijn aan
(lac||ad] : |bel||bd]). Dit leidt tot de volgende definitie:

)

Definitie 15 (Dubbelverhouding). Zija = (ag : 1), b= (8o : f1), ¢ = (70 : 1)
end = (8o : 81) vier verschillende punten in P'. De dubbelverhouding (a, b, ¢, d)
18!

(a,b,c,d) = apy1 — 1%  Boyr — B17o
Y agdy —a1dy  Body — P1do

Over deze definitie dienen twee opmerkingen gemaakt te worden:

e Alle tellers en noemers zijn determinanten die allemaal ongelijk zijn aan
0, doordat de vier punten verschillend zijn. Bij gekozen homogene coordi-
naten is de verhouding derhalve goed gedefinieerd.

e Bij keuze van andere homogene cotrdinaten blijven de gebruikte verhou-
dingen gelijk daar iedere teller en noemer vermenigvuldigd wordt met de
determinant die hoort bij de basistransformatie van de onderliggende vec-
torruimte.

De dubbelverhouding is derhalve een intrinsieke eigenschap van geordende vier-
tallen verschillende punten. Bovenstaande observatie leidt tot de volgende stel-
ling.

Stelling 19. Zij V en W twee projectieve rechten en A : V. — W een projectieve
afbeelding. Zij a,b,c,d € V' vier verschillende punten op V. Dan geldt:

(A(a), A(D), A(c), A(d)) = (a,b,c,d).

Met andere woorden: de dubbelverhouding is een invariant onder projectieve
afbeeldingen.

Een dubbelverhouding is op te vatten als een punt van een projectieve lijn door
de expressie iets anders te formuleren:

(a,b,¢,d) = ((aoy1 — @170)(Bod1 — B1d0) : (Bovr — Bryo)(codr — a1dp)).
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Als we geschikte homogene coodrdinaten kiezen, zien we welk punt dit is. Kies
homogene codrdinatenz.d.d. a =(1:0),b=(0:1)enc=(1,1)end = (g : d1).
Dan vinden we:

(a,b,e,d) ~ ((1-1=0-1)(0-01 —1-60):(0-1—=1-1)(1-61—0-dp))
= (—(502—(51)

(50!51)
= d.

Hieruit volgt onmiddellijk:

Stelling 20. Zij a,b, c,d € P! vier verschillende punten op P! ene € P! z.d.d.:
(a’ b7 C? d) = (a’ b7 C? 6)’

dan geldt: d = e.

Bovendien geldt dus dat een dubbelverhouding van vier verschillende punten
nooit de waarden 0 of 1 kan aannemen.

Uit het feit dat bij gunstig gekozen homogene codrdinaten de dubbelverhouding
van vier verschillende punten in wezen de codrdinaten geeft van het vierde punt
volgt de volgende stelling.

Stelling 21. Zij V' en W twee projectieve rechten en A : V. — W een injectieve
afbeelding die dubbelverhoudingen behoudt. Dat wil zeggen, voor ieder viertal
verschillende punten a,b,c,d € V geldt: (A(a), A(b), A(c), A(d)) = (a,b,c,d).
Dan is A een projectieve afbeelding.

1.7.2 Harmonische scheiding

In het algemeen is de dubbelverhouding afhankelijk van de volgorde van de
punten. Als voor een zeker viertal verschillende punten a,b,c,d € P! geldt
(a,b,c,d) = A, geldt bijvoorbeeld:

. (b,a,c,d)z%
° (a,b,d,c)z%
o (¢,d,a,b) = A
e (a,¢,b,d)=1— A

Ingeval de dubbelverhouding gelijk is aan —1 blijkt uit bovenstaande beschou-
wing, dat deze dubbelverhouding niet verandert als we de eerste twee punten
permuteren, de laatste twee punten permuteren of de eerste twee verwisselen
met de tweede twee punten uit het viertal.

Definitie 16 (Harmonische scheiding). Zij a, b, c,d € P! vier verschillende pun-
ten. Als voor de dubbelverhouding geldt (a,b, c,d) = —1, zeggen we dat het onge-
ordende tweetal punten {a, b} harmonisch gescheiden wordt door het ongeordende
tweetal punten {c,d} en omgekeerd.
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Harmonische scheiding zal later nog terug komen bij kegelsneden en volledige
vierhoeken. Wat niet onvermeld mag blijven is de volgende observatie. Stel
{a,b} wordt harmonisch gescheiden door {¢,d}. We kiezen homogene coordi-
naten z.d.d.: a = (1:0),b=(0:1)enc=(1,1). Dan volgt dus dat geldt
d = (=1:1). Op de affiene rechte P!\ {a} betekent dit: b =0,c=1end = —1.
Met andere woorden, b is het midden van het interval cd.

1.7.3 Lijnen in P2

We voorzien P? van homogene covrdinaten (£ : & : &2).

Voorbeeld 9. Zijp=(1:0:2) enq=(0:1:—1) twee verschillende punten.
De lign L is de lign door p en q. Deze lijn L is als volgt te parametriseren:

L={(\:p:2x—p)|(\:p) € P

De lijn L is een hyperviak in P? en is dus te beschrijven met een homogene li-
neaire vergelijking. Deze is in deze situatie eenvoudig te vinden. De vergelijking
die we zoeken is in wezen de vergeligking van de twee-dimensionale lineaire deel-
vectorruimte van de onderliggende vectorruimte die opgespannen wordt door de
vectoren (1,0,2) en (0,1, —1). Deze vinden we middels het uitwendig produkt:

(1,0,2) x (0,1, —1) = (=2, 1, 1).
We vinden als vergelijking voor L in P?:
l: =28+ & +& =0.

Voorbeeld 10. Zijp = (1:2:0) en g = (—2:1: 3) twee punten en zij L
de lign L : & + & — 269 = 0. De punten p en q liggen geen van beide op L.
Het snijpunt van de lijn pq met L vinden we door een parametrisatie van pq te
substitueren in de vergelijking van L. Een parametrisatie wordt gegeven door:

PG ={(N— 22X+ p: 3p)|(\ = ) € P}

Substitutie in { + & — 262 = 0 levert:

A =2u) + (X +p) —2(8p) = 0 ,
3A—Tu = 0 :
Arp) = (7:3)

Het snijpunt is dus (7 —2-3:2-7+3:3-3)=(1:17:9).

1.7.4 Lijnen en vlakken in P3

We voorzien P? van homogene cosrdinaten (o : &1 : &2 : &3).
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1.8 Projecties

De projectieve afbeeldingen de natuurlijke morfismen binnen de categorie der
projectieve ruimtes. Er bestaan binnen een projectieve ruimte afbeeldingen
tussen lineaire deelruimtes die sterk samenhangen met projectieve afbeeldingen:
projecties.

7ij P" een projectieve deelruimte met n > 1. Beschouw twee disjunte deelruim-
tes V =PF en W = P"~*~1 yoor zekere k € {0,1,---,n — 1}. Bij gegeven k
is n — k — 1 de grootste dimensie waarbij zulke deelruimtes V' en W kunnen
bestaan. Dat betekent precies, dat als we het opspansel beschouwen van bij-
voorbeeld V' en een punt buiten V', deze altijd een niet-lege doorsnede heeft met
W. Dit wordt precies gemaakt in de volgende stelling.

Stelling 22. Zij V resp. W twee disjuncte projectieve deelruimtes van P™ van
dimensies k resp. n —k —1. Zijp € P*\ V. Dan geldt:

|span(V U {p}) N W| = 1.

Dit leidt tot de volgende definitie.

Definitie 17. Zij V resp. W twee disjuncte projectieve deelruimtes van P™ van
dimensies k resp. n —k — 1 en zij X een projectieve deelruimte die disjunct is
met V. De afbeelding w: X — W, gegeven door:

x = span(V U{z})NW,

heet de projectie vanuit V van X op W. De ruimte V heet het centrum van de
projectie.

Voorbeeld 11 (Projecties in het vlak). Zij P2(R) het reéle projectieve viak. Zij
L en M twee verschillende projectieve lijnen in P?(R) en p € P?(R) niet op L
of M. De projectie w van L op M wvanuit p is de afbeelding:

m:l — m
r — prNm.

Projecties tussen projectieve deelruimtes zijn rijk aan structuur. Dit wordt
onder woorden gebracht in een aantal stellingen.

Stelling 23. Zij 7 : X — W een projectie tussen twee deelruimtes van een
zekere P™. Dan is w injectief.

Bewijs
7ij V het centrum van de projectie. Per definitie is V' disjunct met X en met
W. Stel 7 is niet injectief. Dan bestaan er twee verschillende punten p,q € X
met:

m(p) =m(q) =1 € W.

Beschouw nu het opspansel Z van V met {r}. Dit opspansel bevat ook de
punten p en ¢ en dus ook de lijn pg C X. Binnen Z is V' een hypervlak en dus
is pq niet disjunct met V. Derhalve is ook X niet disjunct met V. Tegenspraak.

|
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In het bijzonder betekent dit dus dat het codomein van een projectie nooit een
kleinere dimensie kan hebben dan het domein.

Grote vraag is natuurlijk of een projectie een projectieve afbeelding is. Het
antwoord wordt gegeven door de volgende stelling:

Stelling 24. Zij 7 : X — W een projectie tussen twee deelruimtes van P™. Dan
is w projectief.

Bewijs
Zij V het centrum van de projectie. We voorzien P van homogene cotrdinaten
(Yo :y1: - :yn) zodanig dat:

V:yk+1:yk+2:...:yn:0,
W:yozylz---:ykzo.
Merk op dat (yg+1 : -+ : yn) automatisch zijn op te vatten als homogene
codrdinaten op W. Zij p = (po : -+ : pn) een punt buiten V. Eenvoudig is na
te gaan voor het beeld onder projectie geldt:
() =0 :0:pryr i pn).
We voorzien X van homogene codrdinaten (zg : --- : x¢). Hierin is ¢ dus de

dimensie van X. Laat i : X — P" de inbedding zijn. Ten opzichte van alle
gekozen coérdinaten kan deze (projectieve) inbedding gegeven worden door een
matrix I die op een niet-0 factor na vast ligt:

10,0 - %0,

in,o °°° n,t

De samenstelling 7 o ¢ ziet er dan als volgt uit:

(moi)(x) = w(i((zo:---:x4)))

t t
= W((Z ’L'075£L'5 Lo Zin,sxs)) (1)
s=0 5=0
t t
= (03"'3052ik+1,s$55"'izin,sxs) (2)
s=0 s=0

t t
= (Z ik-‘,—l,sxs ML Zin75$s) (3)
s=0 5=0

Toelichting op de gelijkheden:

(1) De matrix I wordt toegepast op de vector (xq,- -« ,xt).

(2) Homogene codrdinaten van beeldpunt als punt van P™.
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(3) Homogene codrdinaten van beeldpunt als punt van W.

We zien dat 7 o ¢ geinduceerd wordt door een lineaire afbeelding op de onder-
liggende vectorruimtes. Hieruit volgt dat iedere projectie projectief is.
|

De laatste stelling over projecties rechtvaardigt/verklaart de naam projectieve
meetkunde.

Stelling 25 (Hoofdstelling van de projectieve meetkunde). Zij X en Y twee
projectieve deelruimtes van een zekere P™ en zij f : X — Y een projectieve
afbeelding. Dan is f het product van eindig veel projecties.

Het bewijs van de hoofdstelling verdient een eigen paragraaf.

1.8.1 Bewijs van de hoofdstelling

De eerste stap die gemaakt moet worden is de observatie dat we ons voor het
bewijs van de hoofdstelling kunnen beperken tot de situatie waarin X en Y
hypervlakken zijn.

Lemma 1. Het volstaat de hoofdstelling te bewijzen voor hyperviakken.

Bewijs
7Zij X en Y twee projectieve deelruimtes van een zekere P" en zij f : X — Y een
projectieve afbeelding en neem aan dat de hoofdstelling geldt voor hypervlakken.

Als Y reeds een hypervlak is
|

2 Klassieke stellingen

2.1 De Stelling van Pappos

De Stelling van Pappos is de eenvoudigste incidentie-stelling uit de vlakke pro-
jectieve meetkunde en wordt in ieder boek over projectieve meetkunde wel be-
handeld.

Stelling 26 (Pappos). Zij in het projectieve viak L en M twee verschillende
projectieve lignen met snijpunt p. Laat p1, pa en p3 drie verschillende punten op
L zign, ongeligk aan p. Laat q1, g2 en qs drie verschillende punten op M ziyn,
ongeligk aan p. Voor i,j € {1,2,3},i < j, is het punt s;; het snijpunt van p;q;
en p;q;:

Sij = W N m

Dan zijn s12, S13 en Saz collineair.
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Figuur 6: De Stelling van Pappos

2.2 De Stelling van Desargues

De stelling van Desargues is ook een incidentie-stelling.

Stelling 27 (Desargues). Zij gegeven in het projectieve viak 6 punten pi, pa,
D3, q1, g2 en gz, waarvan geen 3 op een rechte. Voori,j € {1,2,3},1 < j, is s;5
het snijpunt van D;p; met ;q;:

Sij = PiP;j N qiq;-

Als de drie lijnen P1q1, D2Gz en D3q3 concurrent zijn, zijn de drie punten Si2,
S13 en So3 collineair.
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. " \ P33

Figuur 7: De Stelling van Desargues

Bewijs
We kiezen homogene codrdinaten (& : & : &) zodanig dat:

pr = (1:0:0),
p2 = (0:1:0),
pP3 = (020:1).
S = (1:1:1)

Dit is mogelijk doordat alle zes, dus zeker deze vier punten in algemene positie
liggen. De verbindingslijnen vanuit de punten p; met S worden dan gegeven
door de volgende vergelijkingen:

piS : & —& =0,
p2S 1 o — & =0,
p3S : {—& =0.

Derhalve zijn er a, b, ¢,d, e en f, zodanig dat:

@1 = (a:b:b),
@ = (c:d:c),
s = (eie:f)
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De lijnen p;p; zijn eenvoudig te beschrijven met de vergelijkingen:

pipz : & =0,
pip3s : &1=0,
p2p3 ¢ & =0.

De lijnen g;q; worden geparametriseerd met (A : p):

iz = {(a+pc: b+ pud: Xb+ pe)|(\: p) € P},
T3 = {(Aa+pe: Ao+ pe: Ao+ pf)|(X:p) € P,
i = {(Act+pe: dd+pe: e+ pf)|(A:p) € P}

Voor de snijpunten van de met elkaar corresponderende zijden vinden we:
PPz NGz : &2 = Ab+ pc = 0. Dus geldt (A : p) = (—c: b), waaruit volgt:
s12 = (¢(b—a) : b(d —c) : 0).

Pip3Nqigs : & = Ab+ pe = 0. Dus geldt (A : ) = (—e : b), waaruit volgt:
si3=(e(b—a):0:b(f —e)).

DaP3 N G2q3 = & = Ac+ pe = 0. Dus geldt (A : p) = (—e : ¢), waaruit volgt:
s23 =(0: —e(d—c): c(f —e)).

Er geldt:

cb—a) e(b—a) 0 c
b(d—c) 0 —e(d—c¢) |=(-)| b
0 b(f—e) c(f—e) 0

Hieruit volgt dat de drie punten sj2, s13 en so3 collineair zijn.

3 Dualiteit

Definitie 18 (Duale projectieve ruimte). Zij P(V) de projectieve ruimte over
een vectorruimte V. De duale P*(V) van P(V) is dan:

P*(V) := P(V*).

De duale van P™ wordt genoteerd als (P™)*.

Net als bij vectorruimtes geldt ook hier gelijkheid van dimensies:

Stelling 28. Er geldt: dim((P™)*) = n.

Alhoewel P" en (P™)* beide dimensie n hebben, bestaat er geen kanoniek ismor-
fisme tussen de twee projectieve ruimtes. Er geldt echter wel het volgende:
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Stelling 29. Er bestaat een kanoniek isomorfisme tussen P en ((P™)*)*.

Stelling 30. Zij P" een projectieve ruimte en k € {0,1,--- ,n—1}. Dan bestaat
er een kanonieke bijectie ¢ van de verzameling der k-dimensionale projectieve
deelruimtes van P™ naar de verzameling der (n — k — 1)-dimensionale projectieve
deelruimtes van de duale (P™)* van P™. Als ¢y, de kanonieke bijectie ‘de andere
kant op’ is, geldt:

—1
¢k = VYn—k—1-

We duiden met ¢ de aldus verkregen bijectie aan van de verzameling der hoog-
stens (n — 1)-dimensionale projectieve deelruimtes van P™ naar de verzameling
der hoogstens (n — 1)-dimensionale projectieve deelruimtes van (P™)*. Op ana-
loge wijze definiéren we ook de afbeeling 1. Een direct gevolg van stelling 30 is:

Y=¢ "
Deze bijectie ¢ respecteert incidentie op de volgende manier:

Stelling 31. Laat V en W twee projectieve deelruimtes van P™ zijn. Dan geldt:

o o(VNW) = span(¢(V), ¢(W))
* ¢(span(V,W)) = (V) N p(W)

3.1 Dualiteit in het projectieve vlak

We beschouwen dualiteit in dimensie 2. Zij V' een projectief vlak, V* zijn duale,
ook een projectief vlak, en de afbeelding ¢ als gedefinieerd bij dualiteit. De
afbeelding ¢ geeft een één-één-duidig verband tussen lijnen en punten in het
projectieve vlak V enerzijds en punten en lijnen in het projectieve vlak V*
anderzijds als volgt:

e Punten in V corresponderen met lijnen in V*.

e Lijnen in V corresponderen met punten in V*.

e Verbindingslijnen van punten in V' corresponderen met de snijpunten van
de met de punten corresponderende lijnen in V*.

e Snijpunten van lijnen in V' corresponderen met de verbindingslijnen van

de met de lijnen corresponderende punten in V*.

Dit verband heeft als gevolg dat iedere meetkundige situatie in het projectieve
vlak die wordt geformuleerd in termen van (snij-)punten en (verbindings-)lijnen
kan worden gedualiseerd door in de beschrijving de woorden:

e ‘punt’ te vervangen door ‘lijn’,
e ‘lijn’ te vervangen door ‘punt’,
e ‘snijpunt’ te vervangen door ‘verbindingslijn’,

e en ‘verbindingslijn’ te vervangen door ‘snijpunt’.
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Een direkt gevolg is het volgende.

Stelling 32. Zij, voor zekere k,m € Z~1, {L1, -+, Ly} een verzameling lijnen
in P2 en {p1, - ,pm} een verzameling punten in P2. Dan geldt:
e De lijnen Lq,---, Ly zijn concurrent d.e.s.d. als hun dualen collineair
zZin;
e de punten pi,--- ,pm 2ign collineair d.e.s.d. als hun dualen concurrent
Zimn.

Dit heeft als direct gevolg dat sommige stelling zich laten dualiseren.

3.2 De klassieke stellingen gedualiseerd

Stelling 33 (Pappos duaal). Zij in het projectieve vlakl en m twee verschillende
punten met verbindingslijn P. Laat Py, Py en P3 drie verschillende lijnen door
l zign, ongeligk aan P. Laat Q1, Q2 en Q3 drie verschillende lijnen door m zijn,
ongeligk aan P. Voori,j € {1,2,3},i < j, is de lijn S;; de verbindingslijn van
PN Qj en P; N Q;:

Sij = PN Qj Pj NQ;.

Dan zijn S12, S13 en Saz concurrent.

Met de duale van Desargues is iets bijzonders aan de hand:

Stelling 34 (Desargues duaal). Zij gegeven in het projectieve vlak 6 lijnen Py,
Py, Ps, Q1, Q2 en Q3, waarvan geen 8 door één punt. Voori,j € {1,2,3},i < j,
zij S;; de verbindingslijn van P; N P; met Q; N Q;:

Sij =P, N Pj Qz N Qj.

Als de drie punten PLNQ1, PoNQ2 en P3NQ3 collineair zijn, zijn de drie lijnen
S12, S13 en Sa3 concurrent.

De duale van de stelling van Desargues zegt dus dat in de stelling van Desargues
zelf ‘het omgekeerde’ ook geldt:

Stelling 35 (Desargues in combinatie met zijn duale). Zij gegeven in het pro-
jectieve vlak 6 punten p1, pa, Ps3, q1, Q2 €N q3, waarvan geen 3 op een rechte.
Voori,j € {1,2,3},i < j, zij sij het snijpunt van D;p; met §;q;:

Sij = PiDj N Giqy-

De drie lijnen p1q1, P2G2 en P3qs zijn concurrent dan en slechts dan als de drie
punten S12, S13 en Sa3 collineair zign.
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3.3 Dubbelverhoudingen en dualiteit

Het dualiteitsprincipe geeft ons een manier om over de dubbelverhouding van
een geordend viertal concurrente lijnen te kunnen praten.

Definitie 19 (Dubbelverhouding van 4 concurrente lijnen). Laat L;,i € {1,---4},
4 verschillende concurrente lijnen in P? zijn met gemeenschappelijk snijpunt p.
Laat l; de vier duale punten zijn op de duale lijn P van p. Dan is de dubbelver-
houding van de vier lijnen L; per definitie:

(Lla L2) L3) L4) = (lla l2) lga l4)

Stelling 36. Laat L;,i € {1,---4}, 4 verschillende concurrente lijnen in P?
zign met gemeenschappelijk snijpunt p en laat M een lijn zijn met p ¢ M. Laat
piyi € {1,---4} het snijpunt zijn van L; met M. Dan geldt:

(L1, Lo, L3, Ly) := (p1,p2, 3, pa)-

Gecombineerd met het feit dat een injectieve en dubbelverhoudingen behou-
dende afbeelding tussen projectieve rechten altijd een projectieve afbeelding is,
volgt hieruit automatisch dat projecties in het projectieve vlak van lijnen op
lijnen vanuit een punt altijd projectief zijn.
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1 Kwadrieken

1.1 Bilineaire en kwadratische vormen

Laat V' een K-vectorruimte zijn.
Definitie 1.1.1. 1. FEen bilineaire vorm in V is een afbeelding

a:VxV—K

zodat
a(A1vr + Agva, 1wy + plows) = Z ifjo(vi, wy)
i,j=1,2

voor alle A1, s, 1, 2 € K , v1,v2, w1, we € V . « heet symmetrisch indien
Yo,weV : av,w)=alwm),
en heet antisymmetrisch ofwel alternerend indien

VoweV : alv,w) =—a(w,v) .

2. Een kwadratische vorm in V is een afbeelding

q:V—K
waarvoor een bilineaire vorm o in V' bestaat zodat
VoeV : q) =a(v,v) .
Opmerking 1.1.2. 1. Elke bilineaire vorm « in 'V induceert een kwadratische vorm q, in 'V via
VoeV : gu(v):=av,v),
en voor elke kwadratische vorm q in 'V is er (per definitie) een bilineaire vorm « in'V zodat q = qq .
2. Voor een kwadratische vorm q in V, A€ K en v eV geldt
a(Ww) = A2q(v) .
Lemma 1.1.3. Stel charK # 2.

1. Voor elke kwadratische vorm q in 'V is er een unieke symmetrische bilineaire vorm oq in'V zodat q = qo, -

Deze is gegeven door
1
o(v,w) = 5(g(v +w) = ¢(v) = q(w)).

2. Laat « een bilineaire vorm in V' zign. Dan is er een unieke symmetrische bilineaire vorm o, in V zodat
Qo = qo,, - Er geldt

7a(v,0) = 5(a(0,w) +alw,0)) . ()

Bewijs: 1. Laat « een bilineaire vorm zijn zodat ¢ = q, . Dan definieert

aalv,) i= 5 (alv +w) — av) — a(w)) = 5 (a(v,w) + alw,v)

een symmetrische bilineaire vorm zodat ¢ = ¢,, ; dit bewijst de existentie. Voor elke symmetrische bilineaire
vorm o met q = q, geldt volgens dezelfde berekening

1 1
o(v,w) = S (o(v,w) +o(w,v)) = 5 (q(v +w) = q(v) = g(w)) = 74 (v, w)
en dus o = o, ; dit bewijst de uniciteit.

2. Het is makkelijk te zien dat o, gedefinieerd door (%) een symmetrische bilineaire vorm is met ¢, = qo,, ;
deze is wegens 1. uniek. O



Opmerking 1.1.4. 1. Het is makkelijk na te gaan dat de verzamelingen B(V'), Bs(V), Bo(V) en K(V) van
willekeurige, symmetrische, alternerende bilineaire en kwadratische vormen in V' op natuurlijke manier
K -vectorruimten zijn, en dat de afbeelding

rBV) —KV) , arqa
lineair is.
2. Stel nu dat charK # 2 . Dan zien we dat
B(V) =Bs(V) @ Ba(V)

als volgt. Voor o € B(V) definicer as € Bs(V) en aq € Bo(V) door

as(v,w) = %(a(v,w) + a(w,v)) , ag(v,w) = %(a(u,w) — a(w,v)) ;

dan geldt o = as+ aq en dus B(V) =Bs(V) + B.(V) . We moeten nog laten zien dat B,(V) N B, (V) = {0} .
Voor a € B (V)NB,(V) geldt
a(v,w) = a(w,v) = —a(v,w)

en dus (wegens charK #2 ) a(v,w) =0 voor alle v,w eV | dwz a=0.

Opgave 1.1.5. 1. In het geval charK # 2 laat zien dat ker(k) = B,(V) en concludeer dat

K

B.(v) : Bs(V) — K(V)
een isomorphisme en i.h.b. bijectief is (vergelijk Lemma 1.1.3).

2. Wat zign met Opmerking 1.1.4.2 en deel 1. wvan deze opgave corresponderende uitspraken in het geval

char(K)=2 ¢

We stellen nu dat V' eindige dimensie n heeft en dat K =R of K =C.

Laat B = {by1,...,b,} een basis van V zijn, a een bilineaire vorm in V, af—i— =a(b;,bj),4,7=1,...,n,en
AS = (a?j)z‘,jzl,...,n eEMnxnK).
Opmerking 1.1.6. 1. Voor een vaste basis B en een matric A = (ai;); j=1,..n € M(n X n, K) wordt door

n n n
aa | Y wibi, > yibi | =Y aizy;
i=1 j=1

ij=1
een bilineaire vorm in 'V gedefinieerd. Dit levert een lineair isomorfisme
Mnxn K)—BV) , A—aa

met inverse

B(V) — M(nxn,K) , a— A5.

2. « is (anti)symmetrisch d.e.s.d. als de matriz AB (anti)symmetrisch is. I.H.B. hebben we na keuze van
en basis B een lineair isomorphisme

By(V) — Sym"(K) , a— A,
waarbyj Sym™(K) de vectorruimte van symmetrische n x n matrices is.

Lemma 1.1.7. Laat B' = {b},...,b.} een andere basis van V zijn en C = (¢i;)i i=1...n € M(n xn,K) de
1 n J /%] FREER)
n

inverteerbare matriz zodat b = 21 cijbj ,i=1,...,n . Dan geldt AB =CABC".
]:



Bewijs:

(b}, b)) = Z ciwcjia(be, by)

k,l=1
O
De volgende Propositie is hopelijk in het college Lineaire Algebra 2 bewezen.
Propositie 1.1.8. 1. De rang r van AB hangt alleen van o af en niet van de gekozen basis B. r heet de

rang van «.
n —r is de dimensie van de mazimale lineaire deelruimte U van V waarvoor geldt a(v,u) =0 wvoor alle
veV, uelU.

2. Stel a € By(V) . In het geval K =R (resp. K =C ) is er een basis B van V zodat AB diagonaal is met
alleen len, -1en en Oen (resp. alleen len en Oen) op de diagonaal, met alle 1en linksboven de -1en en de
Oen rechts beneden (resp. alle 1en linksboven), en met allemaal nullen buiten de diagonaal. Hierbij is het
aantal 1en, -1en en Oen (resp. len en Oen) onafhankelijk van de gekozen basis. Het aantal 1en plus het
aantal -1en (resp. het aantal 1en) is gelijk aan de rang van a. Dit is de normaalvorm van .

Gevolg 1.1.9. Stel K =C . Laat a een symmetrische bilineaire vorm met rang r in V zijn een A een
symmetrische (n x n)-matriz met rang r. Dan is er een basis B van V zodat AB = A .

Bewijs: Laat B’ een basis van V zijn en a4 de symmetrische bilineaire vorm in V' gedefinieerd door A en B,
dus met A5 = A . Wegens rg(a)=rg(A) hebben o en oy dezelfde normaalvorm Ay; volgens Lemma 1.1.7
zijn er inverteerbare matrices C, D zodat

CAB'Ct = Ay = DAD' = D 'CABCY(D Y =A.

Dit betekent dat de basistransformatie met matrix D~*C de basis B transformeert in een basis 3 zodat A5 = A .
O

Opgave 1.1.10. Formuleer en bewijs het analogon van Gevolg 1.1.9 in het geval K =R .

Lemma 1.1.11. Voor een bilineaire vorm o :V xV — K zijn de volgende witspraken equivalent.

~

VO£veV IueV : alv,u)#0
VO£veV IueV : alu,v)#0
Laat B een basis van V zijn. Dan is de matriz AS inverteerbaar.

De lineaire afbeelding V — V* v a(v,.) s een isomorfisme.
b b

AT

De lineaire afbeelding V — V* | v «a(.,v) is een isomorfisme.
a heet niet-ontaard indien aan (een van) deze condities is voldaan.

Bewijs: Laat B een basis van V zijn en A := A5 de matrix van a t.o.v. B. De matrix C' in Lemma 1.1.7 is
inverteerbaar, dus is de rang van A onafthankelijk van de gekozen basis.

t

Laat ' = (21,...,2,) de codrdinaten zijn in V t.o.v. B zodat a(z,y) = z'Ay .

3. = 1.: Stel x # 0; omdat A inverteerbaar is geldt z'A # 0 . Definieer y:= (z'A)" in het geval K =R
resp. y:= (ztA)! in het geval K = C ; dan geldt

a(z,y) = (2" A)(2'A)" = 2" A|* £ 0 resp. a(z,y) = (2'A)('A)" = [[2*A]* # 0

waarbij || . || de standaard norm in R™ resp. C" is.

1. = 3.: Neem aan dat A niet inverteerbaar is, dan is er een x # 0 zodat 2'A =0 en dus a(z,y) = 2t Ay =0
voor alle y € V', een tegenspraak.



3. & 2. Omdat A inverteerbaar is d.e.s.d. als A dat is volgt dit uit y*' Az = (zAly)! . en 3. & 1.

1. (resp. 2.) & 4. (resp. 5.): Uitspraak 1. (resp. 2.) is equivalent met de injectiviteit van de afbeelding in 4.
(resp. 5.); wegens dim(V*) =dim(V) is dit equivalent met de bijectiviteit van deze afbeelding. O

Definitie 1.1.12. Laat q een kwadratische vorm in 'V zijn en o4 de unieke symmetrische bilineaire vorm in V
zodat q = qo, (zie Lemma 1.1.3). Dan is de rang van q per definitie gelijk aan de rang van oy.

1.2 Kwadrieken in projectieve ruimten

In het vervolg stellen we altijd char(K) # 2 .

Laat V een K-vectorruimte zijn en P(V') de bijbehorende projectieve ruimte met projectie = : V'\ {0} — P(V) .

Definitie 1.2.1. Fen kwadriek in P(V') is een deelverzameling Q C P(V) waarvoor een kwadratische vorm q
in V bestaat zodat Q =n({veV\{0}]|qv)=01}).

In het geval dim(V) < co noemen we de rang van q ook rang van Q.

Q heet dan glad of niet-ontaard indien de rang gelijk is aan dim(V).

Q(P(V)) is de verzameling van kwadrieken in P(V).

Opmerking 1.2.2. A priori is de rang van een kwadriek niet noodzakelijk goed gedefinieerd, want gegeven
de verzameling Q) is het a priori mogelijk dat er quadratische vormen q en q zijn met verschillende rang die
beide @ definiéren. Maar dat is in feite niet mogelijk; in het geval K = C wolgt dit wit Stelling 1.2.8. In het
geval K =R zullen we dit niet algemeen bewijzen, maar hier zal het voor dimP(V) =2 en 3 volgen uit de
meetkundige klassifikatie, en uit Propositie 1.2.11 zal volgen dat voor willekeurige dimensie gladheid van een
kwadriek goed gedefinieerd is.

Opmerking 1.2.3. 1. Voor peP(V) en v, €n 1(p) is er een X#0 zodat v = \v; wegens
q(v') = N2q(v) geldt q(v') =0 < q(v) =0 en dus

peEQR & VYoer tp) :q)=0.

2. Voor 0# ce K definieert cq dezelfde kwadriek als q.

3. Laat B={vg,...,vn} een basis van V zijn en p;:=x(v;), i=0,...,n . Laat o de symmetrische
bilineaire vorm zijn met g=o0, en A= (aij)i’jzow,n de matriz van o t.o.v. B. Dan geldt met
A= (Ao,...,)\n)

]P’(V) ST (Z )\ivi> € Q < q (Z )\i’U,L') =0 <Z )\i’Ui, Z)\ﬂ}z> = AA)\t = Z aij)\i)\j =0.
i=0 i=0 i=0 i=0 i,j=0

4. Laat Q CP(V) en kwadriek zijn gegeven door de kwadratische vorm q in 'V, L CP(V) en lineaire
deelruimte en U CV  de lineaire deelruimte corresponderend met L. Dan is Q N L de kwadriek in L
gegeven door de kwadratische vorm q|y.

5. In het geval K = C is de lege verzameling geen kwadriek, in het geval K =R en n+1=dim(V) < oo
wel; dit kunnen we als volgt zien.
In het eerste geval laat L C P(V) een lijn zijn; dan volgt de bewering wit Voorbeeld 1.2./ hieronder.
In het tweede geval laat B een basis van V' zign en Q) de kwadriek gegeven t.o.v. B door de eenheidsmatrix.
Dan is Q leeg omdat de vergelijking 22 + ...+ x2 =0 alleen de triviale oplossing = = (0,...,0) heeft.

Voorbeeld 1.2.4. Laat V een 2-dimensionale compleze vectorruimte zign en Q C P(V') een kwadriek gegeven
door de kwadratische vorm q. Uiteraard geldt @ =P(V) d.e.s.d. als ¢ =0 ; laten we dus aannemen dat q # 0 .
Dan zijn er codrdinaten (zo : x1) in P(V) zodat Q gegeven is door de vergelijking 3 =0 of z3+22=0.1In
het eerste geval geldt Q ={(0:1)} #0 , in het tweede Q = {(1: £i)} # 0 . Er geldt in het bijzonder: indien

q#0( & Q#P(V) ) bestaat Q uit één of twee punten.

Propositie 1.2.5. Laat Q € P(V) met rang k zijn en T :P(V) — P(V) een projectieve tansformatie. Dan
is 00k T(Q) een kwadriek met rang k.



Bewijs: Laat o een () definiérende symmetrische bilineaire vorm in V zijnen ¢:V — V een T induceerend
lineair isomorphisme. Dan geldt p € P(V) en v €V met n(V)=p

PeETQ & T7'p)eQ & ot (v),t7'(v)=0,

dus is T(Q) de kwadriek gedefinieerd door de symmetrische bilineaire vorm o := o(t~1(.),t71(.)) . Laat S resp.
A de matrix zijn bij o resp. t t.0.v. een basis van V; dan is Sy := A71S(A7!)! de matrix bij 0. S en S; (en
dus ook @ en T(Q)) hebben dezelfde rang omdat A inverteerbeer is. O

Opmerking 1.2.6. Laat o een bilineaire vorm in V zijn en py,p2 € P(V) . Kies wvy,v3 € V\ {0} zodat
w(v;) =p1,4=1,2 . Dan schrijuen we

o(p1,p2) = (resp. #) 0 & o(vy,v2) = (resp. #) 0.

Dit is onafhankeligk van de keuze van vy en vy: indien p; =w(v)) zign er A, #0 zodat vl = A\wv; , en dan
geldt
O'(’Ul,’l}z) =0 < 0'(’[)/171)/2) = )\1)\20’(’01,'[}2) =0.

Lemma 1.2.7. Stel charK #2 en laat Q een kwadriek in P(V) zijn gegeven door de kwadratische vorm q.
Laat o de symmetrische bilineaire vorm zijn zodat q = q, (zie Lemma 1.1.3). Voor pi,...,pr € P(V) geldt
(zie Opmerking 1.2.6)

H:=span(pi,...,pr) CQ < V1<ij<k : o(pip;)=0.
Bewijs: Kies v; € V\ {0} zodat w(v;)) =p;,i=1,...,k . Er geldt

k k
HCQ ~ V()\l,,)\k) EKk :0=¢q Z A4 :Z)\?U(U“vz)"f'Q Z )\iAjU(’l}i7Uj)
i=1

ij=1 1<i<j<k

& V1<ij<k : o(v,v)=0
& V1<ij<k : o(p,p;) =0

O

Stelling 1.2.8. Laat V' een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte zijn en  @Q1,Q2 C P(V) kwadrieken
gegeven door kwadratische vormen q1,q2 # 0 in V. Dan geldt

@1 = Q2 (als verzamelingen) < J0#AAN€C : 1 =A-qa .
Lh.b. geldt: indien Ay, As de matrices zijn bij q1,qa t.o.v. een basis van V', dan geldt

Q1 = Q2 (als verzamelingen) < J0#AANeC : A; =X Ay .

”

Bewijs: "< is triviaal.

7= @1 = Q2 betekent
VoeV : qv)=0 & g¢v)=0. (1)
Wegens ¢1,q2 #0 en (1) iser een vy €V met q1(vg) # 0 # q2(vg) . We vervangen g, door mqg zodat
geldt
q1(vo) = q2(vo) #0;  (2)

het is voldoende te bewijzen dat nu geldt ¢;(v) = g2(v) voor alle vg v €V .

Voor vo#v €V en i=1,2 definieer

fi:C—C , f;(N) = alvo+ A(v—vo)) = 0i(vo,v0) + 2A0i(vo, v — vg) + A203 (v — v, v — vp)
qi(vo) + 2Xai(vo, v — v) + N2qi(v — vo)

waarbij o; de symmetrische bilineaire vorm is met ¢; = ¢,, (zie Lemma 1.1.3). Uit (1) volgt

f1 en fo hebben dezelfde nulpunten, (3)



en (2) betekent
f1(0) = £2(0) 0. (4)

Stel dat g1 (v —wvg) # 0 ; dan volgt uit (1) dat ook ga(v —vg) # 0 . Dan zijn f1 en fo kwadratische polynomen
in A over C met (wegens (3)) dezelfde nulpunten, dus zijn er a1, a2, A\1, A2 € C zodat

fz()\) = ai()\— )\1)()\— )\2) 5 7= 172 . (5)

Uit (4) volgt
)\1 7& 0 7& )‘2 3 (6)
en verder
al)\l)\g = fl(O) = fQ(O) = a2/\1/\2 . (7)
Uit (6) en (7) volgt dan a3 = as ; wegens (5) volgt f1 = fo enihb. qi(v) = fi(1) = fo(1) = q2(v) .

Stel nu dat g1(v —wvg) = 0 ; dan volgt uit (1) dat ook ¢2(v —vp) =0, en dus
fi()\):qi(vo)ﬁ*QAO'i(’Uo,’U*U()) 5 Z:1,2 . (8)

Neem aan dat o1 (vg,v — v9) = 0 # 02(vg, v — vg) , dan geldt wegens (2) f1 = q1(vo) # 0, maar heeft fs het

g2 (vo) .
205 (vo,v—v0) ’

Op dezelfde manier sluiten we uit dat oy (vg,v — vg) # 0 = 02(vo,v — vo) . Er blijven dus twee mogelijkheden.

nulpunt A = — een tegenspraak.

De eerste is  o1(vo,v —vp) = 0 = 02(vo, v — vp) . Dan geldt wegens (2) en (8) f1 = qi(vo) = g2(vo) = f2 , en
dus weer ¢1(v) = fi1(1) = f2(1) = ¢2(v) .

De tweede is  o1(vg,v — vg) # 0 # 02(vg, v — vg) . Nu zijn fi en fy lineaire functies met hetzelde nulpunt
(wegens (3)) A1 # 0 ; een berekening analoog met het kwadratische geval hierboven volgt fi = fo , en dus

1(v) = f1(1) = f2(1) = q2(v) . 0

Opmerking 1.2.9. Het analogon van deze stelling voor het reéle geval is onjuist. Beschouw b.v. in R? de twee
kwadratische vormen
q1 (o, v1) := 23 + 2% | qa(wo, 1) = a2 + 227 .

Voor de bijbehorende kwadrieken Q1,Q2 C P(R?) geldt Q1 = Q2 =0 , maar voor de bijbehorende matrices

10 10
v ) (o)

is er geen 0# X €ER zodat A1 = NAs .

Lemma 1.2.10. Laat V een (n + 1)-dimensionale vectorruimte zijn en o een symmetrische bilineaire vorm in
V' met bijbehorende kwadriek Q.

1. Voor p,p' € P(V) geldt
' cQ « opp) =opp)=0c@p.p)=0.
2. Er geldt
rang(c) <n <& FpreQVpeP(V):o(py,p) =0
= dpe@QVpeQ:ppCqQ.
Bewijs: 1. Dit volgt direct uit 1.2.7.

2. De equivalentie volgt uit Lemma 1.1.11, en de implicatie uit 1. O

Propositie 1.2.11. Laat V een (n + 1)-dimensionale reéle vectorruimte zijn en Q C P(V) een kwadriek
gegeven door een kwadratische vorm q met rang n + 1. Stel dat ¢' een andere kwadratische vorm is die Q als
bijbehorende kwadriek oplevert; dan heeft ¢ ook rang n + 1.



Bewijs: Het is duidelijk dat @ =0 d.e.s.d. als iedere definiérende kwadratische vorm t.o.v. een geschikte
basis gegeven is door de eenheidsmatrix. We mogen dus stellen dat er een basis bg,...,b, van V is zodat ¢
gegeven is door een matrix van de vorm

-1

met nullen buiten de diagonaal, £ len en [ —len op de diagonaal, k+l=n+1 en 1<[<n.Neem aan
dat @ ook gegeven is door een kwadratische vorm ¢’ met rang < n; volgens Lemma 1.2.10.2 is er dan een punt

P’ =(@3:...:p%) € Q zodat voor alle p= (pg:...:p,) €Q geldt o(p’,p) =0 waarbij o de bij ¢ horende

symmetrische bilineaire vorm is. Omdat voor 0 <i <k <j<n geldt 7(b; £b;) € Q volgt
; ; ., 04.,0_ (0 _ 0_ .0 _
VO0<i<k<j<n: pi:tpjfa(p b £b)=0 & p; =p; =0,
maar hieruit volgt
VOSiSn:pgzO,
een tegenspraak. O

Propositie 1.2.12. Laat Q C P*(K), K =R of C, een kwadriek zijn met rang r. Indien Q een hypervlak
H bevat geldt r < 2.

Bewijs: Laat (zo,1,...,2,) codrdinaten in K" zijn zodat H gegeven is door de vergelijking zo =0 , en
A = (aij)i j=o0,..n een symmetrische matrix zodat t.0.v. deze codrdinaten geldt

n
Q={(xg:ax1:...:2,) €eP"(K) | Zaijximjzo.}
4,j=0
Uit H C @ volgt dan
n
Vo= (z1,...,0,) € K" : ¢(2) = Z aijziz; =0 .
i,j=1
Definieer A’ := (a;;), j=1...n ; volgens Propositie 1.1.8 is er een inverteerbare matrix C' zodat CA'C* diagonaal
is. Maar dit is de matrix van ¢’ t.0.v. een bepaalde basis van K", en ¢ =0 impliceert CA’C* =0 . Omdat
C inverteerbaar is volgt A’ =0 , dus heeft A de vorm

apo Aol ... Qon
aio 0 ‘e 0
A= . . .
An0 0 ce 0
De rang van deze matrix, en dus van @, is hooguit 2. O

Propositie 1.2.13. Laat V een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte zijn, @ C P(V) een kwadriek en
H CP(V) een hyperviak. Indien Q bevat is is H, dan is Q het dubbeltellende hyperviak H en heeft i.h.b. rang
1.

Bewijs: Laat by, ...,b, een basis van V zijn met bijbehorende codrdinaten = = (xq, ..., x,) zodat H gegeven
is door de vergelijking xg =0, en zodat de matrix behorende bij de kwadriek @ N H C H diagonaal is. Dan
heeft @ een vergelijking van de vorm

n n n
q(r) = Q(Z zib;) = Zaw% + Z apiZor; =0 .
=0 =0 =1



Wegens @ C H heeft voor 0 <¢<n het polynoom in de variabele A
q(bo =+ )\bl) = Qo —+ )\(107; —+ )\2(11'
géén nulpunt. Dit kan alleen als ag #0 en a; =ag; =0 voor 1<i<n, dusindien

q(z) = apxy , ag#0.
O

Gevolg 1.2.14. Laat V' een complexe vectorruimte zign en Q C P(V) een kwadriek met rang groter dan 1,
dus geen dubbeltellend hyperviak. Dan geldt span(Q)=P(V) .

Opmerking 1.2.15. De met Propositie 1.2.13 en Gevolg 1.2.14 analoge uitspraken zijn niet juist in het reéle
n

geval: de kwadriek in P(R") (n > 1) met vergelijking > 22 is de lege verzameling, dus geen dubbeltellend
i=0

hypervlak, en heeft rang n+1 > 1 | maar is bevat in elk hypervlak.

Definitie 1.2.16. Laat P een projectieve ruimte zijn, t € P een punt en S CP een deelverzameling met

t €S . De kegel over S met top t is de vereniging |J tp wan alle lijnen door t en punten in S.
peS

Opgave 1.2.17. Laat V een (n + 1)-dimensionale reéle of complexe vectorruimte zijn en o een symmetrische
bilineaire vorm in V met rang r. Definieer de nulruimte van o als

N(o)={veV |VueV : olu,v)=0}.

Laat B een basis van V' zijn en A de matriz van o t.o.v. B.
Bewijs N(o) =ker(A) en concludeer dim(N)=n+1—1r.

In de rest van deze paragraaf is V een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte.

Propositie 1.2.18. Stel n> 2.

1. Laat Q CP(V) een kwadriek zijn met rang n. Dan is er een uniek punt p € P(V) met de volgende
eigenschap: voor elk hypervak H CP(V) met p€ H is K:=QNH een gladde kwadriek in H, en Q
is de kegel over K met top p.

2. Laat p € P(V) een punt zijn, H C P(V) een hyperviak met p& H , en K C H een gladde kwadriek.
Dan is de kegel Q over K met top p een kwadriek in P(V') met rang n.

Bewijs: 1. Volgens Opgave 1.2.17 heeft de nulruimte van ¢ dimensie n+1—mn =1 en is dus van de vorm
N(o)=C-vy met 0# vy €V .Definieer p:=m(vg) waarbij = :V \ {0} — P(V) de projectie is (merk op
dat p niet afhangt van de keuze van vy # 0 in N(0)); dan geldt o(gq,p) =0 voor alle ¢ € P(V) . Laat H C P(V)
een hypervlak zijn met p¢ H ,en U CV de n-dimensionale lineaire deelruimte zodat H = «(U \ {0}) . Uit

pe&€ H volgt vg €U , dus is er een basis B = {vp,v1,...,v,} van V zodat B’ = {vy,...,v,} een basis van
U is. Wegens o(v;,v9) =0, i=0,...,n , heeft de matrix A van o t.o.v. B de vorm
0 ... 0
A=
0

waarbij A’ de matrix is van o|yxy. Lh.b. geldt
rang(QN H) =rg(A") =rg(A) =n,

en K is een gladde kwadriek in H.

Voor alle ¢ € K geldt o(q,q) =o(q,p) =o(p,p) =0 en dus pg C @ wegens Lemma 1.2.7. Dit bewijst dat
de kegel over K met top p bevat is in Q.

Stel dat p # g € Q ; dan snijdt de lijn pg het hypervlak H in een punt r van de vorm r = Ap + uq . Uit



o(p,p) =o(q,p) =0(q,q) =0 volgt o(r,r) =0 endus r € K . Wegens ¢ € pr bewijst dit dat @ bevat is in
de kegel over K met top p.

2. Laat U CV de n-dimensionale lineaire deelruimte zodat H = w(U \ {0}) , een B = {vg,v1,...,v,} een
basis van V zodat p = m(vg) en B’ ={v1,...,v,} een basis van U is. Laat A’ een definieerende matrix zijn
van K t.0.v. B’; dan heeft A’ en dus ook

rang n. Als Q C P(V) de kwadriek is gegeven door A t.o.v. de basis B geldt rang(Q) =rg(A) =n . Uit het
bewijs van 1. volgt nu dat ) de kegel is over de kwadriek in H gedefinieerd door A’, dus K, met top p. O

Opgave 1.2.19. Laat zien dat het punt p in Propositie 1.2.18.1. met de gegeven eigenschappen inderdaad uniek
1S.

Definitie 1.2.20. Laat Q C P(V) een gladde kwadriek zijn gegeven door de symmetrische bilineaire vorm o
en p € Q . De ragkruimte van Q in p is

7,Q ={rePV)|olpr)=0}.

Propositie 1.2.21. Stel n> 2.

1. T,Q is een hyperviak in P(V).

2.QNT,Q={reQ|prcQ}.

3. QNT,Q is een kwadriek in T,Q met rang n — 1.

4. Voor p,q € Q met p#q geldt T,Q # T,Q .

5. Stel n>3 . Dan zijn voor een hyperviak H C P(V) de volgende uitspraken equivalent.

(a) Eris een uniek punt p € Q zodat H =T,Q .
(b) QN H is een kwadriek in H met rang n — 1.

We zeggen dan dat H in p aan Q raakt.

Bewijs: 1. Neem 0#v €V met w(v)=p. Volgens Lemma 1.1.11 geldt 0#o(v,.): V — C, dus is
ker(o(v,.)) een hypervlak in V, en dus T,Q = w(ker(o(v,.)) \ {0}) een hypervlak in P(V).

2. Volgens Lemma 1.2.7 geldt

re@QnNT,Q < olp,p) =oclpr)=crr)=0 & prcq.

3. De kwariek Q N7T,Q in Q wordt gegeven door de vorm olker(o(v,.). Kies pi1,...,pn-1 € T,Q zodat T,Q
wordt opgespannen door {p,pi,...,pn—1} . T.0.v. de corresponderende basis van ker(c(v,.) heeft o|ker(o(v,.)
een (n x n)-matrix A van de vorm

0 ... 0
A= w )
0
deze heeft duidelijk rang < n — 1. Uit 1. en de opgave hieronder volgt dat de rang > n — 1 is.

4. Stel p=7(v), ¢=m7(u); wegens p#q geldt dan C-v # C-u . Uit de injectiviteit van v — o(v,.)
(Lemma 1.1.11) volgt nu C-o(v,.) #C-0o(u,.) en hieruit

T,Q = ker(o(v,.)) # ker(o(u,.)) = T,Q .
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5. (a) = (b): Dit volgt uit 3.
(b) = (a): Volgens Propositie 1.2.18 is er en uniek punt p in H zodat K :=Q N H een kegel is in H met top

p; ihb. geldt pgC K CQ voor alle p#ge K en K= |J pg. Uit 2. volgt nu K C T,Q . Wegens
pFAqEK
n—12>2 en Gevolg 1.2.14 geldt H = span(K) C T,Q en dus H =T,Q omdat beide ruimten dimensie n

hebben. De uniciteit van p volgt uit 4. O

Gevolg 1.2.22. Laat Q en gladde kwadriek zijn in P(V) met dim(V) >4 . Voor p € Q is dan T,Q NQ een
kegel in T,Q. 1.h.b. gaan door elk punt op Q lijnen in Q.

Opmerking 1.2.23. De bewering in Gevolg 1.2.22 is i.h.a. onjuist in het geval dat V een reéele vector-
ruimte is. Neem b.v. in P3(R) de gladde kwadriek die t.o.v. de standaard codrdinaten gegeven is door de
vergelijking @3+ 22 + 25 — 22 =0, en laat H C P*(R) het hyperviak zijn met vergelijking x3 =0 . Omdat
23+ 23 + 23 =0 alleen de triviale oplossing (0,0,0) heeft geldt QN H =0 . Was er een lijn L € Q dan zou
gelden LNH #D en dus ook QNH £ .

Opgave 1.2.24. Laat Q CP(V) een gladde kwadriek zijn en H CP(V) een hyperviak. Bewijs dat de
kwadriek QN H in H rang > n — 1 heeft.

Gevolg 1.2.25. Laat H € P(V) een hyperviak zijn dat niet aan Q raakt. Dan is QN H een gladde kwadriek
in H.

Definitie 1.2.26. Laat Q CP(V) een gladde kwadriek zijn, p € Q en L CP(V) een lijn door p. We zeggen
dat L in p aan Q raakt indien L C T,Q .

Propositie 1.2.27. Voor een lijn L in P(V) door p € @ =zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. L raakt in p aan Q.
2.LCQ of LNQ={p}.

Bewijs: 1. = 2.: Neem p#1r € L ; wegens r € T,QQ geldt o(p,r) =0, dus hoort bij L N Q een matrix van
de vorm A = 8 2 .In het geval a =0 geldt LNQ =L endus L CQ .In het geval a # 0 heeft A

rang 1 en bestaat L N Q volgens Voorbeeld 1.2.4 uit één punt; wegens p € L NQ moet p dit punt zijn.

2.=1.:Steldat L C Q ;dan geldt o|, =0, dus o(p,r) =0 vooralle r€ L ,endus L C T,Q .

Neem aan dat LNQ = {p} maar L ¢ T,Q ; daniser een punt p#r € L zodat a:=o(p,r)#0.Bij LNQ

0 a
b

LN @ dan uit twee verschillende punten; een tegenspraak. O

hoort dan een matrix van de vorm A = ) die rang 2 heeft. Maar volgens Voorbeeld 1.2.4 bestaat

Opmerking 1.2.28. Ook bij gladde kwadrieken in een eindigdimensionale reéle projectieve ruimte is er sprake
van rackruimten, maar de situatie is daar ietwat ingewikkelder dan in het complexe geval. We zullen hier later
op in gaan in dimensie 2 en 3.

1.3 Affien deel en projectieve uitbreiding

Laat V een (n + 1)-dimensionale K-vectorruimte zijn en H C P(V) een hypervlak. Dan kunnen we H
beschouwen als het oneindig verre hypervlak, en A :=P(V)\ H als n-dimensionale affiene ruimte over K, en
A na keuze van een geschikte basis van V' identificeren met K.

Definitie 1.3.1. Laat Q CP(V) een kwadriek zijn, dan heet Qp := ANQ het affiene deel van Q t.o.v. H.

Laat (zg : 21 : ... : x,) homogene codrdinaten in P(V') zijn zodat H gegeven is door de vergelijking zo =0 ; de
identificatie A < K™ is dan gegeven door (1:zq:...:x,) < (z1,...,2,) . Laat Q m.b.t. deze coérdinaten
gegeven zijn door de homogene kwadratische vergelijking

Z AjjTiTj = 0 (*)

i,j=0
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waarbij (a;j)i j=0,... . een symmetrische matrix is. Dan geldt
(x1,..,2p) €EANQ & (lixy:...:2,) €Q.
Hieruit volgt dat Qg in A = K™ gegeven is door de inhomogene kwadratische vergelijking
n n
ago + QZaoﬂi + Z aijziz; =03 (xx)
i=1 ij=1
dit is de algemene vergelijking is van een kwadratisch hyperoppervlak ofwel kwadriek in K™.

Definitie 1.3.2. Laat Q' C K™ een kwadriek zijn gegeven door vergelijking (xx). De projectieve uitbreiding
van Q' is de kwadrick @ C P*"(K) gegeven door vergelijking (x) waarbij a;o := ag; -

Stel H={ (zo:...:x,) € P"(K) | 2o =0 } . Het is duidelijk dat voor een kwadriek @ € P"(K) de projectieve
uitbreiding van Qg gelijk is aan @, en dat voor een kwadrick Q' € K™ het affiene deel t.o.v. H van de
projectieve uitbreiding gelijk is aan Q.

Opmerking 1.3.3. Laat Q € P(V) een kwadriek zijn; dan hangt de vorm van het affiene deel Qp i.h.a. af
van de keuze van H. We geven een voorbeeld.

Beschouw de gladde kwadriek Q € P2(R) die t.o.v. de standaard coérdinaten (zo : x1 : x23) gegeven is door de
vergelijking x3 —x% — 23 =0 .

1. Voor H met vergelijking o =0 zijn (x1,72) codrdinaten in A =R% en heeft Qu de vergelijking
22 + 23 =1 dit is een cirkel. Merk op dat QN H =) .

2. Voor H met vergelijking x5 =0 zijn (x9,71) coordinaten in A =R? en heeft Qu de vergelijking
x3 — 23 =1 ; dit is een hyperbool. Merk op dat QN H = {(1:1:0),(1:—1:0)} wit twee punten bestaat.

3. Beschouw nu H met vergelijking xo — xo2 = 0 . We introduceren nieuwe coérdinaten (yo : y1 : y2) in P3(R)
door yo:=xo , Y1 :=T1 , Y2 := X9 — T2 wat equivalent is met xo =yo , T1 =Y1 , Ta =Yo — Y2 . 1.0.0.
deze coordinaten heeft H de vergelijking y» =0 en @ de vergelijking

0=1y3 —yi— (yo—v2)* =2y0y2 — ¥ — ¥3 ,

(yo,y1) zijn codrdinaten in A =TR? | en Qp heeft de vergelijking yo = %y% —|—% ; dit is een parabool.
Merk op dat QN H ={(1:0:1)} wuit één punt bestaat.

1.4 Lineaarsystemen van kwadrieken

Laat V' een K-vectorruimte zijn en
[':By(V) — QF(V))

de afbeelding gegeven door
B(V)30—=Qs:={peP(V)|opp) =0}eQFV)).
Voor 0# X € K geldt Q, = Qs , dus induceert I" een afbeelding
T :P(By(V)) — QP(V)) -

Definitie 1.4.1. Als H een (k-dimensionale) lineaire deelruimte van P(B,(V)) is heet T(H) een (k-dimensionaal)
lineaarsysteem van kwadrieken in P(V) .

Stel nu dat dimV =n+1 < co . Na keuze van een basis (bg, b1,...,b,) in V is de vectorruimte B4 (V') isomorf
met de vectorruimte M*(n+1,K) C M((n+1) x (n+ 1), K) van symmetrische (n 4 1) X (n+ 1)-matrices met
coéfficiénten in K; het isomorfisme is gegeven door (zie Opmerking 1.1.6)

BS(V) S0 (U(bi,bj))i,jzo,...,n S MS((’IZ—F 1) X (TL+ 1),K) .
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Merk op dat M*(n+ 1, K) dimensie 3(n + 1)(n + 2) heeft, want M*(n + 1, K) is isomorph met Rz (n+1)(n+2)
door de coéfficiénten van een symmetrische matrix op en boven de diagonaal als coérdinaten te gebruiken.

Lemma 1.4.2. Voor peP(V) is Q,:={ Q€ QP(V))|peQ} een (:(n+ 1)n— 2)-dimensionaal line-
aarsysteem.

Bewijs: Na keuze van een basns en bijbehorende cotrdinaten wordt gegeven door een symmetrische matrix

A = (ai;) en de vergelijking Z a;jxiz; =0 . Dat P op Q ligt betekent E a;;p;p; = 0 ; dit is een homogene
i=0 i=0

lineaire vergelijking in de codrdinaten a;; voor M*(n+1, K). Deze vergelijking is niet-triviaal omdat tenminste

één van de p;s niet 0 is, dus is de dimensie van de oplossingsruimte M, in M*(n + 1, K) van deze vergelijking

gelijk aan dim(M?®(n+ 1,K)) — 1 . Laat B, de met M, isomorphe lineaire deelruimte van B;(V') zijn, dan geldt

duidelijk @, =T'(B,) en dus is @, een lineaarsysteem van dimensie

dim(T(P(B,)) = dim(B,) — 1 = dim(M,) — 1 = dim(M*(n + 1, K)) — 2 = %(n +1)(n+2) -2,

1.5 Kegelsneden
Definitie 1.5.1. Fen kegelsnede is een kwadriek in een projectief viak.

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P:=P(V) . Laat ¢ # 0 een kwadratische vorm in V zijn
met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm o =0, ,en Q:={peP | q(p) =0} de door g gedefinieerde
kegelsnede in P.

Stel eerst K = C . Volgens Propositie 1.1.8 zijn er de volgende drie gevallen.

rg(Q) =1 : Dan zijn er homogene codrdinaten (xg : 1 : z3) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking
23 =0 . Q is dan de ”dubbeltellende lijn”met vergelijking z¢ =0 .

g{Q = 2 : Dan zijn er homogene coordinaten (zo : z1 : 23) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking
23 + 23 = (x + iz1) (2o — iz1) = 0 . Q is dan de vereniging van de twee verschillende lijnen met vergelijkingen
To+1tr1 =0 en g —ix1 =0.

rg(Q) = 3 : Dan zijn er homogene coérdinaten (zp : 21 : x2) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking
3+ 2?2 + 22 =0 . Q is dan glad en bevat volgens Propositie 1.2.12 géén lijn.

We hebben dus de volgende puur meetkundige characterisatie van de rang van een kegelsnede in P:

Propositie 1.5.2. Voor een kegelsnede Q) in een complex projectief vliak P geldt:

1.rg(@Q)=1 & Q is één lign;
2. rg(Q) =2 & Q bevat twee verschillende lijnen;

3. rg(Q)=3 & Q@ bevat géén lijn.

Stel nu K =R . Na ¢ indien nodig te vervangen door —q (wat dezelfde @ oplevert) zijn er, wederom volgens
Propositie 1.1.8, dan de volgende vijf gevallen.

rg(Q) =1 : Dan zijn er homogene codrdinaten (zp : 1 : x2) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking
23 =0 . Q is dan weer de "dubbeltellende lijn"met vergelijking xo =0 .

rg(Q) = 2 : Er zijn nu twee mogelijkheden.
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1. Er zijn homogene coérdinaten (zg : 71 : 22) in P zodat ) gegeven is door de vergelijking 22 + 2% =0 . Q
is dan én punt (0:0:1).

2. Er zijn homogene coérdinaten (zg : 2 : z2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking 22 — 23 =0 . Q
is dan de vereniging van de twee verschillende lijnen met vergelijkingen zog+ 21 =0 en xg—x1 =0.
rg(Q) = 3 : Ook hier zijn er twee mogelijkheden.
1. Er zijn homogene cobrdinaten (xg : 21 : o2) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking x3 + 22 + 23 =0 .
Dan geldt Q =0 .
2. Er zijn homogene codrdinaten (zq : z1 : ¥2) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking 2 + 23 — 22 =0 .
Q is dan glad en bevat volgens Propositie 1.2.12 géén lijn.
Wederom hebben we een puur meetkundige karakterisering van de verschillende types.

Propositie 1.5.3. Voor een kegelsnede Q) in een reéel projectief vlak geldt één van de volgende uitspraken:

1. Q=0 < rg(Q)=3en q is positief of negatief definiet .
Q is één punt. < 1rg(Q) =2 en q is positief of negatief semidefiniet .

Q is éénlygn. < rg(Q)=1.

Q is de vereniging van twee verschillende lijnen. < 71g(Q) = 2 en q is niet positief of negatief semidefi-
niet.

5. Q bevat meer dan één punt, maar geen lijn. < rg(Q) = 3 en ¢ is niet positief of negatief definiet .

Beschouw A :=R? C P:=P(R3) via (zo,71)— (20 : 21 :1) ; de oneidig verre lijn is dan
Lm:{(xozx1:x2)€P|x2:O}.

De projectieve uitbreiding @ (zie de vorige paragraaf) van de cirkel z2 + 22 =1 is gegeven door de vergelijking
234+ 27 — 23 = 0 en dus een niet-lege gladde kegelsnede; het is duidelijk dat Q N Lo =0 .

Opgave 1.5.4. Laat zien dat

1. de projectieve witbreiding Q van de parabool in A met vergelijking x1 = x3 een gladde kegelsnede in P is,
en dat Lo aan @Q raakt;

2. de projectieve uitbreiding Q van de hyperbool in A met vergelijking z2 — 23 =1 een gladde kegelsnede in
P is, en dat Lo, en Q elkaar in twee verschillende punten snijden.

De volgende propositie (die we hier niet bewijzen) generaliseert het hierboven vermelde (incl. de opgave) en
Opmerking 1.3.3.

Propositie 1.5.5. 1. Laat Q # 0 een gladde kegelsnede zijn in het reéle projectieve viak P, L C P een lijn
en A:=P\ L het bij L horende affiene viak. Dan zijn er drie mogelijkheden.

(a) Ergeldt QNL=10; in dit geval is QNA=Q\ L een ellips in A.
(b) L raakt aan Q, d.w.z. QN L is één punt; in dit geval is QN A=Q\ L een parabool in A.
(¢) L snijdt Q in twee verschillende punten; danis QNA=Q\ L een hyperbool in A.
2. Laat Q' een ellips, parabool resp. hyperbool zijn in een reéel affien viak A. Dan is de projectieve uitbreiding

Q van Q' een niet-lege gladde kegelsnede in het bij A horende projective vliak P = AU L., , en er geldt
Q' = Q\ Lo . Bovendien geldt het volgende.

14



(a) QN Lo =0 indien Q' een ellips is.
(b) Lo raakt aan Q indien Q' een parabool is.

(¢) Lo snijdt Q in twee verschillende punten indien Q' een hyperbool is.

Samenvattend betekend dit dat een ellips, parabool resp. hyperbool Q' in het affiene viak A wordt verkregen door
een niet-lege gladde kegelsnede @Q in een projectief viak P te nemen en een geschikte (niet snijdende, rakende
resp. in twee verschillende punten snijdende) oneindig verre lijn L = Lo, C P te kiezen zodat Q = Q' \ L .

De volgende propositie geldt voor een projectief vlak over R of C.

Propositie 1.5.6. Stel dat voor 1 < m <5 de punten pi,...,pm € P in algemene positie zijn, d.w.z. geen drie
op één lign. Dan vormen voor 1 < k < m de kegelsneden door p1, ..., pi een lineaarsysteem van dimensie 5—k.
Bewijs: Laat Qp de verzameling van kegelsneden door pq, ..., pg zijn.

In paragraaf 1.4 hebben we gezien dat de voorwaarde ”"kwadriek ) gaat door punt p” equivalent is met een
lineaire vergelijking voor de 6-dimensionale vectorruimte B;(V). De voorwaarde dat ¢ door k punten gaat
is dus equivalent met k lineaire vergelijkingen, en dus is Qy in ieder geval een lineaarsysteem van een zekere
dimensie dy.

We verkrijgen Q1 uit Q door de ene extra lineaire voorwaarde ” @) gaat door px11” op te leggen; dit betekent
Oof dipy1 =di 6f dgi1 = di — 1 ; het laatste geldt d.e.s.d. als Qg ; Qk , d.w.z. als er een ) door p1,...,pk
is die niet door pj1 gaat.

Volgens Lemma 1.4.2 is Q7 een lineaarsysteem van dimensie dy =4=5—-1.

Er is een lijn L door p; die niet door p, gaat, hieruit volgt voor de bijbehorende dubbeltellende lijn @@ dat
919Q¢Q2 endus do=dy—1=4—-1=5—-2=3.

De dubbeltellende lijn door p; en ps gaat niet door ps en hoort dus bij Qo maar niet bij Qs; hieruit volgt
dg=dy—1=5-3=2.

De kegelsnede pipz U p1ps gaat door p1, p2, ps maar niet door py, dus geldt dy =ds —1=1=5—-4.

De kegelsnede p1ps U psps gaat door p1, ps, ps3, p4 maar niet door ps, dus geldt ds =dy—1=0=5-5. O

Gevolg 1.5.7. 1. Door 5 punten in een projectief vlak, waarvan geen drie op één lijn, gaat precies één
kegelsnede, en deze is niet-ontaard.

2. Voor niet ontaarde kegelsneden 0§ # Q1,Q2 CP met Q1 C Q2 geldt Q1 =Q> .

Bewijs: 1. De kegelsneden door de 5 punten vormen volgens Propositie 1.5.6 een 0-dimensionaal lineaarsysteem,
maar dat is één punt in Q(P). Deze kegelsnede @ is niet-ontaard, want anders bestaat @ uit één of twee lijnen
en dan moeten tenminste drie van de 5 punten op één lijn liggen.

2. Een niet-ontaarde kegelsnede bevat geen lijn, en snijdt een lijn dus in hooguit twee punten. Indien
f# Q1 C Q2 gaan volgens Opgave 1.5.8 beide door oneindig veel punten waarvan geen drie op één lijn; de
bewering volgt dus uit Propositie 1.5.6. O

Opgave 1.5.8. Bewijs dat een niet-ontaarde, niet-lege kegelsnede in een reéel of complex projectief viak oneindig
veel punten bevat.

Gevolg 1.5.9. Laat pi1,p2,p3,ps € P wvier punten zijn waarvan geen drie op één lijn. Laat t.0.v. homogene
coordinaten x = (xo : x1 : x2) P delijn L;j :=p;,p; gegeven zijn als nulpuntsverzameling van het homogene
lineaire polynoom fij = fij(x) . Dan zijn de kegelsneden door pi,pa,ps,pa precies die van de vorm

Q()\ZH) = { relP ‘ )\flg(x)f24(l‘) + ,uf14(x)f23(x) =0 } s ()\ : /L) S ]P’l .

15



Bewijs: De kegelsneden Q(1.0) = L13U Loy en Qo:1) = L14 U Loz zijn verschillend omdat geen van de vier
punten op één lijn liggen. Maar beide zijn bevat in het volgens Propositie 1.5.6 1-dimensionale lineaarsysteem
Q4 van alle kegelsneden door p1, ps, p3, ps. Het feit dat dit een lineaarsysteem is impliceert precies de bewering:
Q, correspondeert lineair met een 2-dimensionale ruimte van symmetrische matrices waarvan de matrices bij
Q(1:0) en Q(o:1) een basis zijn (ze zijn lineair onafhankelijk omdat anders het verschil een factor # 0 en dus de
bijbehorende kegelsneden gelijk zouden zijn). De matrix resp. vergelijking bij een willekeurige kegelsnede door
de vier punten is dus een lineaire combinatie van de matrices resp. vergelijkingen van Q(1.0) en Qo:1)- O

1.5.1 Polariteit en duale kegelsnede

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P:=P(V) . Laat ¢ # 0 een niet-ontaarde kwadratische
vorm in V' zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm o =0, ,en Q:={pe€P|q(p) =0} de door
q gedefinieerde gladde kegelsnede in PP.

Volgens Lemma 1.1.11 definieerl o een lineair isomorfisme
doe : V—V* | dy(v) =0(v,.);
laat
D, :P— P :=P(V")
de door d, geinduceerde projectieve transformatie zijn. Volgens Stelling 30 in het eerste deel van het dictaat

(van Hans Finkelnberg) kunnen we P* identificeren met de verzameling van lijnen in P; we kunnen D, dus
beschouwen als een bijectieve afbeelding

D, : {punten p € P} — {lijnen L C P} .

We schrijven
Lo,p = Da(p) y Do,L = Dgl(L) ;
dan geldt
Lop={qeP|olpg=0}.
Definitie 1.5.10. L., (resp. p,.1) heet de poollijn (resp. pool) van p (resp. L) t.o.v. o.
Opmerking 1.5.11. 1. Voor p € Q is volgens Definitie 1.2.20 L, , = Do(p) =T,Q de raaklijn aan Q
m p.
2. Uit Propositie 1.2.27 volgt: een lijn L in P is een raaklijn aan Q d.e.s.d. als LN Q precies één punt p is;
in dit geval geldt L =T,Q .
3. Voor p,qeP geldt

pElsy & olgp)=0 & 0op,g)=0 & q€Lgy .

4. Stel p & @Q ; dan is L, volgens 2. geen raaklijn aan @ en zijn er twee mogelijkheden.
(a) Lyp N Q bestaat uit twee verschillende punten g,r die beide verschillend zijn van p; dit is altijd het
geval indien K =C .

(b) Ly, NQ =10 ; dit kan in het geval K =R , b.v. als het affiene deel van Q t.o.v. een oneindig verre
lijn Lo die Q niet snijdt een circel is, en p binnen deze cirkel ligt. Neem als voorbeeld Q C P3(R)
met vergeligking z3 + 2% —23 =0, Loc ={ (zo: 21 :22) €EP*(R) |22 =0}, p=(0:0:1) . Dan
geldt Ly, = Lo endus Lo, NQ =10 .

In het geval (a) geldt wegens 2. en 3.
p=T,Q0NT.Q .

5. Stel p & @Q , dan zijn er precies twee verschillende of geen lijnen door p die aan Q raken; het laatste kan
alleen als K =R . Immers geldt wegens 3. voor q € Q

PETRQ=Losgq & q€LlspnNQ,
en wegens 2. bestaat Ly, N Q uit twee of geen punten. In het geval dat er twee verschillende lijnen L, M

door p zign diein ¢q=LNQ resp. m=MNE aan Q raken geldt dus i.h.b. qr = Ly .
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Voorbeeld 1.5.12. Laat Q C R? een ellips zijn en R? > p & Q ; dan kunnen we de poollijn van p t.o.v. Q
als volgt ”construeren™.

Indien p buiten Q ligt, teken de twee raaklijnen uit p aan Q; dan is de poollijn van p t.o.v. Q de verbindingslijn
van de twee bijbehorende raakpunten.

Indien p binnen @ ligt, neem twee verschillende lijnen Ly, Lo door p; voor i = 1,2 snijdt L; dan Q in twee ver-
schillende punten q;,r;. Teken nu de raaklijnen Ty, Q, T, Q en stel s; :=T,,Q NT,.,Q . Dan is de verbindingslijn
5153 de poollign van p, want volgens Opmerking 1.5.11.8 1.5.11.4 en 1.5.11.5 geldt

pELi:qi’l“i:Lmsi,i:l,Z = SiELU,p,Z'Zl,Q = me:SlSQ.

Propositie 1.5.13. Stel dat p € Q@ en L een lijn door p is die Q in twee verschillende punten ti,ts snijdt.
Stel verder dat L, , N Q it twee verschillende punten q,r bestaat. Dan snijdt L de poollijn Ly, in één punt
s zodat voor de dubbelverhouding van punten op L geldt (p,s,t1,t2) = —1 .

Bewijs: Wegens p ¢ @ geldt p€L,, = L# L,),, dus bestaat L N L, , inderdaad uit één punt s. Vol-
gens Opmerking 1.5.11 geldt p=T,Q NT.QQ en L,, =gr . In de volgende paragraaf zullen we zien dat we
coordinaten (zg : z1 : 22) in P kunnen kiezen zodat

p=(1:0:0),¢g=(0:0:1), r=(0:1:0)

en zodat (1:1:1) € Q, en dat de vergelijking van Q dan is 2% — z122 =0 . De lijn L,, =qr heeft dan de
vergelijking zo = 0, dus heeft s codrdinaten (0 : s1 : s3). De codrdinaten van t1,t; € L =Ps vinden we nu
als oplossingen van

0=0c(\1:0:0)4+u(0:51:8),AM1:0:0)+u(0:81:89)) =A% — p?s155 . (%)
L is geen raaklijn aan @ omdat L N @ uit twee verschillende punten bestaat; i.h.b. geldt

mzLa,q:TqQ7éL7éTrQ:La,r:W7
en wegens L =7Ds volgt s # ¢,r en dus s; # 0 # sy . Dan is (x) equivalent met

)\2

E:slsg#o S (Aip)=(E£s182:1) .
Beschouwen we (A : u) als homogene coordinaten op L dan geldt

p=(1:0), s=(0:1), t; =(y/s152: 1), ta =(—+/s152: 1),
waaruit de bewering door een simpele berekening volgt. O
Beschouw in R? met codrdinaten (z : y) de standaard parabool @ met vergelijking y = 2 , en een punt
p=(a,b) met a®>>b (dw.z dat p onder Q ligt). Het is niet moeilijk na te rekenen dat er precies twee

verschillende punten ¢,r € Q) zijn zodat de verbindingslijn met p aan @ raakt; de lijn g7 is dan de poollijn van
p t.0.v. Q. De lijn L door p evenwijdig met de y-as snijdt @) in één punt ¢; en gr in één punt s.

Gevolg 1.5.14. t; is het middelpunt van het lijnstuk ps.

Bewijs: Het oneindig verre punt ¢, van L is tevens het oneindig verre punt van @Q, dus geldt (p, s,t1,t2) = —1 .
De bewering volgt nu uit een resultaat bewezen in het eerste deel van het college. O

Uit de lineariteit van D, (en dus van D, 1) en de symmetrie en bilineariteit van o volgt dat
o VXV — K, ot (v ) = o(dt(v),dy (u”))

(ea » o

een symmetrische bilineaire vorm in V* is. Omdat o niet-ontaard en d, bijectief is volgt dat ook ¢* niet-ontaard
is en dus een gladde kegelsnede Q* in P* definieert.

Definitie 1.5.15. Q* heet de met Q (t.o.v. o) duale kegelsnede.

Propositie 1.5.16. Q* = D,(Q) , d.w.z. dat de punten van Q* via de bijectie D, corresponderen met de
raaklijnen aan Q.
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Bewijs: Stel dat p* € P* en v* € V*\ {0} zodat p* = n*(v*) waarbij «*:V*\ {0} — P* de natuurlijke
projectie is. Laat verder 7 :V \ {0} — P de natuurlijke projectie zijn; dan geldt 7od;' = D;!or*, en dus

pre@ o o) =0 < U(dgl(f*) ') =0 & w(d;'(v) €Q
v

& DI () eQ o D

1.5.2 Parametervoorstelling en snijpunten van kegelsneden

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn (K =R of C) zijn en P:=P(V) . Laat ¢ een niet-ontaarde
kwadratische vorm in V' zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm o = o, ,en Q:={peP | ¢(p) =0}
de door ¢ gedefinicerde gladde kegelsnede in P. We stellen verder dat Q # 0 .

Definitie 1.5.17. Een parametervoorstelling van Q is een afbeelding ¢ : P! :=PY(K) — Q met de volgende
eigenschap. Indien (xo : x1 : x2) homogene codrdinaten in P zijn t.o.v. een basis in V', dan geldt voor alle
(A:p)ePt

QZ/)()\ : ,u) = (aoo)\ﬂ + CLOl)\Q + aog,u2 : alo)\u + CL11>\2 + a12,u2 : CL20>\,U, + 0,21)\2 + CLQQ,[LQ)
waarbij A = (a;j)i j=01,2 een inverteerbare matriz met coéfficiénten in K is.

Propositie 1.5.18. FEen parametervoorstelling van @ bestaat en is altijd bijectief.

Bewijs: Kies een basis van V zodat @ in de bijbehorende homogene coordinaten (zg : 21 : x3) gegeven is door
de vergelijking
w2+ a?—a2=0.

Na de coodrdinatentransformatie
Yo =20, Y1 := —T1 — T2, Yy2=2T1 — 22

heeft @ de vergelijking
Yo~y =0. (¥

Definieer nu t.o.v. deze coordinaten
o Pt —P , (N:p)— O A2p?),
dan geldt ¢o(P') C Q .

Stel ¢o(A: ) = ¢o(N : ') . Indien A =0 (resp. = 0) volgt N =0 (resp. 1/ =0,)dus (A:p)=(0:1)= (N :u)
(resp. A:p)=(1:0)= (N : /) ). Indien A #0 volgt A # 0 ; dan mogen we aannemen dat A =X =1.Nu
volgt (p:1:p?)=(u' :1:(u)?) endusweer (A:pu)= (N :p'). Hieruit volgt dat ¢ injectief is.

Stel dat  (yo:y1:y2) € Q ; wegens (x) geldt dan y; Z0 of y2 #0 . In het geval y; #0 volgt uit (x)

2 2
dat z—‘%zz—f en dus (yozy1:yz)z(Z—?:LZ—f):(z—?:I:Z—%):gbo(l:z—?).Hetgeval y1 # 0 is geheel
analoog; we concluderen dat ¢ : P! — @Q surjectief en dus bijectief is. I.h.b. hebben we aangetoond dat een

parametervoorstelling van () bestaat.

Laat nu ¢ en A zijn zoals in Definitie 1.5.17. Dan geldt ¢ = T4 0 ¢g , waarbij T4 : PP — P de projectieve
transformatie is met matrix A t.0.v. de homogene coérdinaten (zg : x1 : x2). Omdat ¢g en Ty bijectief zijn is
ook ¢ bijectief. O

Opmerking 1.5.19. Laat ¢ en A zijn zoals in Definitie 1.5.17; dan is ¢(P') = Ta o ¢o(P') een gladde
kegelsnede volgens Propositie 1.2.5.

IDat dit kan volgt in het geval K =R uit Propositie 1.1.8.2. In het geval K = C volgt uit deze Propositie dat Q kan
worden beschreven door de vergelijking 1(2) + x% + a:% = 0, maar indien we x2 dan vervangen door iz2 krijgt de vergelijking ook
de gewensde vorm.
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Voorbeeld 1.5.20. 1. Beschouw t.0.v. homogene codrdinaten (zo : x1 : x2) in P(V) de afbeelding
¢ P —P  pNip)i= O = N AN = AN P

Dan geldt ¢ =T4 0 ¢y waarbiy

1 -1 1
A= 1 1 -1
1 1 1

Wegens det(A) =4 #0 is A inverteerbaar en Q := ¢(P!) een gladde kegelsnede in P.
Vraag: wat is een QQ definiérende homogene kwadratische vergelijking?

We weten dat voor (xg:x1:x2) € Q geldt

0 Al
I =A- )\2 y
Z9 Mz
ofwel
x AL
Ail 1 = )\2
To ,u2
Uit
1 1 1 0
A*1::§ -1 01
0 -1 1
volgt
A= 5 (2o +21) A= = (—mo +x2) , w = (=21 +22)
en dus

2 2 2
(xo +x] — x5 + xoT1 + ToT2 + xlxg) .

=

1
0= (/\M)Q — )\2,u2 = Z ((xo + .1‘1)2 — (—Z‘O + 1‘2)(—1‘1 + 1‘2)) =
Q@ wordt dus gegeven door de vergelijking

2 2 2
Ty + ] — x5 + 2ox1 + ToT2 + 2122 =0 .

2. Beschouw t.0.v. homogene codrdinaten (xg : x1 : x2) in P(V) de deelverzameling Q € P(V) gegeven door
de kwadratische vergelijking
2 4+ 22— 2woxe =0 . (%)

De hierbij horende symmetrische bilineaire vorm heeft de inverteerbare matriz
00 -1
S = 0 1 0
-1 0 1
dus is @ een gladde kegelsnede.
Vraag: wat is een parametervoorstelling van Q¢

Door kwadraatafsplitsen bringen we de vergelijking m.b.v. codrdinatentransformaties eerst in de vorm
28 — 23 + 23 = 0 (dit kan volgens de traagheidswet 1.1.8) en dan met behulp van yo := 2o , .y1 := 21 + 22 ,
Yo := 21 — 23 in de vorm yg —y1y2 = 0 . In ons geval gaat dat als volgt:

0= x% +ac§ —2x0x = x% + (x% —Zxoacg—l—xg) —w% = x% —m%—!—(mz —x0)2 = (22 —x0)2 —(zo+x1)(x0—21) ,
d.w.z.

Yo —y1y2 =0 (%)
waarbij

Yo i=T2—To, Y1 :=To+T1, Y2:=20— 21
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ofwel

1 1 1
xo:§(y1+y2) , X1 = §(y1*y2) ) x2:y0+§(y1 +ya) . (k*%)

De kegelsnede met vergelijking (xx) heeft volgens het bewijs van Propositie 1.5.18 de parametervoorstelling
(Yo :y1:y2) = (A A2 p?) 5

substitie via (% x %) levert voor de kegelsnede met vergelijking (x) de parametervoorstelling

1 1 1
(w0 : w1t m) = (2(A2+u2) : 2(A2—u2):ku+2(>\2+u2)> =W+ N = 2 N )

Laat @Q C P een gladde kegelsnede zijn en pg,p1,p2 € @ paarsgewijs verschillende punten; dan liggen deze
niet op één lijn (want anders zou deze lijn in @ bevat en @ dus ontaard zijn.) In paragraaf 1.5.1 hebben we
gezien dat T}, Q # 1,,Q en T, NQ =p; ,+=1,2 . Hieruit volgt voor pz:=1T1, QNTp,Q :p3F# po,p1,P2 ,
en geen drie van de vier punten pg, ..., ps liggen op één lijn.

Propositie 1.5.21. Laat (zg : x1 : x2) codrdinaten zijn voor P zodat po=(1:1:1), p1=(0:0:1),
p2=(0:1:0) . Dan zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. p3=(1:0:0).

2. Q heeft vergelijking 2% — x109 =0 .
Bewijs: pg,p1,p2 € Q geldt d.e.s.d. als @ t.0.v. deze cotrdinaten gegeven is door een matrix van de vorm

A:

o o

b
0
d

S QU0

met,
a+20b+c+d)=0. (%)

De raaklijn T}, heeft dan de vergelijking
o

cxo+dry =(0,0,1)-A-[ =1 | =0;
)

analoog heeft T},, de vergelijking
bxg +dxe =0 .

Er geldt p3 =T, NT,, =(1:0:0) d.es.d. als b=c=0 en (wegens (%)) a +2d = 0 . Dit betekent dat (op
een factor # 0 na) geldt

2 0 0
A= 0 0 -1 ,
0 -1 0
en dit is equivalent met het feit dat Q gegeven is door de vergelijking 22 — x122 =0 . O

In het geval K = C (en vaak ook in het geval K =R ) kan een parametervoorstelling van @ kan ook worden
verkregen op de volgende manier. Neem p € @@ en laat L C P een lijn zijn die niet door p gaat. Voor ¢ € L
is er precies één punt p # ¢(q) € pgN Q tenzij pg de raaklijn aan @ in p is; in dit geval stellen we ¢(q) =p .
De zo verkregen afbeelding

¢:L—Q , q— &(q)

is bijectief, en men kan bewijzen dat dit inderdaad een parametervoorstelling is na keuze van codrdinaten in L
(waardoor L geidentificeerd wordt met P') en P, en dat elke parametervoorstelling zo kan worden verkregen.
We zullen het eerste illustreren in het volgende
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Voorbeeld 1.5.22. Beschouw in P? met homogene codrdinaten (xo : x1 : x2) weer de kegelsnede QQ met verge-
lijking x3 + 2% — 29z = 0, (zie Voorbeeld 1.5.20) het punt p= (1:1:1) € Q en de lijn L met vergelijking
29 =0 . Voor een punt g=(N:p:0)€ L geldt

pig={(a+br:a+bu:a)| (a:b) P };
de snijpunten van L en Q krijgen we uit de oplossingen (a : b) van de vergelijking
0= (a+bu)*+a®—2(a+bN)a = b(2a(p — \) + bu?) .

De oplossingen hiervan zijn (a:b) = (1:0) resp. (a:b) = (u?:2\—p) corresponderend met de snijpunten
p Tesp.
d(q) = (B> + 200 — A+ i + 20N — g = p?) = (=22 + 207 + p? 2 200 — pi® < i)

hiermee is een parametervoorstelling gevonden.

Merk op dat p a priori een snijpunt is en dus (a:b) = (1:0) altijd een oplossing van de kwadratische verge-
lijking. Dit betekent dat b altijd als factor afsplitst, en de berekening van het tweede snijpunt ¢(q) neerkomt op
het oplossen van een lineaire vergelijking.

Stelnu K =C enlaat Q # Q' CP een tweede gladde kegelsnede zijn.

Definitie 1.5.23. De multipliciteit van een snijpunt p € Q N Q' is gedefinieerd als volgt. Laat x = (xq : x1 : T3)
homogene coordinaten in P zijn, f(x) =0 een homogene kwadratische vergelijking voor @, en

(A1 p) = (aooA* + ao1® + aoe A : a10A” + ar1p® 4+ arpA : azoA + ag1p® + aseAp)

een parametervoorstelling voor Q. Door de laatste in te vullen in de eerste verkrijgen we de snijpunten als de
oplossingen van een homogene vierdegraads vergelijking in A en p; omdat K = C heeft deze de vorm

H(ai)‘ —bip)™ =0

i
met (a; : b;) # (a; : b;) wvoor i # j,m; € Nsg en >, m; =4 . De snijpunten van Q en Q' zijn dan de punten

(3
p; met parameters (by : a;) op Q', en m; heet de multipliciteit van het snijpunt p;.

Hieruit volgt direct

Opmerking 1.5.24. Q N Q' bestaat uit minimaal één en mazimaal 4 punten.

Men kan bewijzen dat deze multipliciteit goed gedefinieerd is (dus onafhankelijk van de keuze van de codrdinaten
in P, de parametervoorstelling voor ), en van de keuze welk van de twee kegelsneden we door een vergelijking
resp. een parametervoorstelling beschrijven. Hierbij kan men gebruik maken van het resultaat van de volgende
opgave.

Opgave 1.5.25. Laat p,q,p1, .- ., Ps zes paarsgewijs verschillende punten op de gladde kegelsnede Q zijn. Bewijs
de volgende gelijkheid van dubbelverhoudingen van lignen:

(m7mamam) = (ma@amam) .

Bovendien kan men de volgende propositie bewijzen.

Propositie 1.5.26. Een snijpunt p € QN Q' heeft multipliciteit m > 1 d.e.s.d. als T,Q =T,Q’" .

Dit levert de volgende meetkundige karakterisering.
Gevolg 1.5.27. 1. QN Q' is één punt; dan heeft dit multipliciteit 4.

2. Er zign twee snijpunten.
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(a) In beide punten hebben Q en Q' dezelfde raaklijn; dan hebben beide snijpunten multipliciteit 2.

(b) Alleen in één van de twee punten hebben Q en Q' dezelfde raaklijn; dan heeft dit snijpunt multipliciteit
3 en het andere multipliciteit 1.

3. Er zijn drie snijpunten. Dan zijn voor precies één hiervan de raaklijnen aan Q en Q' gelijk; dit punt heeft
multipliciteit 2 en de andere twee hebben multipliciteit 1.

4. Er zign vier snigpunten; dan hebben ze allemaal multipliciteit 1.

Opmerking 1.5.28. Ook in het geval dat Q en/of Q' niet glad is zijn er in de meeste gevallen multipliciteiten
van snijpunten te definiéren zodat het aantal hiervan, geteld met multipliciteiten, altijd 4 is.

1.5.3 De Stelling van Pascal

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P:=P(V) . Laat ¢ # 0 een niet-ontaarde kwadratische
vorm in V' zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm o =0, ,en Q:={peP|q(p) =0} de door
q gedefinieerde gladde kegelsnede in P.

Stelling 1.5.29. (Stelling van Pascal) Laat p1,ps,...,ps zes paarsgewijs verschillende punten op Q zijn en
definieer
Lz] = Dpib; 1SZ7.]§67 Z#]?
s1:=Li5 N Lag , s2:= L16MN L3a , 83:= Log M L35 .

Dan liggen s1,52 en s3 op één lign.

Bewijs: Kies homogene codrdinaten in P. Volgens Gevolg 1.5.9 (en gebruik makend van de daar geintroduceerde
notaties) zijn er (A : u), (p: o) € P! zodat Q zowel vergelijking

Af15f26 + pfi6f2s =0

als ook vergelijking
pfasfaa+ 0 fsafos =0

heeft. Na schaling van (A : 1) kunnen we stellen

Misfae + 1fi6f25 = pfasfoa + 0 faafos & >\f15f26*Pf35f24:f25(0f34*/1f16 )

De kegelsnede Q' met vergelijking Afi5f26 — pf3sfoa =0 is dus de vereniging van de twee lijnen L resp. M
met vergelijkingen fo5 =0 resp. ofss — pfie =0 . Wegens fi5(s1) = faa(s1) =0 geldt s; € Q' , en wegens
f26(s3) = f35(s3) =0 geldt s3 € Q' , en uiteraard geldt ps,ps € L . We hebben dus s, 83,p2,ps € LUM |
maar volgens de opgave beneden liggen geen drie van deze punten op één lijn. Uit pg,ps € L volgt nu
$1,83 € M maar hierop ligt wegens f15(s2) = f34(s2) =0 00k sa. O

Opgave 1.5.30. Laat zien dat s1, S3,p2,ps in de Stelling van Pascal niet op één lign liggen.

Stel dat van de 6 punten op @ twee samenvallen wier verbindinglijn voorkomt, b.v. dat p; = p5 . Dan is de
conclusie nog steeds juist indien we p1ps vervangen door de raaklijn aan @ in p;. Het bewijs hiervan is geheel
analoog aan het bewijs hierboven, alleen gebruikt men naast Gevolg 1.5.9 ook het resultaat van de volgende
opgave.

Opgave 1.5.31. Laat p1,p2,ps € Q paarsgewijs verschillende punten zijn en L een lijn door p1. Bewijs dat
de kegelsneden door de drie punten die ook nog in p1 aan Q raken een 1-dimensionaal linearsysteem vormen.
Concludeer dat deze kegelsneden precies die zijn met een vergelijking van de vorm

A (@) fas(@) + pfiz(z) fis(@) =0 , (A:p) €PL,

waarbyy f(x) =0 een vergelijking voor L is.
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Op een soortgelijke manier kan men een met Pascal correspondrerende stelling ook bewijzen indien meer pare
van punten samenvallen; b.v. levert het geval p;1 =ps én ps =pg én ps = py de volgende uitspraak.

Stelling 1.5.32. Laat p1,p2,p3 € Q drie paarsgewijs verschillende punten zijn en L; de raaklijn aan Q in p;,
i =1,2,3 . Dan liggen de drie punten

LiNpaps , LaNpips , L3 Npip2
op één lign.

M.a.w.: Als een driehoek A is ingeschreven in Q, dan liggen de drie punten, verkregen door voor elk hoekpunt
van A de raaklijn aan @Q in dit punt te snijden met de overliggende zijde van A, op één lijn.

In paragraaf 1.5.1 hebben we gezien dat de raaklijnen aan ) corresponderen met de punten op de duale
kegelsnede Q* en omgekeerd. Net als Pappos en Desargues heeft Pascal dus de volgende duale versie.

Stelling 1.5.33. (Duale Stelling van Pascal, Stelling van Brianchon) Laat Ly, Lo, ..., Lg zes paarsgewijs ver-
schillende raaklijnen aan Q zijn en definieer

p”:leLJ ,].SZ,]SG, Z;éj7

S1 :=Di5p24 , S2 = DieP34 » 53 := P26D35 -

Dan gaan S1,S2 en Ss door één punt.

En de duale versie van Stelling 1.5.32 is als volgt.

Stelling 1.5.34. (duaal met Stelling 1.5.32) Laat Ly, Lo, Ly drie paarsgewijs verschillende raaklijnen aan Q
zimen p,=L;NQ,1=1,2,3. Dan gaan de drie lijnen

p1(L2 N Ls) , pa(L1NLs), ps(L1N L)

door één punt.

M.a.w.: Als een driehoek A is omgeschreven om Q, dan gaan de drie lijnen, verkregen door voor elke zijde van
A het raakpunt van deze zijde aan @ te verbinden met het overliggende hoekpunt van A, op één lijn.

Opmerking 1.5.35. In het geval dat QQ niet glad is maar de vereniging van twee verschillende lijnen L en M,
dat p1,p2,p3 € L, p4,ps5,p6 € M en dat py,...,ps verschillend zijn van het snigpunt van L en M, gaat de
Stelling van Pascal over in de Stelling van Pappos.

1.6 Kwadratische oppervlakken in de 3-dimensionale projectieve ruimte

Laat V een 4-dimensionale K-vectorruimte zijn en @ C P:=P(V) een kwadriek met rang r > 1 . Indien r =1
kunnen we codrdinaten (zo,...,x3) kiezen zodat @ gegeven is door de vergelijking 22 =0, d.w.z. Q is een
dubbeltellend vlak.

Indien r=2 en K =C kunnen we codrdinaten (zg,...,xs) kiezen zodat @ gegeven is door de vergelij-
king 23 + 2% = (zg + iz1)(xo — ir1) = 0, d-w.z. Q is de vereniging van de twee verschillende vlakken met de
vergelijkingen xg 4 ix7.

Indien r =2 en K =R zijn er twee gevallen. In het eerste geval kunnen we coodrdinaten (zo, ..., x3) kiezen
zodat Q gegeven is door de vergelijking 22 — 2% = (2o + 21)(z0 — 21) = 0, d.w.z. @ is de vereniging van de twee
verschillende vlakken met de vergelijkingen xg =+ x1. In het tweede geval kunnen we coérdinaten (zo,...,xs)
kiezen zodat @ gegeven is door de vergelijking 3 + 22 =0, d.w.z. Q is een projectieve lijn met homogene
codrdinaten (xg : x3).

De gevallen 7 =3 en 4 behandelen in de volgende twee paragrafen.
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1.6.1 Kegels

Stel r=3.

In het geval K = C is volgens Propositie 1.2.18 ) dan een kegel, d.w.z. er is een uniek punt py € P, een vlak
po 7 H CP en een gladde kegelsnede Q' C H zodat @ de kegel is over Q' met top pg, i.e.

Q= | o
PEQ’

Stel H # H' C P een ander vlak is. Indien pg & H' is H' N Q een gladde kegelsnede in H’, indien py € H’
is H' N Q ontaard, dus een of twee lijnen op @ door pg.

Merk op dat er geen lijn L =pipz C Q is met pg & L : was dat toch het geval dan zou gelden o(p;,p;) =0,
1,7 =0,1,2 | en dus zou het vlak opgespannen door py en L in @) bevat zijn wat niet kan.

In het geval K =R is @ t.o.v. geschikte coordinaten (xo : x1 : x2 : x3) gegeven door de vergelijking
23+ 22+ 23 =0. In het geval 7 + 7 is Q één punt (0 : 0 : 0 : 1), in het geval —” is Q een kegel met top
p=(0:0:0:1), en met alle eigenschappen zoals in het complexe geval. Het enige verschil is dat er vlakken
H door p zijn met HNQ = {p} .

1.6.2 Gladde kwadrieken

Stel r =4 . Ter voorbereiding twee resultaten die in het reéle en complexe geval geldig zijn.

Laat Lq,Ls,Ls CP drie kruisende lijnen zijn.

Lemma 1.6.1. Voor p € Ly is er precies één lign door p die Lo en Ls snijdt. Lh.b. zign er lijnen door p die
Lo snijden maar Lz niet.

Bewijs: Het vlak V opgespannen door p en L3z bevat Ly niet, want anders zouden Lo en Lg elkaar snijden.
Hieruit volgt dat V' N Ly = {¢q} één punt is, en dat de lijn pg de unieke lijn door p is die Ly en L3 snijdt. O

Opgave 1.6.2. Laat zien dat er codrdinaten x = (xg:x1: T3 x3) in P zijn zodat

Lli{I€P|I0:SE2:O}, LQZ{IEP‘$1:I3:O}, L3:{I€P|I07$1:l’271’3:0}.

Stelnu K =C . Voor p € Q isT,Q NQ volgens Propositie 1.2.21 een kegelsnede met rang 2 in het vlak 7,,Q
en bestaat uit twee verschillende lijnen door p. Volgens Propositie 1.2.27 geldt voor een lijn L C @) door p dat
L C T,Q ; hiermee volgt

Propositie 1.6.3. Door elk punt p € Q zijn er precies twee verschillende lijnen Lllj7 Lf, door p met L;, Lg CcQ;
er geldt Lzl] ULf) =T,0NAQ .

Volgens Gevolg 1.1.9 zijn er codrdinaten z = (g : 1 : 22 :x3) in P zodat @ gegeven is door de vergelijking
xor3 — r1x2 = 0 .Beschouw nu de afbeelding

G:P X P — P, (Ao A1), (ko p1)) — (Moo s Aoft1 : Aifto @ Adijir) ;
het is makkelijk te zien dat ¢ goed gedefinieerd is met ¢(P* x P) C Q .
Propositie 1.6.4. ¢ : P! x P! — Q is bijectief.

Bewijs:? Stel dat 6((ho : Au), (1o s 1)) = 6((N = X0)s (1 114)) -

2in paragraaf 1.6.4 zullen we een meer structureel bewijs hiervan geven.
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Injectiviteit: Indien Ao =0 volgt wegens (po, 1) # (0,0) dat Ay =0 en mogen we stellen A =X =1,
hetgeen impliceert (uo : p1) = (pg @ pf) - In het geval Ag # 0 kunnen we aannemen dat Ao = A\j = 1 , waaruit
volgt (uo : 1) = (ug : 1y) - Dit impliceert (Aqpo : Aper) = (Mpo : Mjp1) endus Ay =) .

Surjectiviteit: Stel x = (zg:x1:22:23) € Q . Indien xop =0 volgt 1 =0 of z2 =0 . In het eerste geval
geldt

x=0:0:22:23) =¢((0:1)(z2:23)) ,
in het tweede

x=0:21:0:23)=¢((z1 :23)(0:1)) .

Indien zp # 0 mogen we stellen xop =1 en dus x3 = z122 . Nu geldt

x=1:21:29:23)=d((1:22)(1:27)) .

Merk op dat voor (a :b) € P!
Lhay = o({(a:b)} xPY)={ (ah:ap:bA:bu) | (A:p) P!}
= {Ma:0::0)+pu(0:a:0:b) | (A\:p)eP },
een lijn is in P die in ) bevat is. Net zo is
Ly = 6B x{(a:b)}) ={ (@h:bX:ap:bu) | (A:p) P!}
= {Ma:b:0:0)+pu(0:0:a:b) | (N:p) P},
en lijn in P die in @ bevat is. Wegens de bijectiviteit van ¢ en Propositie 1.6.3 volgt
Propositie 1.6.5. 1. Voor
‘Cl ::{L%a:b) | a:b)E}Pl } ) ‘62 ::{L%a:b) | a:b)epl } )

geldt

Q= U Lwm=U L= U Ln=UTL.

(a:b)ePt LeLt (a:b)eP?t LecL?

L' en L? heten de twee regelsystemen op Q.

LLleftof L,Llef? = LNL =0 ; Lellenl'€L£? = LNL = een punt.

3. .Voor pc€ Q iser één lijn in L' en één lijn in L? door p.

Uit Propositie 1.6.5 en Propositie 1.6.3 volgt nu
Propositie 1.6.6. 1. Laat Ly,Lo, Lz CP? drie kruisende lijnen zijn.

(a) Eris precies één gladde kwadriek Q inP3 die deze drie lijnen bevat, en ze behoren bij één regelsysteem
L op Q.

(b) Het tweede regelsysteem L2 op Q bestaat wit precies die lijnen die zowel Ly als ook Lo als ook Ls
snijden.

2. Laat Q CP? een gladde kwadriek zijn met regelsystemen LY, L?. Dan geldt
L2={LcPlijn|VMeLl : LnM#0}

en
L'={McPlijn|VLeL? : LNM#0}.
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Bewijs: 1. Volgens Opgave 1.6.2 zijn er coordinaten zodat de drie lijnen bevat zijn in de kwadriek @) met
vergelijking xgxs — z129 = 0 . De drie lijnen zijn wegens Propositie 1.6.5 bevat in één regelsysteem van @, zeg
L', en dan geldt wegens Lemma 1.6.1 en Propositie 1.6.5

Q= J L={LCPljn|LNL#0,i=123};
LeL?

hieruit volgt dat @ door de drie lijnen is vastgelegd. Dit bewijst (a); deel (b) volgt weer uit Lemma 1.6.1 en
Propositie 1.6.5.

2. Wegens de bijectiviteit van ¢ bevat @ drie kruisende lijnen in elk regelsysteem; de bewering volgt dus weer
uit Lemma 1.6.1 en Propositie 1.6.5. O

Stel nu K =R ; dan zijn er drie mogelijkheden.
Indien z2 + 22 + 23 + 22 = 0 de vergelijking voor de normaalvorm van Q is geldt Q =0 .

Indien 23 + 22 + 23 — 23 = 0 de vergelijking voor de normaalvorm van @ is snijdt @ het vlak met vergelijking
x3 — 0 niet; i.h.b. bevat @ geen lijn. Maar het is makkelijk te zien dat P door @ wordt opgespand; i.h.b.
bestaat ) uit meer dan één punt. Voor elk punt p € Q geldt T,Q NQ = {p} , want anders zou er een punt
q#p zijnmet o(p,q) =0, wat samen met o(p,p) =o0(q,q) =0 zou impliceren pg C ) wat niet kan.

Indien 22 + 2% — 23 — 22 =0 de vergelijking voor de normaalvorm van @ is zijn er ook codrdinaten y in P
zodat yoys —y1y2 = 0 de vergelijking van @ is (dit volgt uit het resultaat van Opgave 1.1.10). In dit geval
heeft @ alle eigenschappen zoals in de vorige paragraaf beschreven voor een gladde kwadriek in het complexe
geval, i.h.b. zijn er de twee regelsystemen, snijdt elke raakruimte in de twee regels door het raakpunt etc.

1.6.3 Algebraische en meetkundige klassifikatie

We zeggen dat twee kwadrieken in de 3-dimensionale projectieve ruimte tot dezelfde algebraische klasse behoren
als zij dezelfde normaalvorm hebben. Uit de discussie in de paragrafen hierboven volgt echter dat deze klassen
eenduidig kunnen worden beschreven via meetkundige eigenschappen, waarbij i.h.b. de lijnen op zo'n kwadriek
een belangrijke rol spelen. Voor het geval K = C vatten we dit samen in de volgende eerste tabel.

rang vergel. normaalvorm type meetkundige eigenschappen

1 3=0 dubbeltellend vlak bevat meer dan 1 lijn; geen kruisende lijnen;
niet alle lijnen door 1 punt

2 3+23=0 twee verschillende vlakken bevat 2 maar geen 3 kruisende lijnen
3 3+z?+22=0 kegel bevat meer dan 1 lijn; alle lijnen door 1 punt
4 3+ a3+ a2 +22=0  gladde kwadriek bevat 3 kruisende lijnen
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Analoog hebben we in het geval K =R de volgende tweede tabel.

rang vergel. normaalvorm type meetkundige eigenschappen

1 23 =0 dubbeltellend vlak bevat meer dan 1 lijn; geen kruisende lijnen;
niet alle lijnen door 1 punt

2 3+23=0 1 lijn 1 lijn

2 23— 22 =0 twee verschillende vlakken bevat 2 maar geen 3 kruisende lijnen

3 zi+ad+a23=0 1 punt 1 punt

3 w3+a23—23=0 kegel bevat meer dan 1 lijn; alle lijnen door 1 punt
4 +al4ai+ai=0 0 0

4 w3+ a2?+a2i 22 = gladde kwadriek meer dan 1 punt; bevat geen lijn

4 23+ a2 — a2 — a2l = gladde kwadriek bevat 3 kruisende lijnen

1.6.4 De Segre inbedding

Laat U,V eindigdimensionale K-vectorruimten zijn.

Lemma 1.6.7. Er is een natuurlijk isomorfisme
H: U@V — Hom(U,V)={ f:U — V| f K—lineair }

zodat
Vu',ueU", veV : Hu " @v)(u) =u"(u)-v. (%)

Bewijs: De afbeelding
h:U*xV — Hom(U,V) , YVu',ueU*,veV : h(u",v)(u) =u"(u) v

is bilineair en induceert volgens de universele eigernschap van het tensorproduct een lineaire afbeelding H met
eigenschap (). We moeten nog bewijzen dat H bijectief is; wegens

dim(U* ® V) = dimHom(U, V) = (dimU) - (dim V)

is het voldoende te bewijzen dat H surjectief is.

Laat (ug,...,un) resp. (vo,...,Un) een basis zijn van U resp. V, en (ug,...,u)) de duale basis van U*. We
identificeren Hom(U, V') m.b.v. deze bases als vectorruimte met de ruimte M van (n + 1) x (m + 1)-matrices.
Er geldt

H(ui ®vj)(uk) = ug(ur) - vj = bik - v5

de bij H(u}®v;) horende matrix M; ; heeft dus een 1 op de plaats (7, j) en bestaat verder uit nullen. Surjectiviteit
van H volgt nu omdat H lineair, en de bij de basis { M; ; |0<i<n, 0<j<m} van M corrsponderende
basis van Hom(U, V) in het beeld van H bevat is. O

De natuurlijke afbeelding
t:V'xV—K , (v50)—0v"(v),

is bilineair; er is dus een unieke lineaire afbeelding
T:V'QV —K
zodat

VoreV  veV :Tw" ®v)=0v"v).
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Definitie 1.6.8. De natuurlijke lineaire afbeelding

tr-=ToH™:Hom(V,V)— K

heet spoor(afbeelding).
Opgave 1.6.9. 1. Laat zien dat deze definitie van het spoor overeenkomt met de in de lineaire algebra

geintroduceerde: indien «:V — V  een lineaire afbeelding is, B een basis van V' en (a;j)i j=1,..n de

matriz van « t.o.v. B, dan geldt tr(a) = > ay -

-

i=1

2. Laat W een derde eindigdimensionale vectorruimte zijn. De bilineaire compositieafbeelding
Hom(U, V) x Hom(V, W) — Hom(U,W) , (a,8)— Boa,
induceert een lineaire afbeelding
Hom(U, V) ® Hom(V, W) — Hom(U, W)

Laat zien dat deze kan worden beschouwd (via de universele eigenschap van het tensorproduct) als geinduceerd
door een unieke multilineaire afbeelding

UsxVxV*xW—U"QW
met de eigenschap
Vu eU ,veV v eV iweW: (u,v,v"w)—v"(v) u* Qw

De natuurlijke afbeelding
UxV —-UQV, (u,v)n—>u®v

is bilineair en induceert daarom een afbeelding
Seguy :PU)xP(V) —PURV) .
Propositie 1.6.10. Segy, v is injectief.

Bewijs: Stel dat 0 £ u, v’ €U ,0#£v,0' €V ;A#0€ K zijn met u®v = Au ®v') ; we moeten laten zien
dat er dan 0# p,v € K zijn met w=pu’ ,v=vv".

Laat ¢ :U — U* een lineair isomorphisme zijn (b.v. geinduceerd door een niet-ontaarde bilinieaire vorm).
Dan is ook
YvV:=Ho(¢®idy): UV — U*®V — Hom(U,V)

een isomorfisme. Uit v ® v = A(v' ® v") volgt voor «a:= H(¢(u) ®v) € Hom(U,V) , o := H(¢(v') @ v') dat
a = Ao’ . Omdat alle ingrediénten # 0 zijn volgt

K- -v=im(a)=im(a') =K v & J0#£veK:v=w,
en ook

ker(¢(u)) = ker(a) = ker(a') =ker(¢p(u)) & F0#peK:¢pu)=pp(u') & J0#£peK:u=pu .

Definitie 1.6.11. Segy,v heet Segre inbedding.

Opmerking 1.6.12. Het is duidelijk dat t.o.v. bases (ug,...,un) van U, (vo,...,vm) van V van V en (ug ®
Vo, U ® V1, -+, U & Uy, U1 @ Vg, ..., Uy @ Upy) van U @ V' en de bijbehorende homogene coordinaten Segy v
gegeven is door

([{L'() Lot an [y() el ym]) — [{E()y() XYL .. L X0Ym F 1Yo v xnym]
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Stel voor de rest van deze paragraaf dat dimV = 2.

Lemma 1.6.13. Er is een isomorfisme d:V — V* natuurlijk op een factor # 0 na.

Bewijs: Wegens dimV =2 is A2V (zie Paragraaf 2.1) 1-dimensionaal, dus is er een (op een factor # 0 na)

natuurlijk isomorfisme
AN AV — K.

De afbeelding
d:V—V* YoueV : dv)(u):=vAuecAV21 K

is duidelijk lineair, maar ook injectief: indien v #0 iser een u €V zodat (u,v) een basis van V is en dus
d(v)(u) # 0, en dus ook d(v) #0.Omdat dimV =dimV* is d een isomorfisme. O

Het isomorfisme d induceert een isomorfisme
D:=d®idy : V¥ =VeV —-V'aV.

Compositie met het isomorfisme
H:V*®V — Hom(V,V)

(zie Lemma 1.6.7) levert het isomorfisme
S:=HoD:V® — Hom(V,V)

zodat
Vuv,weV:Suxv)(w)=ANuAw)- v.
Merk op dat ook S natuurlijk is op een factor # 0 na.

Propositie 1.6.14. De determinant det : Hom(V,V) — K s een niet-ontaarde kwadratische vorm.

Bewijs: De spoorafbeelding tr : Hom(V,V) — K is lineair, dus is
o:Hom(V,V) x Hom(V,V) — K , o(a,pf):= %(tr(a)tr(ﬁ) —tr(ao f))

bilineair. Merk op dat ¢ symmetrisch is wegens tr(a o 3) = tr(8 o «) . Het is makkelijk na te rekenen (m.b.v.
een basis van V' en de bijbehorende matrices) dat o(a, ) = det(«) ; det is dus de bij o horende kwadratische
vorm.

Kies en basis van V; dit induceert een lineair isomorfisme tussen Hom(V, V) en de ruimte M (2 x 2, K) van
(2 x 2)-matrices. Ten opzichte van de basis

1 0 0 1 0 0 0 0
0 0/’”\00/)”\10)”\ 01
van Hom(V,V) = M (2 x 2,K) is de bij o horende matrix

0 0 0 1
110 0 -1 0
210 -1 0 O
1 0 0 0

Deze is inverteerbaar, dus is ¢ en daarmee ook det niet-ontaard. O

Het isomorfisme S :V®2 — Hom(V,V) is uniek op een factor # 0 na en induceert een unieke projectieve
transformatie

5: P(V®%) — P(Hom(V,V)) .

Beschouw nu
Seg := Segyv : P(V) x P(V) — P(V®?) .

Opgave 1.6.15. Bewijs: na identificatie van P(V®?) en P(Hom(V,V)) via s, is het beeld van Seg de gladde
kwadriek gedefinieerd door de niet-ontaarde kwadratische vorm det in Hom(V, V).
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2 Grassmann-variéteiten

2.1 Uitwendige machten

Laat V een vectorruimte over het lichaam K zijnen k€ N.

Definitie 2.1.1. De vrije K -vectorruimte met basis VF .=V xV x...xV (k factoren) is de verzameling

LHV)={ f:VE— K 8 (v, o0) € VE | fon,. o) #0 ) < oo }
waarbij $A het aantal elementen in de verzameling A is. De vectorruimtestruktuur in L*(V) is gegeven door
A ftpm-g)vr,oe) = A for, o) + e glor, o)

Opmerking 2.1.2. We identificeren (v1,...,v;) met de [ die (v1,...,vx) naar 1 afbeeldt en elk ander element
van V¥ naar 0; dan kunnen we elke vector in L¥(V) op een unieke manier schrijven als een eindige lineaire
combinatie

k
E /\il_“ik(v,’l,...,vik) s >\11k e K R (’Uil,...,llik) eV R
11,0tk

en dus V¥ identificeren met een basis (en i.h.b. een deelverzameling) van LF(V).

Laat W*(V) de lineaire deelruimte zijn van L¥(V') voortgebracht door alle vectoren van de vorm
(V15 ey Uiy ey Uy ey U) F (V15 Uy ey Uiy e, Ug) , 1<i< i<k, v1,...,0, €V

of

/ / - /
(V1,0 F U5 ey U8) — (V1o Uy e Uk) — (U1, ey Vg 0g) , 1< <k, vy, .,05,05, .., 0 €V L

of
(V1,0 s AV, ey 0k) — A1, ey V), 1< i<k AEK jv1,...,0;,...,0,EV .

Definitie 2.1.3. De k-de uitwendige macht van V is het quotient

AkV = Lk(V)/Wk(V)

met natuurligke projectie
T LE(V) — ARV .

Voor (vi,...,vx) € VE C L¥(V) definiéren we
Vi AL AU =T (v, ) € ARV

Propositie 2.1.4. 1. A*V wordt voortgebracht door W‘I‘C/(Vk) wanneer we V* beschouwen als deelverzameling
van L¥(V) (zie Opmerking 2.1.2).

2. 7 yn 1 VE — A¥V s alternerend, d.w.z.
k k L
Ty (Vs ey Uy ooy Uy e, U) = =T (U1, oo, Uy oy iy e, Uk) , 1< E<j <k, v1,...,00 €V,

en k-lineair, d.w.z.

k / k k /
Ty (V1,0 U 0k) = T (V1 Ve UE) F (U1, ey Ul UE)
1<i<k, v1,...,0,0,...,00, €V
en
k k .
(U1, A ) = AT (01,0 0g) , 1< i<k ANEK U1, 0.0 EV L
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Bewijs: 7, is lineair, dus geldt 1. omdat V* een basis van L¥(V) is, en 2. omdat =« (W*(V)) = {0} . O

Hieruit volgt direct

Gevolg 2.1.5. De elementen van A*V zijn eindige sommen van de vorm

E ailiz_“ik * Uiy A Uiz A A Uik 5 aim,_ik S K y Uil,vi2, .. .,Uik S V .

01,8250,k

Er gelden de volgende rekenregels.

1.
VIA AN v+ v) A A=A A A A AU v A AU A LAY,
voor alle vi,..., v,V ..., 00 €V ;A\ u€ K ,1<i<k (het A-produkt is multilineair).
2.
VIA AN AUA NV =0 A AU A LAY N A Vg
voor alle vi,...,vx €V ,1<i<j <k (het A-produkt is alternerend).
Voor n € N laat S,, de groep van permutaties zign van {1,2,...,n}. Dan is 2. equivalent met

Vo(1) A+ NUg(ry = sign(o) -vr AL Ay
voor alle o € Sk , en (samen met de 1.) ook met

viA...Av, =0 als v; =v; voor zekere i< j .

We hebben een natuurlijke afbeelding

v VxVix...x Vo — AV VR (o, v, o) i=m o Ava A A
~— —

k times

met de volgende eigenschappen.
i) Het beeld van v* brengt A*V voort volgens Propositie 2.1.4.
ii) ¥ is k-lineair, d.w.z. lineair in elk van zijn argumenten (volgens de eerste rekenregel).

iii) v* is alternerend, d.w.z. er geldt v*(vi,...,vi,..., 05, ..., 0k) = —V*(V1, ..., V), .., V5. .., V) VOO i <],
(volgens de tweede rekenregel).

Stelling 2.1.6. Voor iedere vectorruimte W en k-lineaire alternerende afbeelding ju:VF — W is er een
unieke lineaire afbeelding m : AV — W zodat p=mov* | duw.z

Y (v1,...,08) € VE i p(or, .. op) =mlvr AL Avg)

Dit noemt men de Universele Eigenschap van de witwendige macht.

Bewijs: Omdat V* een basis van L¥(V) is induceert x4 een unieke lineaire afbeelding
f:LFV) — W

zodat
V (1, ,08) €VE L f(vr, . on) = plvn, . ok)

Omdat g k-lineair en alternerend is geldt W¥(V') C ker i . De homomorfiestelling uit de (lineaire) algebra zegt
nu dat er een unieke lineaire afbeelding

m: APV = Lk(V)/Wk(V) — W
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bestaat met

[L:mow(“/.
Lh.b. geldt
V (1, 08) €VE L op(un,.ok) = ji(vr, .., vk) = (Mo ) (v, v8) = m(vr AL Awy)

= (mo yk)(vl, cey Vk)

en dus g =mov* ; dit bewijst de existentie van m.

Indien m' nog een afbeelding is met de gewensde eigenschappen dan geldt
YorA.o Ao €AV - m(op A Awg) = (mlov®)(or, . uk) = plvr, .. ok) = (movF) (v, ... o)
= m(vl/\.../\vk).

m en m’ komen dus overeen op een stelsel voortbrengers van A¥V, en zijn derhalve gelijk omdat beide lineair
zijn. Dit bewijst dat m uniek is. O

De k-de uitwendige macht van V' is door de eigenschappen i), ii), iii) en de universele eigenschap op natuurlijke
isomorfie na uniek bepaald in de volgende zin.

Stelling 2.1.7. Laat X een K-vectorruimte zijn met de volgende eigenschappen.

1. Eris een k-lineaire alternerende afbeelding
x:VF— X .
2. Voor iedere vectorruimte W en k-lineaire alternerende afbeelding p:V XV x ... xV — W s er een
unieke lineaire afbeelding n: X — W zodat p=mnox .

Dan is er een uniek isomorfisme I: X — A*V met Tox =vF .

Bewijs: Omdat v* k-lineair en alternerend is volgt uit 2. dat er een unieke lineaire afbeelding I : X — AFV
is met
Tox=0vF; (%)
het voldoet te bewijzen dat I een isomorfisme is.
Omdat x k-lineair en alternerend is volgt uit de universele eigenschap van A¥V dat er een unieke lineaire
afbeelding J : A*V — X is met
Jovk =y.

Samen met (%) levert dit
idyey ovF =k = (ToJ)ov® | idxyox=x=(Jol)ox . (x%)

Dit betekent dat zowel idpxy als ook I o J voldoen aan de eisen voor de m behorende bij de k-lineaire en
alternerende afbeelding i := v® volgens de universele eigenschap van AFV; wegens de uniciteit van m volgt
I o J = idAkV .

Geheel analoog volgt, gebruik makende van (xx) en de uniciteit in 2., dat J oI =id,, . O

Lemma 2.1.8. Voor vy,...,v; € V geldt

V1,...,U; zijn lineair afthankelijk = v A...Avy=0.
k
Bewijs: Omdat vy, ..., vy lineair afhankelijk zijn is er een 1 < iy < k met v;, = Y. a;v; voor zekere a; € K .
Dus geldt
k
AN AN I N Zaﬂq/\.../\’l}io_l ANV NVjg41 Ao Ao =0,
iZio
omdat v; in de i-de sommand twee keer voorkomt. O
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Propositie 2.1.9. Laat V' een tweede K -vectorruimte zijn en f:V — V' een lineaire afbeelding. Dan is er
voor k >1 een unieke lineaire afbeelding

ARf 2 ARV — ARV

zodat
Vo (vr,..,up) €VE D ARFor AL A u) = Flo) AL A Fug) -

Bewijs: Omdat f lineair is, is de afbeelding
VE S ARV (o, k) = fon) A A F(og)

k-lineair en alternerend. De bewering volgt dus uit de universele eigenschap van A*V.

We geven nog een alternatief bewijs dat later handig zal zijn. f induceert de afbeelding
FEavE— (VP (one o) = (Fon)s - fon)
en dus, omdat V* een basis is van L*(V), een lineaire afbeelding
LE(f) : LM(V) — LE(V')

Het is duidelijk dat LE(f)(W*(V)) € W*(V') = ker(rk.,) , dus is er volgens de homomorfiestelling een unieke
lineaire afbeelding
ARf ANV — ARV
met
AFfomy =ny o LM(f) .

Dan geldt voor alle (vq,...,v;) € VF

Afloy A Aoy) = Afforb(ur,...,o) =75 o L*(f) (v, ..., 08) = 7 (f(v1), ..., flvr))
= flo) AN flo) -
A* f is hierdoor vastgelegd omdat A*V door alle v; A ... A vy wordt voortgebracht. O

Voorbeeld 2.1.10. We schrijven vectoren in R¥ als kolommen. Dan is de afbeelding

§: REXRFx...xR* — R | §vi,v0,...,0) = det(vy,va,...,0) ,

n times

k-lineair en alternerend, dus is er een unieke lineaire afbeelding d : AFRF — R met
d(vy Avg A ... Avg) = det(vg,va, . .., V)
voor alle vy,v,...,u; € RF .

Propositie 2.1.11. Als de lineaire afbeelding f:V — V' injectief (resp. surjectief) is, dan is ook de
afbeelding A*f: A¥V — ARV’ injectief (resp. surjectief). Lh.b. is AFf een isomorfisme indien f een
isomorfisme is.

Bewijs: We merken eerst op dat voor een lineaire deelruimte U C V' geldt WF(U) c WF(V) .

Stel dat f injectief is. Uit het alternatieve bewijs van Propositie 2.1.9 volgt dat de injectiviteit van A¥f
equivalent is met

WH(V) = kex(ny, o L¥(f)) = L*(f) ™" (kex(ny)) = LE(f)~H(WH(V')) .

Laat dus a € LK(V) zijn met L*(f)(a) € W¥(V’) ; dan moeten we laten zien dat a € W*(V') . We schrijven
a als eindige lineaire combinatie van de vorm

a = Z Ail...ik(vilv"'vvik) .
i1

yeenslk
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Laat U CV de lineaire deelruimte zijn opgespannen door alle hierbij voorkomende v;;’s; dan is U eindigdi-
mensional met a € LF(U) .

Wegens LE(f)(a) € W*(V') kunnen we L*(f)(a) schrijven als een eindige lineaire combinatie van voortbrengers
b™ van W¥(V'). Schrijf elk b™ als eindige lineaire combinatie van v/ . A ... Av), ;o8 en laat Uy C V'

m,j1 WJk
de lineaire deelruimte zijn opgespannen door alle hierbij voorkomende v;nAjl: Dan is U eindigdimensional

met LF(f)(a) € WF(U]) . Laat U’ C V' de lineaire deelruimte zijn opgespannen door U; U f(U); dan is U’
eindigdimensional met

FO) c U, LA(f)(a) = L*(flor))(a) € WEUT) € WHU') = a € LE(f|prw)  (WHU) -
De afbeelding  f[yx) : U — U’ is injectief; omdat U en U’ eindigdimensionaal zijn is volgens (het later te
bewijzen) Lemma 2.1.19.1 ook de afbeelding Ak(f\Lk(U)) : AU — AFU’ injectief. Zoals eerder opgemerkt is
dit equivalent met W*(U) = L*(f|pr@r))"H(W*(U')) , en we concluderen a € WH(U) c W*(V) .
Hiermee is het geval van injectiviteit bewezen. De uitspraak over surjectiviteit is duidelijk. O

Gevolg 2.1.12. Laat U CV een lineaire deelruimte zijn met inclusieafbeelding i: U — V . Dan kunnen we
A*U beschouwen als lineaire deelruimte van A*V via de lineaire injectie AFi: AFU < AFV .

We definiéren nog A°V := K . Dan is voor alle k,l € Ny het wig-produkt
A ARV x ATV — ARV (B — a A,
de bilineaire extensie van
(U AoAVE, Wi A Aw) = o A AU Awr AL A wy
waarbij in het geval k=0 resp. [ =0
aNwi AN...Nwp:=a-wi N...\Nw; resp. vi N...NvxgNa:=a-v1 N... \vg .

Lemma 2.1.13. A : AFV x AWV — ARV s goed gedefiniéerd.

Bewijs: Voor vaste (vq,...,v5) € V¥ is de afbeelding
Vi — ARy (Vkg1y ey Ukgt) P V1T A oo AUR AUgp1 A oo AU
l-lineair en alternerend. Er is dus een unieke lineaire afbeelding

Dy, AV — ARy

Tyeers

zodat
N (vk»+17 R ,Uk+l) S Vl : @(1)17_”77)k)(vk+1 VANIAN ka) =LA NV A Vg1 Ao AN Vg

De afbeelding
O : VF — Hom(A'V, ARV | (v, o) = @y

is k-lineair en alternerend, dus is er een unieke lineaire afbeelding

¥ : APV — Hom(A'V, AF+1V)

LUE)

met
YV (v1,...,05) € vk U(vp Ao Avk) = Py o)

d.w.z.

Y (01,..,00) EVEVY BEAV & T(og Ao AvR)(B) = Py, o) (B) -

De afbeelding
A ARV X ATV — ARV (0, 8) = a A B = T(a)(B)

is dan bilineair met

(’Ul/\.../\Uk)/\(vk+1/\.../\vk+l) = \I/(v1/\.../\vk)(vkﬂ/\.../\ka):<I>(U1 ____ uk)(Uk+1/\---/\'Uk+l)
= UVIAN ANV AV Ao AN Vg

voor alle v1 A...Awvp € APV Jupii AL Avgy € AV O

34



Gevolg 2.1.14. Gevolg 2.1.5.2 impliceert
aAB=(-DFBAra

voor a € A*V |, B A'V .

Stel nu dat dimV =n < oo . Dan geldt

Stelling 2.1.15. Als B={b1,...,b,} een basis van V is en k <n , dan is
Bkiz{bil/\.../\bik | 1§i1<...<ik§n}

een basis van A*V.

Bewijs: Uit de rekenregels in Gevolg 2.1.5 volgt makkelijk dat A*V wordt voortgebracht door B*.

Stel dat > Xiyinbiy Ao A by, =0 . Voor vaste 1 < il <...< ig <n is de afbeelding
1<i1<...<ip<n
n L9
¢:V— K o> wibi)=|
i=1 Zin

goed gedefiniéerd en lineair. I.h.b geldt
$(b;) =0 indien 4 ¢ {i9,...,i%},
en dus

0 = AF0) = Ak Do M A Ab = T N b)) A A (D)

1<ii<..<ix<n 1< <. <ip<n

= Ao_0¢d(bio) Ao Ad(bo) .

Merk op dat d)(bi?) =e;, 1<j <k, waarbij e; € K*¥ de j-de eenheidsvector is. Laat d:A*K* — K de
afbeelding uit Voorbeeld 2.1.10 zijn; dan geldt

0=d ()\igmi%qb(big) A A ¢(bi2)) = Nig o -d(er Ao Aer) = Moo - det(en, ... ex) = Ao .

Een onmiddelijke consequentie is
Gevolg 2.1.16. 1. AYV is natuurlijk geidentificeerd met V.
2. Voor 1 <k <n geldt dimA*V = (Z) s .h.b. is AV een 1-dimensionale vectorruimte met basisby N\ ... A by,.

3. Voor 1<k<mn kan iedere vector in A*V op unieke manier worden geschreven in de vorm

Z Ay g, 'bi1 /\-~-/\bik s gy iy cK forall 1<ii<...<ip<n.
1<ii <...<ip<n

4. Beschouw weer de afbeelding d : AFK* — K wit Voorbeeld 2.1.10. Omdat
dim AFKF =1 = dim K

en
d(e; Nea A...Neg) =det(er,e2,...,e) =1#0

voor de eenheidsbasis {e1,ea, ..., er}, volgt dat d een isomorfisme is.
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Verder hebben we
Gevolg 2.1.17. 1. Voor vy,...,vx € V geldt

V1,. ..,V zijn lineair afthankelijk < vy A...Av,=0.

2. Voor k>n geldt A*V ={0}.

Bewijs: 1. 7=" is Lemma 2.1.8. Indien v1,...,v; lineair onafhankelijk zijn maken ze deel uit van een basis
van V, en dus is v; A ... A vy volgens Stelling 2.1.15 deel van een basis van A*V, dus # 0 ; dit bewijst 7<".

2. Indien k >n zijn vi,...,vx € V lineair athankelijk en daarmee vy A... Avg =0 volgens 1. De bewering
volgt omdat alle vectoren in A*V lineaire combinaties zijn van zulke A-producten. O

Lemma 2.1.18. Laat V' een tweede eindigdimensionale vectorruimte zign en f:V — V' een injectieve
lineaire afbeelding. Dan is AFf: AFV — ARV’ ook injectief.

Bewijs: In het geval k> n geldt wegens Gevolg 2.1.17.2 A*¥V = {0} en is de bewering trivialiter waar;
stel dus k < n . Laat by,...,b, een basis van V zijn. Injectiviteit van f impliceert dat f(b1),..., f(b,) lineair
onafhankelijk zijn in V' en dus deel van een basis van V’. Stelling 2.1.15 impliceert dat

ARy Ao Ay = fDi) A A Fby), 1<ip <...<ip<n,

deel zijn van een basis van A*V’ en dus lineair onafhankelijk. A*f beeldt dus een basis van A*V af op een
lineair onafhankelijk stelsel van vectoren, maar dit is wegens lineairiteit equivalent met injectiviteit. O

Lemma 2.1.19. 1. Voor een lineaire deelruimte U CV is A*U op natuurlijke manier een lineaire deel-
ruimte van AFV.

2. Voor lineaire deelruimten U,W CV  definiéer
AU AANW = span({ uAw | u € AFU , we AW }) c AFFY .
(a) Indien UNW ={0} enuq,...,uy, resp. wi,...,w, een basis van U resp. W is, dan is
{up A Au Awj Ao Awy, [ 1< << <m, 1<ii<...<iy<r}

een basis van AFU A AW
(b) Indien V=U&W en dimU =m geldt

APV = &y AU AN
l=max(0,k+m—n)

3. Er geldt AV ANV = ARV

Bewijs: 1. In het geval m := dimU < k geldt volgens Gevolg 2.1.17.2 dat A*U = {0} ; dit geval is dus trivial
en we mogen aannemen dat m > k . De natuurlijke inclusie ¢: U — V is lineair en injectief, induceert dus
volgens Propositie 2.1.9 en Lemma 2.1.18 een natuurlijke injectieve lineaire afbeelding At : A¥U — A*V met

Vo (ur,..uk) €UR 0 ARs(ur AL A ug) = w(un) AL A u(ug)

2.(a) Het is duidelijk dat A*U A A'W door de u;, A ... Awu; Awj, A...Aw; wordt opgespannen. Wegens
UNW ={0} isu1,...,Un,wi,...,w, deel van een basis van V, dus zijn de u;; A... Au;, Awj, A... Aw;j, deel
van een basis van A¥V en daarom lineair onafhankelijk.

2.(b)Wegens V. =U @& W is er een basis by,...,b, van V zodat by,...,b,, een basis van U en by,41,...,b,
een basis van W is. Voor b, A...Ab;, met 1<4 <...<y<m<iy;<...<ip<n geldt [ <m en
kE—1l<n-—m,dus I >max(0,k+m —n) . Dit betekent dat de basis

{bil/\---/\bz’k‘1§i1<---<ik§n}
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van A*V gelijk is aan de disjunkte vereniging

m
U {biy A Ab, | 1<ii<...<iy<m<ig1<..<ip<n}.
l=max(0,k+m—n)

De bewering volgt omdat { bj;, A...Ab;, |1 <i1 <...<i<m<iq <...<ir<n } volgens (a) een basis
van AU A AW s .

3. ARV A AW C ARV geldt per definitie, en het moge duidelik zijn dat A¥'V wordt voortgebracht door
{uAhw|ue AV  we AV }. O

Definitie 2.1.20. Een vector w € AFV  heet reducibel indien er vi,...,v, €V zijn met w=v A...Avy ,
dw.z. als w € im(V*) . Anders heet w irreducibel.

Opmerking 2.1.21. Wees gewaarschuwd dat de afbeelding v* in het algemeen niet surjectief is, d.w.z. dat
i.h.a. een vector in A*V niet reducibel is.

Opgave 2.1.22. Laat zien dat v? surjectief is d.e.s.d. als n <3 .

Lemma 2.1.23. Laat (v1,...,0n) en (u1,...,u,) twee bases van V' zijn en A = (ai;); j=1,...n de inverteerbare
matriz met

n
V; = E AUy ZZl,...,TL.
Jj=1

Dan geldt
v AL Av, =det(A)ur AL Ay, .

Bewijs: Omdat het wig-produkt n-lineair is geldt

’Ul/\.../\Un: E ajll'aﬁgm..-ajnn-ujl/\ujz/\.../\ujn.

J1s-Jn=1L,...;n
Omdat het alternerend is geldt
Gjy1 A5y * vt Qjom s Uy AUy Ao Ay =0

indien {j1,...,4nt # {1,...,n} , want dan zijn er k <! met jr = j; . De resterende termen zijn precies die
waarvoor een permutatie o € S, bestaat met j; = o(i) , 1 <i <n , dus degene van de vorm

Aji1 e Qjom s Ujy /\.../\an = a,,,(l)l~...~a0(n)n~ug(1)/\.../\ug(n)

= sign(o) - Goy1 - Go(nyn cUL A o AUy
de laatste gelijkheid geldt omdat A alternerend is. Er geldt dus
A AU, = <Z sign(o) - ap(1)1 -aa(2)2~...'a0(n)n> cup Aug AL AUy,
oS,
= det(A) - ur A... Auy .
O

Propositie 2.1.24. Voor vy, ..., v, U1,...,ux €V met vi A... ANvg 0 #£ up A... Auyg zijn de volgende twee
uitspraken equivalent.

1.3 XN s vy AL AvE =AUl AL AU

2. span(vy,...,vx) = span(uq,. .., ug)
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Bewijs: =: Neem aan dat
U := span(vy,...,v) # span(uy, ..., ux) = U’ .

Dan geldt
l:==dim(UnNU") <k,

dus is er een basis (by,...,b,) van V zodat

- (b1,...,bg) een basis is van U,

- (bk—141,---,bak_;) een basis is van U’.

by A ... Abg en bg_j41 A ... Abai_; zijn wegens | < k verschillende basisvectoren van ARV en dus lineair
onafhankelijk. Aan de andere kant zijn er volgens Lemma 2.1.23 u, v # 0 met

PUL A oAV =bi A A b s vug Ao AU = b1 A Abog—g

Dit impliceert
A
bi AN ANbg=pvr A AU =Apug A oAU = —bgp_141 Ao Abag—g
v
een tegenspraak.

<: Wegens v1 A...Avg #0# ug A... Aug en Lemma 2.1.8 is zowel (vy,...,vg) als ook (uq,...,ux) een basis
van U := span(vy,...,vg) = span(uy, ..., u). De bewering volgt dus uit Lemma 2.1.23 toegepast tot U. O

Propositie 2.1.25. Laat U resp. U’ een k- resp. k'-dimensionale lineaire deelruimte van V' zijn, (vi,...,vg)
resp. (vi,...,v},) een basis van U resp. U' enw :=v1 A... ANvg, W' := 0] A...Av),. Dan geldt

UnU ={0} & wAw #0.

Bewijs: =: UNU’ = {0} impliceert dat het stelsel (vy, ..., v, v],...,v},) lineair onhathankelijk is en daarmee
deel uitmaakt van een basis van V. Dan is w A ' een basisvector van A¥T# V' en daarmee # 0.

<=: UNU' # {0} betekent dim(U NU’) > 1. Dan zijn er bases (u1,...,ux) resp. (uf,...,u},) van U resp. U’
met u; = u}. Definieer 0 :=us A ... Aug, 0’ :=uj A... Auj,; dan volgt n An’ = 0. Volgens Propositie 2.1.24
zijn er A, X met w = An, w’ = N7, dus hebben we w Aw’ = A\Nn Ay’ =0. O
Lemma 2.1.26. Voor 0 <k <mn is de bilineaire vorm *

APV X ARV S APV 2K (w,n) = w A

niet-ontaard.

Bewijs: Laat (by,...,b,) een basis van V zijn. Schrijf

BY = {by A Ab, [ 1<ii<...<ip<nt={o|1<i g()}

B% = {b, A Abj | 1<ji<...<jux<n}={B|1<i g(nﬁk):(;l)}
waarbij

Oélzb“/\/\bzk s ﬂi:bjl/\"'/\bjn—k = {il,...,ik}U{jl,...,jn,k}:{1,...,n}.

Dan geldt «o; A B; = £6;;61 A ... Aby, ; de matrix van de bilineaire vorm t.o.v. deze bases is dus inverteerbaar.
O

300k voor verschillende K-vectorruimten V en U van met dim V' = dim U noemen we een bilineaire afbeelding o : V x U — K
een bilineaire vorm (vergelijk Definitie 1.1.1. Zo’n o heet niet ontaard indien zijn matrix t.o.v. bases van V en U inverteerbaar is.
Zoals bij Lemma 1.1.11 bewijst men dat dit equivalent is met de isomorfie van de door a geinduceerde afbeeldingen V' — U* en
U — V* | en andere analoge uitspraken.
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Propositie 2.1.27. Voor 1 <k <n is er een natuurlijk isomorfisme

¢ APV — (AFV)

zodat

PUT A Avp) (o1 A Aog) = det (07 (v)))i5=1,....k))
voor alle vi,...,vp € V* jv,..., 0, €V .
Bewijs: Voor vaste (v},...,v}) € (V*)¥ definiéer

f(vi‘,...,v,:) : Vk — K y f(vf’m’v;)(vl, .. .,Uk) = det ((’U;{(Uj))i’jzl,_“’k)) .

f(vf,m,vi;) is k-lineair en alternerend omdat de determinant dat is in de kolommen, dus is er een unieke lineaire
afbeelding
Vi) P AV — K

zodat
v (1}1, ey Uk) S vk T/J(v{,...,v;)(vl VAN ’Uk) = f(vi‘,...,v;;)(vlv . ,Uk) = det ((U;(Uj))i,jzl,“.,k)) .

De afbeelding .
’(/) : (V*)k — (Akv) ) (UT7 v ,U;:) = w('uf,m,vl’;)

is k-lineair en alternerend omdat de determinant dat is in de rijen, dus is er een unieke lineaire afbeelding
b APV — (AkV)*

zodat
V (0f,. .00 € (V) 0 @(0f Ao AvE) = Yorwr)
dus
PF A AV (01 AL AVR) = Pgor o) (01 AL Avg) = det (07 (97))i=1,...k))

voor alle (v},...,v}) € (V¥ (v1,...,v5) € VF.

Laat by,...,b, een basis van V zijn, b7, ...,b; dedualebasisvan V*en 1 <4 < ... <, <n, 1< <...<jpr<n.
In het geval {i1,...,ix} = {j1,---,Jx} is (0] (bj,.))1,m=1,... .k de eenheidsmatrix en geldt

S(b5 A ABE)(bjy A Ay ) =1

In het geval {i1,...,ix} # {Jj1,...,jk} isereen 1 <1<k met i; & {j1,...,Jkx} . Dan staan in de I-de rij van
(b5, (b5,,))1,m=1,...,, allemaal nullen en geldt

S A AL ) (b A Ab) =0

M.a.w.: ¢ beeldt de basis {b;, A ... A b} } van A¥(V*) af op de basis van (AkV)* die duaal is met de basis
{biy A ... Ab;, } van A¥V. Omdat ¢ lineair is volgt hieruit dat ¢ een isomorfisme is. O
Propositie 2.1.28. 1. Eris een unieke bilineaire afbeelding
¢ APV x V — ARy
z.d.d.
o (qﬁ(w,u*)) = (" ANu")(w)

voor alle a* € (A¥=1V)* | w* € V* en w € A*V . Hierbij beschouwen we o* Au* als element in (A¥V)*

via het isomorphisme
(AP AVE 2 APV AV = APV = (AFY)

(zie Propositie 2.1.27 en Lemma 2.1.19.3).
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2. Voor w= Y XN, Vi, AeooAvy, € ARV en u* € V* geldt

11,00k

k
d(w,u*) = Z Niy.oin (Z(—l)’””u*(vu) U N A, AN A A Um) .

k=1

Bewijs: 1. Voor u* € V* en w € A*V is de afbeelding

w,u*) s (A7) — K, a* e (0 Aut)(w)

lineair, dus is ¥(w,u*) een element van ((Ak*V)*) )

Via het natuurlijk isomorfisme ((Ak_lV)*) =~ A1V correspondeert (w,u*) met ¢(w,u*) € AF~1V  die

voldoet aan .
Vare (AFV) 1 af(p(w,u”)) = P(w,u)(a*) = (aF Au)(w) ;

hieruit volgt de unieke existentie van ¢ als afbeelding. Het is niet moeilijk te zien dat de afbeelding 7 (en
daarmee ook ¢) bilineair is; b.v. geldt

Y(wr +wo,u)(@") = (" Au")(w1 +w2) = (@ Au¥)(wr1) + (@ Au™)(we)
= P(wr,u)(@") + P(wa, u) (@) = (Y(wr,u") + (w2, u")) (@)

voor alle o* € (Ak_lV)* ,en dus Y(wy + wa,u*) = P(wy, u*) + P(wse, u*) .

2. Wegens de bilineariteit van ¢ is het voldoende te bewijzen
i=1

k
o (P A Ao, ut)) = aF (Z(l)k“u*(vi) VLA AV AVpI A LA vk>

voor alle vy,...,v, €V ,u* € V* a* € (A*~1V)* . Het is voldoende dit te doen voor alle v = uj A ... Auj_; ,
ui,...,uf_; € V*  omdat (Ak’1V)* =~ A*=1V* door deze a’s wordt voortgebracht. Nu geldt

(Wi Ao Aui_q) (Pl Ao Ao, u®)) = (Wi Ao AUy AuT) (o Ao Awg)
uf(vy) uf(va) ... ui(vg)
= det
uj_q(v1)  uj_q(v2) uj_y (vr)
u*(v1)  ut(va) u*(vg)

Ontwikkeling van de determinant m.b.t. de laatste rij levert

(ui Ao Au_q) (d(og Ao Avg,u™)) =

k ui(v1) ... uf(vie1) uf(viy1) .. ui(vk)
= (DM () - det : : : : :
i=1 up_q(v1) oo uwp g (vim1) wi_g(vig) .. uf_g(vk)
k
= Z(—l)kﬂu*(vi) Ui A AU ) (D A AV AU A A g)
=1

k
= (UT VANPAN u;:—l) (Z(l)kﬂu*(vz) S VANNAN Vi—1 A Vi41 VANIAN Uk> .
i=1

Voor w € AFV  definiéeren we de lineaire afbeelding

(W) Vs ARV (w) () = (w, u?)
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Gevolg 2.1.29. 1. Voor u* € V* , w; € A"V | wo € AV geldt
(w1 Aws)(u) = (1) @) (') Aws +wr A () (u")
2. Voor ui,us € V* K weA*V geldt
uy (1 (W) (uz)) = (u1 Aug)(w) = —(up A up)(w) = —us (i (w)(u1)) -

Bewijs: 1. Wegens lineariteit is het voldoende het geval wy =v1 A... Avg , wa =u1 A ... Ay te beschouwen.
Hiervoor geldt wegens Propositie 2.1.28.2

k
(wr Awa)(u™) = Z(—l)kHJr“u*(vR) CULA AN A A AU Aw)

k=1

l
+Z l"”\wl/\ (uA)-u1/\.../\u,\,l/\u)\Jrl/\.../\ul)
A

=1
= (D' (wi)(u") Aws +wr Ad*(wr)(u?) -

2. Wegens lineariteit is het voldoende het geval w = vy A vy te beschouwen. Hiervoor geldt

ui(i®(W)(us)) = uj(=uz(v1) -v2 +us(ve) - 01) = —uz(vr) - ui(va) +uz(va) - ui(vr) = det (47 (v5))ij=1,2)
(ur Auz)(w) ;

dit bewijst de eerste identiteit. De tweede is duidelijk, en de derde volgt uit de eerste door 1 en 2 te verwisselen.

O
Stelling 2.1.30. Voor 0# w € A2V definiéren we de lineaire deelruimten
W, =i (w)(V*)CcV
en
W ={veW |vAw=0}CW.
Dan geldt het volgende.
1. W, is de minimale lineaire deelruimte van V zodat w € A’°W,, , d.w.z. dat
(a) we AW, ;
(b) als U CV een lineaire deelruimte is met w € A*U , dan geldt W, C U .
2. De volgende witspraken zijn equivalent.
(a) w is reducibel, dw.z. er zijn u,v €V met w=uAv .
(b) dim W, =2
(c) Wy, =W,
(d) wAw=0
Bewijs: 1.(a) Laat ey,...,e;, fit1,--., fn een basis van V zijn zodat W, = span(ey,...,e;) , en definiéer

U = span(fiy1,---, fn) , dan geldt V=W, ®U en A2V =AW, & (W, AU)® A%U (zie Lemma 2.1.19).
Laat e, ...,ef, f{ 1, ..., [ de duale basis van V* zijn.

!
Voor | < a <n geldt i*(w)(f*) € W, ,duszijner A\,...,\ € K zodat *(w)(fX) = > N\e; . Voor 1 <i <
i=1
geldt dan

XNi = €@ (W () =—-fi( (w)(ef)) wegens Gevolg 2.1.29.2
= 0 omdat *(w )( 7)€
= span(ey,...,e) C ker(fa) .
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Er geldt dus
w)(ff)=0,l<a<n.

Schrijf
l l n n
w= Z Aijei N e; +Z Z Aiati N fo + Z Aagfa N f3
i,j=1 i=1 a=I+1 a,B=1+1
met Aqg + Aga =0 voor [ < a, <n.Dan geldt volgens Propositie 2.1.28.2 voor [ <y <n
0 = "(w)(f7)
Do N(=fi(e) e+ fi(eg) ) + > Nal=fi(e) - fa+ F3(fa) - €) + D Aag(=F5(fa) - 5 + L5(f5) - fa)
4,J

7,00 a,B

l l
DA€=Y Ma—Aay) fa=3 Xy € =2) Mo fa-
i=1 « i=1 a

Omdat eq,..., e, fit1,. .., fn een basis is volgt voor alle i, a,y dat Ajy = Aoy =0, d.w.z.

l
w = Z )\ijei /\ej € A2Ww .
i,j=1

1.(b) Laat U C V een lineaire deelruimte zijn met w € A?U ; dan is w te schrijven als eindige som w = > u; A u;
4,9
met u;,u; € U . Voor alle v* € V* geldt dus volgens Propositie 2.1.28.2

F@)) =) (0 () -y — v () i) €U,
,J
dw.z. W, =im(i*(w)) CU .
2.(a) & 2.(b): Er geldt dimW, >2 omdat 0# w € W, . Indien w reducibel is zijn er v;,v2 €V met
0+#w =1, Avy . Volgens Lemma 2.1.8 zijn v; en v, lineair onafhankelijk, en w is bevat in A2W voor de
2-dimensionale lineaire deelruimte W := span(vy,vs) . Hieruit volgt met 1. dat W, C W , dus dat ook
dim W, <2, en daarmee dimW, =2.

Indien dim W, =2 laat vq,vs een basis van W, zijn. Volgens 1. is w € A’W,, , dusiser een A € K met
w=A-v; Avg = (A v1)Avy, d.w.z. w is reducibel.

2.(b) < 2.(c): Wegens dimW, =2 en 1. geldt vAw € A3W,, = {0} voor alle v € W,, ; dit bewijst (b) =

().
Stel dat [ :=dimW,, >3 .Omdat A : A2W, x A'2W,_, — A'W,, niet-ontaard is (Lemma 2.1.26) en w # 0 ,
is er een 7 € A'"2W,, zodat w A7n # 0, maar dat kan niet indien W, = W/, . Dit bewijst (c) = (b).

2.(c) & 2.(d): (c) is equivalent met
VoreV® : i"(w)(v")Aw=0.
Volgens Gevolg 2.1.29.1 (met | =2 ) geldt
(@ AW)(") = i (@)(07) Aw + AT (W)(07) = 207 (@) (0%) Aw |

(c) is dus equivalent met
VoreV" @ i"(wAw)(v*) =0,
en dus ook met
Vot e VY e A3V 0 (nf Avt)(wAw) =0 ((F(wAw)(v) =0 .
Omdat (A*V)* = A*W* = span({ n* Av* |v* € V* | n* € A3V* }) is dit equivalent met
Vo e (A*'V) D ot (wAw) =0,

dusmet wAw=0. O
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Gevolg 2.1.31. Laat e1,...,e, een basis van V zijn en (z12,...,%Zn—1,n) de codrdinaten in A%V horende bij
de basis ey A e, ..., en_1 Aey van A2V. Dan is

{ we A?*V | wis reducibel }

Z homogene kwadratische vergelijkingen in de x;;’s.

de oplossingsverzameling van een stelsel van

In het geval n =4 is dit de ene vergelijking

T12T34 — T13T24 + 14723 =0 .

Bewijs: Volgens Stelling 2.1.30.2 is w = )" z;je; Ae; reducibel d.e.s.d. als
i<j

O=wAw= g Tijxrpie; Nej Neg Aep .
i<j,k<l

n n
4 4
coéfficienten homogene kwadratische polynomen die allemaal moeten verdwijnen. In het geval n = 4 berekenen
we expliciet

Schrijf dit in termen van de basisvectoren e; Ae; Aep Aep, 1 <i < j<k<Il<n,dan zijn de

0 = (1[,’1261 /\62+...+1’3463/\64)/\ ($1261 N eg +...+£L’34€3/\64)

= (@12%34 — T13T24 + T1aT23)e1 N2 A ez Aey .

Laat Alt*(V) de vectorruimte zijn van alternerende bilineaire vormen op V, d.w.z.

A’ (V) ={ a:V xV — K | a is alternerend en bilineair } .
Lemma 2.1.32. Stel dat char(K) # 2 .

1. Er geldt

dim Alt2(V) = <Z> = dimA2V* |
2. Er is een natuurlijk isomorfisme

B AV = A2(V*) — Alt*(V)

zodat
B Au*)(v,u) = v (v)u*(u) — v*(u)u*(v)

voor alle v, u* e V* jv,ueV .

Bewijs: 1. M.b.v. een basis van V identificeren we Alt?>(V) met de scheefsymmetrische (n x n)-matrices met
coéfficiénten in K. Wegens char(K) # 2 hebben deze nullen op de diagonaal, en zijn vastgelegd door de (g)
coéfficiénten daarboven.

2. Voor v*,u* € V* is de afbeelding
byryr 1 VXV — K | by o (v,u) := 0" (v)u"(u) — v (w)u*(v) ,
bilineair en alternerend, dus een element van Alt?(V). De afbeelding
b:V* X V* — Al2(V) (0", u") = by e
is bilineair en alternerend en induceert dus een lineaire afbeelding

B AV — Alt2(V)
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met
Bv™ Au™) = byx p
voor alle v*,u* € V* ; wegens 1. is het voldoende te laten zien dat § surjectief is.
Laat B = {b1,...,b,} een basis van V zijn en B* = {b},...,b:} de duale basis van V*. Voor « € Alt*(V)

definieer a;; := a(b;, b;) , 4,7 =1,...,n; omdat o alternerend is geldt a;; = —aj; voor alle ¢,j=1,...,n.
Verder geldt voor alle k,l=1,...,n

|
N =
=

Z aizb; N} | (bk, br) ag; (B(by A7) (br, br))

1,5=1 2,j=1

1 n

= 5 Qij - b* bk b*(bl) 71)*(1)[ b* bk Z Qij - zkéjl *5il5jk)

3,j=1 1,7=1

1

= i(akl —ai) = ag = a(bk, by) ;

hieruit volgt ,6’(; > aibf /\b*) =a. O
i,j=1

Voor de rest van deze paragraaf stellen we n = 4.

Propositie 2.1.33. 1. De afbeelding
Q: ANV XAV —AV=C, Qw,w) =wAd,
is een niet-ontaarde symmetrische bilineaire vorm op A2V, d.w.z.

VO#£we AV 3w €AV 1 Qw,) #0 .

2. Laat U resp. U’ een 2-dimensionale lineaire deelruimte van V' zign, (v1,v2) resp. (vi,v5) een basis van U
resp. U en w := v Avg, w' := vjwedgevh. Dan geldt

UnU' #{0} & Qw,w)=0.
3. Voor w € A2V geldt
Qu,w)=0 & FJuv,eV 1 w=uvAvy.
Bewijs: Laat B := (v1,...,vs) een basis van V zijn; dan is
A’B = (b1y...,bg) := (v1 Ava,v1 Avs, 01 A vy, V2 AUs, Uz A Vg, V3 AVy)
een basis van A%V (zie Stelling 2.1.15).
1. Het is duidelijk dat @ bilineair en symmetrisch is. Hij is niet-ontaard wegens Lemma 2.1.26.
2. Dit volgt uit Propositie 2.1.25.

3. Dit volgt uit Stelling 2.1.30.2. O
Lemma 2.1.34. Stel 0+#w € A%V .

1. Indien w irreducibel is en 0#£v €V geldt wAv#0.
2. De volgende drie uitspraken zijn equivalent.

(a) Q(w,w) #0, dw.z. w is irreducibel.
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(b) De alternerende bilineaire vorm
Ly : VXV —AV | Ly(u,v) = Qw,uhv)=wAulv,

s niet-ontaard.
(c) Eris geen w' € A2V met QW' ,w') =Qw,w')=0 en

[TeV | QW.T)=0}={TeAV Q) =0}

Bewijs: 1. Laat (v1,...,vs) een basis van V zijn met v1 =v . Voor w= )" a;v; Av; geldt
i,j=1
i<j

4
wAv=0 <& Zaijvi/\vjzo S asz3=agy =agy =0

i,j=2
i<j

& w =1 A (a12v2 + a13v3 + a14v4) = w is reducibel ,
een tegenspraak.
2. (a) = (b): Dit volgt uit 1. en Lemma 2.1.26.
(b) = (a): Indien w = v; A vy reducibel is geldt L, (vi,v) =0 voor alle v €V .

(a) = (c): Neem aan dat er toch zo'n w’ bestaat; dan geldt
we{TeANV | QW,T)=0}={7c AV |Qw,7)=0}
en dus Q(w,w) =0, een tegenspraak.

(c) = (a): Neem aan dat Q(w,w) =0, dan voldoet w’:=w aan de eisen in (c), een tegenspraak. O

2.2 De Pliicker-inbedding

Laat V' een n-dimensionale vectorruimte zijn en 0 < k < n.

Definitie 2.2.1. We definiéren de Grassmann-variéteit

G(k,V):={ U CV | U is een k — dimensionale lineaire deelruimte van V' } .

In het geval van V = C™ definiéren we

G(k,n) = G(k,C") .

Opmerking 2.2.2. 1. Via U < P(U) kunnen we G(k,V) identificeren met de verzameling van (k — 1)-
dimensionale lineaire deelruimten van P(V'). Lh.b. kunnen we G(2,V') beschouwen als de verzameling van

lignen in P(V).

2. G(L, V) =P(V)

3. G(2,V) is de verzameling van lijnen in P(V).
4. G(n—1,V)=P(V)*

5. G(0,V) en G(n,V) bestaan elk uit één punt.

Lemma 2.2.3. Er is een natuurlijke identificatie

G(n—1,V)=P(V*) .
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Bewijs: Elk hypervlak in P(V) correspondeert met een uniek hypervlak H C V', en zo'n H correspondeert
met een 0 # o € V* die uniek is op een factor # 0 na, dus met een punt in P(V*). O

Definitie 2.2.4. Voor 1 < k < n definiéren we de afbeelding
pl: Gk, V) —DP (AkV)

als wvolgt: voor U € G(k,V) laat (v1,...,vx) een basis van U zign; dan geldt
pl(U):=m(v1 A... Avg)

waarbij ©: AFV\ {0} — P (AkV) de natuurlijke projectie is. pl heet Pliicker-inbedding.

Propositie 2.2.5. pl is goed gedefinieerd en injectief.
Bewijs: Dit volgt uit Propositie 2.1.24. 0
Propositie 2.2.6. Voor U, U’ € G(2,V) laat (v1,v3) resp. (v}, v5) een basis zijn van U resp. U'. Dan zijn de

volgende twee uitspraken equivalent.

1. P(U) NP(U’) # 0

2. (v1 Awg) A (V) Avh) =0

Bewijs: P(U) NP(U’) # 0 is equivalent met U N U’ # {0}, dus volgt de uitspraak uit Propositie 2.1.25. O

2.3 De meetkunde van de Grassmann-variéteit G(2,4)

We beschouwen nu V = C* met standaard basis (e, ...,e3) en standaard codrdinaten (zo,...,x3). In A2C*
geeft dit de basis (fo,...,f5) = (eo Aer,...,ea A ez); de (homogene) codrdinaten in A2C* =2 C (resp. in
P(A2C*) =2 P5) t.0.v. deze basis schrijven we (yo,...,ys) (resp. (yo :-..:ys)).

We identificeren A*C met C m.b.v. de basis eg A e1 A ea A es.

Volgens Propositie 2.1.33 is de kwadratische vorm
Q:ANC*x AC* —C, Qu, ) =wAdW
niet-ontaard.

Uit Propositie 2.1.33.3 volgt

Gevolg 2.3.1. Voor w € A’C* zijn de volgende twee witspraken equivalent.

1. Er zijn u,v € C* met w = u A v.
2. whw=Q(w,w)=0.
Propositie 2.3.2. Voor de Pliicker inbedding
pl:G(2,4) — P° =P(C%) ,

geldt het volgende. Laat p = (po : p1 : p2 : p3) en ¢ = (go : q1 : g2 : q3) verschillende punten op de lijn
G(2,4) 3 L C P? = P(C*) zijn. Dan geldt

Po P
[(L) :=
Pi(L) (’ 9 1

.| Po D2 | | Po D3
do 42 qdo g3

| P1 P2
o g

.| b1 D3
q1 g3

.| P2 D3
q2 43
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3
Bewijs: Laat U C C* de 2-dimensionale lineaire deelruimte zijn met L =P(U). Dan is v:= ) pe; ,
i=0

3
u:= Y g;e; een basis van U, en het is makkelijk te zien dat
i=0
- bi Dy
VAU = P e Ne; .
2; 4% g !
i<j
O
Notatie: L = (p) = <po:...:p3)
q qo ... Q3
Stelling 2.3.3. Laat (yo : ...:ys) de homogene codrdinaten in P° zijn. Dan is het beeld
G :=pl(G(1,3))
de gladde kwadriek in P° met vergelijking
Yoys — Y1Ya +y2ys =0 . (%)
Bewijs: Dit volgt uit Gevolg 2.1.31. O
Uit (x) volgt dat G = { y € P5 | yAy® = 0 } waarbij
0 0 00 0 1
0 0 00 -1 0
A 0o 0 01 0 O
0 0 1.0 0 O
0 -1.0 0 0 O
1 0 00 0 O
Definitie 2.3.4. Voor y° = (y : ... : yY) € G heet de }-dimensionale lineaire deelruimte Ty van P5 met

vergelijking
QM ) = v Ay" = yQys — 1y + v3ys + ¥z — ¥y + ydyo = 0
het raakhypervlak aan G in y°.

Precies zoals voor raakvlakken aan gladde kwadrieken in P? bewijst men

Propositie 2.3.5. Ko := T, 0 NG is de vereniging van alle lijnen in P> door y° die in G bevat zijn. Lh.b. geldt
y € Kyo d.e.s.d. als de lijn yy° in G bevat is.

Stelling 2.3.6. Voor een lijn L € P? geldt

Ky ={pl(L) | L' liin in P> met LNL #0 } .

Bewijs: Voor y=pl(L), y =pl(L') geldt wegens Propositie 2.2.6
LNL #0 < Qy,y)=0 & y eT,NnGg=K, .

O

In het vervolg identificeren we G(1,3) i.h.a. met G via pl, of we zeggen dat een deelverzameling van G corre-
spondeerd (via pl) met een verzameling lijnen in P2. We schrijven dan ook T, resp. K in plaats van Tour)
resp. Ky (r)-
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Definitie 2.3.7. (Schubert cykels) We definiéren

- voor een punt p € P? : o(p) := {lijnen door p};

- woor een lijn L C P3 : o(L) := {lijnen die L snijden};

- voor een vlak H C P? : o(H) := {lijnen in H};

- voor een vlak H C P? en een puntp € H : o(p, H) := o(p) No(H) = {lijnen in H door p};
- woor een gladde kwadiek Q C P? : o(Q) := {lijnen in een regelsysteem van Q}.

Opmerking 2.3.8. Volgens Stelling 2.3.6 geldt o(L) = K.

Notaties: In het vervolg schrijven we (indien geen verwarring mogelijk is) p zowel voor (po,...,p3) € C* als
ook voor (pg:...:p3) € P . We schrijven p A q voor de vector in A2C*, maar (in het geval pAq# 0 ) ook
voor het corresponderende punt in P(A2C*) = P5 en de lijn pg € P? .

Gevolg 2.3.9. 1. Voor twee verschillende lijnen L, M C P3 geldt
LNM 7£ @ -~ £L,M C g )

waarbij Lr, v = pl(L)pl(M) de verbindingslijn in P° is. In dit geval geldt Ly = o(p, H) waarbij
{p}=LNM en H=span(LUM).

2. Voor elk vlak H CP? en punt p€ H is o(p, H) een lijn in P°.
3. Indien L CG een lijn in P5 is, dan is er een uniek vlek H C P> en een uniek punt p € H met
H=o0(p,H) .
Bewijs: 1. De equivalentie volgt uit Propositie 2.3.5 en Stelling 2.3.6. Kies p#q¢€ L en p#r € M ; dan
geldt

op,H) = {pQAg+pr) | (A:p) €P }={pAAg+pr) [ (A:p) P}
= {Qong+uwAr|(Aip)eP } =L .
2. Neem verschillende L en M in o(p, H), dan volgt net als in het bewijs van 1. dat o(p,H) = L1 ar -

3. Neem verschillende L en M in £. Dan geldt volgens 1. £ =Ly =o(p, H) waarbij {p}=LNM en
H = span(LU M) O

Definitie 2.3.10. Laat M C P° een lineaire deelruimte zign. Dan heet M NG een lineair lijnencomplex in P3.

Opmerking 2.3.11. M NG is de kwadriek in M gegeven door de restrictie tot M wvan de bij de matriz A
horende kwadratische vorm op C8, waarbij M C C° de met M corresponderende lineaire deelruimte is.

De lineaire lijnencomplexen zijn bijzondere configuraties van lijnen in P3. Eén doel van dit hoofstuk is alle
afzonderlijke types van deze complexen meetkundig te beschrijven.

We beginnen met het geval dat de lineaire deelruimte in kwestie bevat is in G.

Lemma 2.3.12. Laat P een projectief vlak zijn een X C P een deelverzameling zijn met de volgende twee
etgenschappen.

1. Er zijn punten p,q,r € X die niet op één lign liggen.
2. p,qeP,  p#q = pgC X .

Dan geldt X =P .
Bewijs: Omdat p, g, r niet op één lijn liggen zijn er homogene coérdinaten in Pmet p=(1:0:0) ,¢g=(0:1:0)
r=(0:0:1).Voor (x:y:z)€P met (z,y)+# (0,0) geldt dan

pGCX = apt+ygeX = (ap+ygrCc X = (x:y:2z)=ap+yq+zreX.
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Propositie 2.3.13. 1. (a) Voor elk vilak H C P3 en elk punt p € H is o(p,H) C G een lijn in P5.
(b) Laat L C G een lijn zijn in P5. Dan is er een viak H C P3 en een punt p € H zodat L = o(p, H).

2. (a) Voor elk punt p € P* resp. vlak H C P? is o(p) resp. o(H) een vlak in P°.

(b) Laat H C G een viak in P5 zijn. Dan is er een punt p € P zodat H = o(p), of er is een viak H C P3
zodat H = o(H).

3. G bevat geen lineaire deelruimte van P® met dimensie 3 of hoger.

Bewijs: 1. Dit is Gevolg 2.3.9.

2.(a) Neem drie lijnen Ly, Lo, L3 € o(p) die niet in één vlak in P3 liggen. Neem aan dat er een lijn o(p) Z L C P3
ismet LNL;, ={p;} #0,i=1,2,3.Dangeldt p; #p endus L; =pp;,i=1,2,3 . Maar dan zijn Ly, Lo, L3
bevat in het vlak in P3 opgespannen door p en L, een tegenspraak. Hieruit volgt

olp)={LCPlijn | LNL;#0,i=12,3}=K;, NKr,NKr, =GN Ty, NTr, NT1,) -
Uit Ly # Lo volgt T, # T, en daarmee, omdat dim7y,, =dim7y, =4,
dim(TLl N TLQ) < dimTL1 =4.

Omdat Ly, Ly, L3 niet in één vlak liggen is er een lijn L €P? met LNLs=0,LNL #0#LNLy : neem
een lijn L in het vlak in P? opgespannen door L; en Ly met p ¢ L . Hiervoor geldt

L¢ Ky, CTy,

€n
LeKp, NKyp, T, NTy, .

Hieruit volgt 11, NTr, ¢ T, en dus
dim(TLl n TL2 N TLg) < dll’Il(TL1 n TL2> <4

ofwel
dim(TLl n TL2 N TL3) S 2.

Anderzijds liggen Ly, Lo, L3 € o(p) C T, N Ty, NTr, wegens 1. niet op één lijn in P?, dus volgt dat
H:= dim(TLl n TL2 N TL3)

en H CP5 een projectief vlak is. o(p) C H bevat de drie punten Ly, Lo, L3 die niet op één lijn in P°; en dus
ook niet op één lijn in H liggen. Verder geldt

LMeo(p), L#M = Ly =o0(p,span(LUM)) C o(p) .
Uit Lemma 2.3.12 volgt nu
H=0o(p)CG.

Neem drie lijnen L, Lo, Lg € o(H) die niet door één punt gaan; dan liggen de drie snijpunten {p;;} =L, NL; ,
1 <i<j <3, nietopéén lijn. Neem aan dat er een lijn o(H) Z L CP3? ismet LNL; ={p;} #0, i=1,2,3.
Dan geldt p; e LNL, CLNH ,i=1,2,3. Maar L ¢ H betekent dat L N H één punt p is die gelijk zou
moeten zijn aan alle p;, d.w.z. dat alle L; door p zouden moeten gaan; een tegenspraak. Hieruit volgt

o(Hy={LcPlijn| LNL;#0,i=1,23}=K,, NKr,NKy, =GN (T, NTr, NTy,) .

Uit Ly # Lo volgt net als boven
dim(TLl mTL2) < dimTLl =4.

Omdat L, Ly, L3 niet door één punt gaan isereenlijn L €P3 met LNLy3=0,LNL #0#LNLy :neem
een lijn L door p1o met L ¢ H . Hiervoor geldt

L¢ Ky, CTy,
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en
LEKLIQKLZ CTleTLz .

Hieruit volgt weer 17, NTr, ¢ T, en dus
dim(Tp, N Ty, NTL,) < 2.

Anderzijds liggen Li, Lo, Ls € o(H) C Ty, NTr, NTr, wegens 1. niet op één lijn, dus volgt dat
H = dim(Tp, N Ty, NTr,)

en H CP° een projectief vlak is. o(H) C ‘H bevat de drie punten L1, Lo, L3 die niet op één lijn in P°, en dus
ook niet op één lijn in H liggen. Verder geldt

LMeoH),L#¥M = Lry=0(LNMH)Co(H).
Uit Lemma 2.3.12 volgt
H=0(H)CG.

2.(b) Neem drie punten L1, Lo, Lz € H die niet op één lijn in H liggen. Wegens L, ., CH C G en 1. geldt
Stel dat pi1o = p13 = pes = p . Dan geldt Li, Lo, L3 € o(p) , en we hebben al bewezen dat o(p) een vlak is.
Omdat Lq, Lo, L niet op één lijn liggen volgt

o(p) = span(Ly, Ly, L3) =H .
Stel dat pi2 # p13 . Dan geldt po3 & Ly omdat Lo % Ly # L3 , dus volgt Ly, Lo, L € o(H) voor het vlak
H = span(pi2, p13,p23) C P2 . Net als boven concluderen we

o(H) = span(Ly, Lo, L3) =H .

3. Zou G een lineaire deelruimte van dimensie > 3 bevatten dan waren er coérdinaten in P° waarvoor de matrix
van de G definiérende kwadratische vorm de gedaante

* % %k x %
* ok % k¥ %
*x %« 0 0 0 O
*x x 0 0 0 O
*x x 0 0 0 O
*x x 0 0 0 O
heeft. Maar zo’n matrix heeft maximaal rang 4. O

Gevolg 2.3.14. Voor een lijn L C P zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1.L¢G

2. LN G bestaat uit twee verschillende punten, corresponderend met twee kruisende lijnen in P3, of LN G
bestaat uit één punt L en L raakt in L aan G.

Lemma 2.3.15. Laat Ly, Lo, L3 C P? drie kruisende lijnen zijn. Dan geldt:

1. 'H := span(Ly, Ly, L3) CP® is een viak en K :=HNG een gladde kegelsnede in H;

2. dim (Tp, NTr,NTr,) =2, dus Tp, N T, N Ty, is een viak.
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Bewijs: 1. Zouden L1, Lo, L3 op één lijn £ CP5 liggen zou £ de kwadriek G in drie verschillende punten
snijden en daarom in G bevat zijn. Maar dan zouden Lq, Lo, L3 elkaar volgens Propositie 2.3.13.1 in één punt
p snijden; een tegenspraak. Hieruit volgt dat H inderdaad een vlak is.

Uit LiNLy =0 volgt wegens Gevolg 2.3.9 dat H D Ly, 1, ¢ G, endus H ¢ G . K is daarom een echte
kegelsnede in ‘H. Omdat Lq, Lo, Ly € K niet op één lijn liggen is K geen dubbeltellende lijn in H. Maar K kan
ook niet uit twee verschillende lijnen bestaan, want dan zou één daarvan twee van de L;’s bevatten, en hieruit
zou volgen dat deze twee elkaar snijden. Er blijft dus als enige mogelijkheid dat I een gladde kegelsnede is.

2. Wegens Lj # Lo geldt Tr, #Tr, en dus dim (77, NTr,) < 3. Wegens Lemma 1.6.1 is er een lijn
LCcP?® met LNLi#0#LNLy en LNL3=0,dwz met LeTy,, NTy, en L ¢ Ty, . Hieruit volgt
T, N1y, §Z TL3 en dus dim (TL1 NTr, N TL3) < dim (TLl n TLQ) < 3, ofwel dim (TL1 NTr, N TL3) <2.Aan
de andere kant geldt wegens Tp. C P5 dat

dim (Ty, NTyr,) > dim Ty, + dim Ty, — dimP® =44+ 4 - 5=3 ,

en daarom
dim(TLl N7y, ﬂTLS) > dim(TLl ﬂTLQ) +dimTL3 —5>34+4—-5=2.

We concluderen dim (7r, N T, NTr,) =2 . O

Propositie 2.3.16. Laat H C P een viak zijn.

1. De volgende twee uitspraken zijn equivalent.
(a) HNG = M;j UMy met My, Mo CH twee verschillende lijnen.
(b) Er zijn een lijn L C P3| punten pi,ps € L en vlakken L C Hy,Hy CP3 zodat

p1#p2 , Hi # Hy

en
HNG =o(p1,Hi)Uo(pe, Ha) .

2. Definiéer K :=HNG ; dan zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

(a) K is een gladde kegelsnede in 'H.
(b) Eris een gladde kwadrick Q C P3 zodat K één regelsysteem op Q is.

7:[2: mTL

LeK

In dit geval is

ook een viak in P3; K :=HNG is een gladde kegelsnede in H en gelijk aan het tweede regelsysteem op Q.

3. Laat Q CP? een gladde kwadriek zijn en K C G een regelsysteem op Q. Dan is er een viak H C P®
zodat K =H NG een gladde kegelsnede in H is.

Bewijs: 1.(a) = 1.(b): Volgens Propositie 2.3.13.1 zijn er vlakken H; C P®> en punten p; € H; zodat
M; =0o(pi,H;) ,i=1,2. Voor de lijn LCP3 met {L} =M;NMsy geldt L€ o(p1,H)No(pe, H2) en
dus pi,p2 € L C Hy, Hy . Neem aan dat p; = ps :=p , dan geldt M; UMy C o(p) , en derhalve

H = span(M; UMsy) =0(p) CG;
een tegenspraak. Er geldt dus p; # p2 . Op een analoge manier zou H; = Hy =: H impliceren
H=0(H)CG;
er geldt dus ook H; # Hs .

1.(b) = 1.(a): Dit is triviaal.
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2.(a) = 2.(b): Laat Ly, Lo, L3 € K drie paarsgewijs verschillende punten zijn. Omdat IC geen lijn bevat geldt
voor 1<i<j3<3
H:)ACLi’Lj gZIC:HﬂQ;

hieruit volgt Lr,r, ¢ G en dus wegens Gevolg 2.3.9 L;NL; = () . Volgens Propositie 1.6.6.1(a) is er een
unieke gladde kwadriek @ C P? zodat Ly, Lo, L3 bij één regelsysteem R, op @ horen. Het tweede regelsysteem
op @ is dan volgens Propositie 1.6.6.1(b) en Stelling 2.3.6

Ro={McCPlijn MNL;#0,i=1,23}=K;,, NKp,NKy, = (T, NTr,NTp,)NG .

Laat My, Ms, M3 € Ry paarsgewijs verschillend zijn, dan zijn dit kruisende lijnen en volgens Lemma 2.3.15 is
H' :=Tr, N Thap, N Thy, een viak. Wederom volgens Propositie 1.6.6.1(b) en Stelling 2.3.6 geldt

Rlz{LC]Pg lijn | Lﬂlem, i:1,2,3}:KMlﬂKMQQKMS_:H’OQ.
Lh.b. geldt Li, Ly, L3 € Ry C H' . Omdat Ly, Lo, L3 niet op één lijn in P5 liggen volgt
H = span(Ly, Lo, L3) = H'

en dus
K=HNG=HNG=R, .

Omdat LNM # 0 voor alle L € Ry, M € Ry volgt verder

{My, My, Ms}y CRyC (| To= () To CTe, NTr, N Ty, = H .
LeRy LeK

Volgens Lemma 2.3.15 is H een vlak; omdat M, My, M3 niet op één lijn liggen volgt

span(My, My, M3) = ﬂ T, =H.
LeK

Volgens Propositie 1.6.6.2 en Stelling 2.3.6 geldt
Ro={McCPlijn | VLER, : MNL#()}= ﬂ Ky = (m TL>mg=ng.
Lek Lek

Als regelsysteem bevat Ry geen waaier o(p, H), dus bevat Ry = HNG geen lijn en is derhalve een gladde
kegelsnede in H.

2.(b) = 2.(a): Laat R1,Ro de twee regelsystemen op @ zijn met Ry =K, en My, My, M35 € Ry . Zoals we
boven hebben gezien geldt voor het vlak H' := Ty, N Tay, N Tay, dat Ry = H' NG ; dit is een gladde kegelsnede
omdat er geen lijn inzit. Wegens K C H en Gevolg 1.2.14 geldt

H' = span(K) =H .

3. Dit volgt uit de discussie hierboven. O
Propositie 2.3.17. 1. Voor een deelverzameling X C G zijn de volgende twee witspraken equivalent.

(a) Eris een 3-dimensionale lineaire deelruimte V CP° zodat X =V NG een gladde kwadriek in V
18.

(b) Er zijn twee kruisende lijnen L1, Ly CP? zodat
X=T, NT,NG={LeG|LNL #0#LNLy } .
De twee regelsystemen op X zijn dan
R1={ o(p,span(p,L1) | p€ L2 } , Ra ={ o(p,span(p,Lz) | p € L1 } .

2. Voor een deelverzameling X C G zijn de volgende twee uitspraken equivalent.
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(a) Eris een 3-dimensionale lineaire deelruimte V CP° zodat X =V NG een kegel in V is met rang

3.
(b) Eris een lijn Lo CP3 en een gladde kwadriek Q C P met Lo C Q zodat
xX=Jop1Q) .
pELg

3. Voor een deelverzameling X C G zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

(a) Er is een 3-dimensionale lineaire deelruimte V CP° zodat X =V NG de vereniging van twee
verschillende vlakken in V is.

(b) Eris een vlak H CP? en een punt p € H zodat

X=0o(p)Uo(H) .

Bewijs: 1.(a) = 1.(b): We gebruiken de volgende notatie: Voor een lijn £ C P> met £ C G schrijven we H.
resp. pz voor het vlak in P3 resp. het punt in dit vlak waarvoor geldt £ = o(pz, Hz) .

Laat Rq,Ro de twee regelsystemen van X zijn en M, My € Ry verschillende regels. Voor alle £ € R; en
1=1,2 geldt LNM; #0,dw.z.

0#o(pe,He)No(ppm,, Hm,)) = FL€o(pe,He) @ pm, €LC He
Uit
a(pmys Hay) N o(pay, Ham,) = MiN Mo =10

volgt pam, # Pm, en dus

P? 5Ly ==pmprs: C () He -
LER1

Aan de andere kant geldt voor verschillende Li,Ls € Ry
U(p£17HL1) N J(pﬁ27H£2) - ﬁl N »CZ = @

waaruit volgt Hp, # Hp, en dus

Ly = ﬂ He .

LER,

Geheel analoog is er een lijn Ly C P3 zodat

Ly = ﬂ Ha .
MER2

Voor L€ X isereen LE R, met L€ L=o0(pg,Hr) endus L C Hy ; wegens Ly C Hy volgt LNLy #0 .
Analoog volgt LN Ly #( en dus

XC{LEQ | LﬂL17é®7éLﬁL2 }:KleKLg :TLIOTLzﬂg.
Uit £1N Ly =0 volgt niet alleen Hp, # Hz, maar ook pg, # pe, en {pr,,pr,t & He, N He, . Neem aan
dat pg, & He, maar pr, € He, . Dan geldt Lo :=Dpz,pr, € L1 en LoNL={ps,} #0 vooralle L€ L.
Dit betekent dat Lr,r CG voor alle L € Ly, d.w.z. dat
H :=span(Lg,L2) CVNG =X .

Wegens pg, & Hp, geldt Lo € Lo waaruit volgt dat H een vlak is. Maar een gladde kwadriek in een P3 bevat
geen vlak; een tegenspraak.

We concluderen dat voor Lq,Ls € Ry, L1 # Lo, geldt

Hﬁl 7é HﬁQ y DLy ¢H£2 y PLo gHﬁl .
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Lh.b. geldt voor L; = Hg, N Hpg,
Linpe,pe, =0 .

Voor alle M € Ry geldt MNL; #0 waaruit volgt pg, € Hyq , i =1,2 . Wegens pg, # pe, volgt
L2 = H./Vll N HM2 =PcL.Pcs

en daarmee
LiNnLy=0.

Lhb. geldt Ty, # Tr, endus dim(Tp, NTL,) =3 . Wegens X C T, NTyr, geldt
V = span(X) C T, N1y, .
Wegens dim(V) = dim (T, NTr,) =3 volgt V=Tr, NTr, en dus
XCTy,NT,NG=VNG=2X,

en we concluderen
.)C':TL1 N1y, ng.

Voor alle £ € Ry geldt pr € Ly en Ly C Hy , dus Hp = span(pe, L1) . Hieruit volgt
Ry ={o(pz,span(pz, L)) | L€ Ry } C { o(p, span(p,L1)) [ p € L2 } .

Neem L = o(p,span(p,L1)) met p € Ly . Dit is een lijn in X en dus element van R; of Ry. Maar L € Ro
kan niet want dan zou gelden p € L; . We concluderen

Ri={o(p,span(p,L1) |p€ Lo } .
Op dezelfde manier zien we

R2 = { U(pa Span(pa LQ) | pe Ll } .

Opmerking: We hebben mede bewezen dat

Ly={pc|LeRy} , Lo={pc|LER:}.

1.(b) = 1.(a): Zoals eerder geldt voor V := Ty, NTy, dat dim(V) =3 .Lh.b. geldt V ¢ G , dus is X een echte
kwadriek in V. Per definitie geldt voor alle p € Ly dat o(p, span(p, L2)) € X , en het is niet moeilijk te zien
(omdat L; en Lo kruisend zijn) dat voor p,q € L1, p#q, geldt o(p,span(p, L2)) No(q, span(q,L2)) =0 .
Dit betekent dat de kwadriek X' C V' veel (tenminste 3) kruisende lijnen bevat, maar voor een kwadriek in een
3-dimensionale complex-projectieve ruimte kan dit alleen als die glad is.

2.(a) = 2.(b): Laat Lo de top van X zijn en H CV een vlak met Lo ¢ H ; danis K: =X NH en gladde

kegelsnede in H. Volgens Propositie 2.3.16 is er een gladde kwadriek @ € P? zodat K één regelsysteem R, op
Q@ is. Omdat X een kegel is met top L¢ geldt

VLek : ELOVLCQ = LoﬁL#Q);

hieruit volgt dat Lo bevat is in het tweede regelsysteem Ro op Q). Verder geldt omdat X een kegel is

X = U Lron= U o(LoN L, span(Lg, L)) .
LeKk LeRa

Voor de gladde kwadriek @Q in P2 en Ly € Ry geldt
VpeLo3L,eRy : p=LoNL,, T,Q = span(Log, Lp) .
Samenvattend hebben we

X = U o(Lo N L, span(Lg, L)) = U o(p, T,Q) .
LeR, pELo
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2.(b) = 2.(a): Omdat Lo C @ is er een regelsysteem Ry op @ met Ly € Ry ; laat Ry het andere regelsysteem

op Q@ zijn. Volgens Propositie 2.3.16 is er een vlak H C P° zodat Ri = H NG een gladde kegelsnede is, en
wegens G 3 Lo € Ry geldt Lo & H . Dit betekent dat V := span(Lg, H) C P° een 3-dimensionale lineaire
deelruimte is en dus niet bevat in G. Voor p € Ly laat L, € Ry de regel zijn met Lo N L, = {p} , dan geldt
wegens 1,Q = span(Lo, L,) dat o(p,T,Q) = Lr,,z, CVNG . De kwadrieck VNG bevat dus

U e Q) = U Lror, = | Lror -
p€Lo pE€Lo LeRy
Dit is de kegel in V over de gladde kegelsnede R, met top Lg; omdat deze bevat is in de kwadriek VNG moeten

de twee gelijk zijn.

3.(a) = 3.(b): Schrijf X =H; UHo met Hy, Ho €V verschillende vlakken. Wegens dim(V) =3 snijden de
twee vlakken elkaar in een lijn. Elk van de twee vlakken is volgens Propositie 2.3.13 van de vorm o(p) of o(H).
Neem aan dat H; = o(p;) , ¢ = 1,2 . Dan geldt p; # py , dus bestaat Hi N Ho = o(p1) No(p2) = {pipz} uit
één punt; een tegenspraak. Ook H; = o(H;) , i = 1,2 , impliceert dat Hy NHe = o(Hy) No(Hz) = {H1 N Hs}
uit één punt bestaat, wat niet kan.

We mogen dus stellen dat Hy = o(p) , Ho =0 (H) . Indien p & H ; geldt HiNHa =o(p)No(H) =0, weer
een tegenspraak. Er geldt dus p e H .

3.(b) = 3.(a): Volgens Propositie 2.3.13 zijn o(p) en o(H) verschillende vlakken in G, en wegens p € H is
o(p)No(H) =o(p, H) een lijn. Dit betekent dat V := span(o(p) Uo(H)) dimensie 3 heeft en volgens Proposi-
tie 2.3.13 niet bevat is in G. Er volgt dat ¥V N G een echte kwadiek in V is die de twee verschillende vlakken
o(p),o(H) bevat en daarom hun vereniging is. O

Opmerking 2.3.18. De kwadriek @Q in deel 2.(b) is niet uniek bepaald door V, maar hangt af van de keuze van
een vlak in 'V dat X in een gladde kegelsnede snijdt.

Laat nu Z C P° een 4-dimensionale lineaire deelruimte zijn. Omdat de kwadriek G rang 6 heeft is Q := ZNG
een kwadriek in Z van rang 4 of 5. In het eerste geval is er een Ly € G met

Q:KLOZ{LEQ|LOL0#®}

Propositie 2.3.19. De volgende twee uitspraken zijn equivalent.

1. ZNG heeft rang 5, d.w.z. is een gladde kwadriek in Z.

2. Er is een niet-ontaarde alternerende bilineaire vorm T : C* x C* — C zodat

zZng= | o(p.Plker(T,)) |

pEP3

waarbij
[,:C*—C, Iy(u):=T(v,u),

voor 0# v € C* met p=P(C-v) . Merk op dat T'), alleen op een factor # 0 na bepaald is, maar ker(I',,)
goed gedefinieerd is.

De vorm T is door Z op een factor # 0 na uniek bepaald.

Bewijs: 1. = 2.: Omdat @ niet-ontaard is volgt uit Lemma 1.1.11 en Lemma 2.2.3 dat er een wy € A2C* is,

uniek op een factor # 0 na, zodat
Z={welP|Qwo,w)=01}.

Was wy reducibel, dus in G, dan was Q =1T,,,G N Z niet glad; wy is dus irreducibel. Volgens Lemma 2.1.34 is
de alternerende bilineaire vorm

I:C*xC*—AC=C , T(v,u):=QwovAu)=wy AvAu
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niet-ontaard. Uit Lemma 1.1.11 en Lemma 2.2.3 volgt voor alle p dat P(ker(I',)) een vlak is, met p € P(ker(I',))
wegens v Av =0 . Voor een lijn L =pg=vAucP5 geldt nu

LeZ & Qo,vAhu)=T,(u)=0 & uecker(l,) © peLecoPlker(l,))) & L€ o(pPlker(l)))).
2. = 1.: Omdat I alternerend en bilineair is bestaat er een unieke lineaire afbeelding 7 : A2C* — C , dus een

element 0 # v € (A2C*)* | zodat (v Au) =T(v,u) voor alle v,u € C*. Omdat @ niet-ontaard is bestaat er
wegens Lemma 1.1.11 een uniek 0 # wy € A2C* zodat

VweAC! : y(w) = Qwo,w) .

Omdat I' niet-ontaard is volgt uit Lemma 2.1.34 dat wq irreducibel is, hetgeen betekent dat het hypervlak
Z'i={weP| Qwoy,w) =0} geen raakvlak van G is. Net als in 1. = 2. volgt nu

2'nG = olp,Pker(I',))) = 2NG .
peP?

Omdat ZN G en Z' NG gladde kwadrieken zijn volgt
Z'=span(Z' NG) = span(ZNG) = Z .
We merken tenslotte op dat I' door wg uniek is vastgelegd, en wy door Z op een factor # 0 na. O

Uit het bewijs hierboven volgt

Gevolg 2.3.20. De universele eigenschap van het A-produkt levert een natuurlijk isomorfisme
Alt?(C*) = (A2CH* .
De niet-ontaarde alternerende bilineaire vorm Q op A’C* induceert een isomorfisme
q: (A2Ch)* — A2C!
via Q(q(a),w) = a(w) wvoor alle a € (A2C*)* | w e A2C* | en een bijectie
P(A’C?) — (P(A’C*Y))* = { Z C P(A*C*) | Z hypervlak } , w s P(ker(Q(w,.)))
In totaal levert dit een door Q geinduceerde bijectie
P(Alt*(C) — (P(A*CH)*

die de niet-ontaarde alternerende bilineaire vormen modulo C* identificeert met de gladde hypervlaksneden van

Q.

Opgave 2.3.21. Bepaal de lijnenconfiguraties in P3 die corresponderen met de gladde kegelsneden in de viakken
o(p) en o(H).
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1 Inleiding

2 Axiomatische projectieve meetkunde



1 Inleiding

Projectieve meetkunde kan worden opgebouwd vanuit vectorruimtes, zoals in dit
dictaat uitgebreid wordt behandeld. Het is echter ook mogelijk de theorie, met
name die van vlakken, axiomatisch op te bouwen. In dit deel van het dictaat
zal dit kort worden gedemonstreerd. Fascinerend is de rol die de stellingen van
Pappos en Desargues spelen in deze context.

2 Axiomatische projectieve meetkunde

Definitie 1. Een geordend paar (X, L), met X een verzameling en L C p(X)
een verzameling van deelverzamelingen van X, heet een projectief vlak, als geldt:

1.VYIimeL:l#m=|[lNnm|=1.
2.Vp,qe X :p£q=Fe€L:pelNqel.
3. Ip1,p2,p3,p4 € X : Vi€ {1,2,3,4}:

=[3l € L: {p1,p2,p3,pa} \ {p:i} C1].

De elementen van X worden punten genoemd en de elementen van L lijnen.

In gewoon Nederlands komt de definitie van een projectief vlak neer op het
volgende:

Definitie 2. Fen verzameling X voorzien van een lijnenstructuur (d.w.z.: som-
mige deelverzamelingen van X worden gelabeld met het adjectief lijn) heet een
projectief vlak, als geldt:

1. Twee verschillende lignen snijden elkaar altijd in één punt.
2. Door twee verschillende punten gaat exact één lin.

3. Er zign vier punten in algemene positie, d.w.z.: geen drie op één rechte.
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