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1 Dit dictaat

Dit dictaat bestaat uit 2 grote delen en een appendix. Deze delen zijn voorzien
van een eigen paginanummering en inhoudsopgave.

1.1 Deel 1

Het eerste deel behandelt de lineaire aspecten van projectieve ruimtes. Aan bod
komen o.a. alle benodigde definities, intersectiegedrag, dualiteit en de klassieke
stellingen van Pappos en Desargues.

1.2 Deel 2

Het tweede deel behandelt kwadratische aspecten van projectieve ruimtes: ke-
gelsnedes en kwadrieken. In het bijzonder wordt de Grassmann-variëteit van
lijnen in P3 beschreven als kwadriek in P5.

1.3 Appendix

Het laatste deel gaat kort in op een axiomatische behandeling van projectieve
meetkunde.

Veel plezier met deze wonderschone wiskunde!
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M.Lübke en H.Finkelnberg.
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1 Projectieve ruimtes

1.1 De categorie der projectieve ruimtes

1.1.1 De verzamelingen

Definitie 1 (Projectieve ruimte). Zij V een vectorruimte over een lichaam K.
De projectieve ruimte P(V ) is de verzameling der één-dimensionale deelruimtes
van V :

P(V ) := {L|L een 1-dimensionale deelruimte van V }.

Tenzij expliciet anders vermeld zijn in dit dictaat alle vectorruimtes eindig di-
mensionaal en reëel of complex. Als het er niet toe doet over welk lichaam
gewerkt wordt, wordt voor een n-dimensionale projectieve ruimte ook wel de
notatie Pn gebruikt.

Definitie 2 (Dimensie projectieve ruimte). Zij V een vectorruimte van dimensie
n. De dimensie van de projectieve ruimte P(V ) is n− 1.

Voorbeelden van projectieve ruimtes zijn:

• P(R), dit is slechts één punt.

• De reële projectieve lijn: P(R2), notatie: P1(R). Dit is een 1-dimensionale
projectieve ruimte.

• De complexe projectieve lijn: P(C2), notatie: P1(C). Ook dit is een 1-
dimensionale projectieve ruimte.

• P(R(n+1)), notatie: Pn(R). Dit is de reële n-dimensionale projectieve
ruimte.

• P(C(n+1)), notatie: Pn(C). Dit is de complexe n-dimensionale projectieve
ruimte.

Definitie 3 (Projectieve deelruimte). Zij V een vectorruimte en W een deel-
vectorruimte van V . De projectieve ruimte P(W ) ⊂ P(V ) heet een projectieve
deelruimte van P(V ). Een projectieve deelruimte wordt ook wel een lineaire
deelruimte genoemd.

Definitie 4 (Codimensie). Zij V een n−dimensionale projectieve ruimte en zij
W een lineaire deelruimte van dimensie k. De waarde n− k heet de codimensie
van W ten opzichte van V . Notatie: codim(W,V ). Als uit de context duide-
lijk is wat de omringende ruimte is, wordt de codimensie ook wel genoteerd als
codim(W ).

Enkele voorbeelden:

• Een punt op een lijn heeft codimensie 1.
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• Een punt in het vlak heeft codimensie 2.

• Een lijn in het vlak heeft codimensie 1.

• Een lijn in de P3 heeft codimensie 2.

• Een vlak in de P3 heeft codimensie 1.

• Een lineair ingebedde P17 in de P42 heeft codimensie 15.

Bijzondere deelruimtes zijn die met codimensie 1.

Definitie 5 (Hypervlak). Zij Pn een n−dimensionale projectieve ruimte en zij
H een deelruimte van codimensie 1. Dan heet H een hypervlak van Pn.

Definitie 6 (Opspansel). Zij V een willekeurige vectorruimte van willekeurige
dimensie over een willekeurig lichaam en zij A ⊂ P(V ) een niet lege deelver-
zameling van P(V ). Het opspansel span(A) is de doorsnijding van alle lineaire
deelruimtes van P(V ) die A omvatten:

span(A) :=
⋂

W⊂V |A⊂P(W )

P(W ).

Merk op dat deze doorsnede goed gedefinieerd is, omdat er minstens één om-
vattende lineaire deelruimte bestaat, namelijk P(V ) zelf.

Stelling 1. Het opspansel van een niet lege deelverzameling van een projectieve
ruimte is een niet lege projectieve deelruimte.

Deze stelling is een direkt gevolg van de volgende stelling.

Stelling 2. Zij P(V ) een projectieve ruimte over een vectorruimte V en zij
P(Wi), i ∈ I voor zeker indexverzameling I, een verzameling projectieve deel-
ruimtes van (V ). Laat X de doorsnede zijn van deze projectieve deelruimtes:

X :=
⋂

i∈I

P(Wi).

Dan is X een projectieve deelruimte van P(V ). Bovendien is X leeg d.e.s.d. als
de doorsnede der Wi’s de nulruimte is.

Bewijs
ZijWi, i ∈ I voor zeker indexverzameling I, een verzameling lineaire deelruimtes
van V . Dan is de doorsnede van alle Wi’s een lineaire deelruimte van V en
de stelling volgt uit de observatie dat het nemen van de projectieve van een
vectorruimte commuteert met het nemen van doorsnedes:

X :=
⋂

i∈I

P(Wi) = P
(⋂

i∈I

(Wi)
)
.

In het bijzonder is X leeg d.e.s.d. als
⋂

i∈I(Wi) de nulruimte is.

Definitie 7 (Lijnen en vlakken). Projectieve of lineaire deelruimtes van dimen-
sie 1 heten (projectieve) lijnen en projectieve deelruimtes van dimensie 2 heten
(projectieve) vlakken.
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1.1.2 De morfismen

Laat V en W twee vectorruimtes over een lichaam K zijn. Een lineaire afbeel-
ding van V naar W beeldt lineaire deelruimtes van V af op lineaire deelruimtes
van W . Als de afbeelding injectief is, blijven dimensies behouden. In het bijzon-
der is het beeld van een 1-dimensionale deelruimte van V onder een injectieve
lineaire afbeelding naar W een 1-dimensionale lineaire deelruimte van W . Een
injectieve lineaire afbeelding tussen twee vectorruimtes levert dus een afbeelding
tussen de twee bijbehorende projectieve ruimtes. Deze gëınduceerde afbeelding
is dan ook injectief. Dit leidt tot de volgende definitie.

Definitie 8 (Projectieve afbeelding). Zij P(V ) en P(W ) twee projectieve ruim-
tes over de vectorruimtes V en W . Een afbeelding f : P(V ) → P(W ) heet een
projectieve afbeelding, als deze gëınduceerd wordt door een injectieve afbeelding
A : V → W :

∀p ∈ P(V ) : f(pals punt) = A(pals deelruimte van V).

In het bijzonder zijn projectieve afbeeldingen, de morfismen in de categorie der
projectieve ruimtes, zelf dus ook altijd injectief.

Definitie 9 (Projectieve transformatie). Zij P(V ) een projectieve ruimte. Een
projectieve transformatie is een projectieve afbeelding van P(V ) naar zichzelf.

Projectieve transformaties zijn dus in het bijzonder bijectief.

Voorbeeld 1. De identiteit op P(V ) is een projectieve afbeelding. Deze wordt
bijvoorbeeld gëınduceerd door de identiteit op V .

Voorbeeld 2. Zij V een deelruimte van W . Dan geldt P(V ) ⊂ P(W ). De
inbedding i : P(V ) ↪→ P(W ) is een projectieve afbeelding. Deze wordt gëınduceerd
door de inbedding van V in W . Met andere woorden: inbeddingen van projectieve
deelruimtes zijn projectieve afbeeldingen.

Voor eindig-dimensionale vectorruimtes geldt dat een lineaire afbeelding wordt
bepaald door de beelden van een onafhankelijk stelsel. Een vergelijkbare eigen-
schap hebben projectieve afbeeldingen ook. Het analogon van een onafhankelijk
stelsel wordt gegeven door de volgende definitie.

Definitie 10 (Algemene positie). Zij Pn een n-dimensionale projectieve ruimte.
Een deelverzameling {p0, p1, · · · , pn+1}, bestaande uit n+ 2 punten, heet in al-
gemene positie, als na omissie van een willekeurig punt het opspansel nog steeds
de volledige Pn is:

∀i ∈ {0, 1, · · · , n+ 1} : span{p0, p1, · · · , p̂i, · · · , pn+1} = P
n.

Voorbeeld 3. In lage dimensies betekent in algemene positie het volgende:

• Op de projectieve rechte P1 ligt ieder drietal verschillende punten in alge-
mene positie.

• In het projectieve vlak P2 ligt een viertal punten precies dan in algemene
positie, als er geen drie op een rechte liggen.

• In de P3 ligt ieder vijftal punten in algemene positie, als er geen vier in
een vlak liggen.
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1.2 Het verband met affiene ruimtes

Definitie 11 (Affiene ruimte). Zij V een vectorruimte over een lichaam K.
Een affiene ruimte over K is een deelverzameling van de vorm x + W , met x
een vector in V en W een lineaire deelruimte van V .

Voorbeelden van affiene ruimtes zijn:

• R

• R2

• {x+ λy|λ ∈ R} met x en y twee gegeven vectoren in R2.

• Cn

Affiene ruimtes kennen dus geen optelstructuur of scalaire werking, maar wel de
meetkunde van punten, lijnen, vlakken, snijden en verbinden.

1.2.1 Het verband tussen P1(R) en R

In R2 kiezen we een affiene één-dimensionale affiene deelruimte M die niet door
de oorsprong gaat. Door verbindingslijnen met de oorsprong te nemen, krijgen
we een injectieve afbeelding

i : M → P1(R)
x → {λx|λ ∈ R}

M̃

M

O

x

i(x) := {λx|λ ∈ R}

Figuur 1: i(x) is de 1-dim ruimte door O en x.

De afbeelding i is injectief, maar niet surjectief. De lineaire deelruimte M̃ van
R2 waar M de translatie van is, is niet bevat in het beeld van i. Er geldt:

P
1(R) = i(M) ∪ {M̃}.

Bovenstaande observatie is verzamelingstheoretisch. De observatie is ook to-
pologisch te doen. Topologische ruimtes over eindig dimensionale reële of com-
plexe vectorruimtes zijn te voorzien van een kanonieke topologie. Ditzelfde geldt
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voor affiene deelruimtes van eindig dimensionale reële of complexe vectorruim-
tes. Met deze topologieën blijkt de afbeelding i een homeomorfisme op het
beeld te zijn. Deze observatie is in willekeurige dimensie ook op te tillen naar
zogenaamde differentieerbare structuren. Zowel de topologische als de differen-
tieerbare structuren vallen buiten de scope van dit dictaat. De opmerkingen
hierover rechtvaardigen echter de volgende notatie:

P
1(R) = R ∪ {L}.

Pas op: in de expressie R ∪ {L} lijkt L een bijzondere rol te spelen en een
bijzonder punt van P1(R) te zijn. Dat is het echter niet. Door willekeurig andere
affiene deelruimtes van R2 buiten de oorsprong als hulpruimte m te nemen,
kunnen we ieder element van P1(R) de rol van L laten spelen in P1(R) = R∪{L}.
Met andere woorden, als we uit P1(R) een willekeurig punt verwijderen, is het
restant een affiene ruimte van dimensie 1.

We kiezen een hulpruimte m als hierboven en verkrijgen dus weer de situatie:

P
1(R) = R ∪ {L}.

De vraag is nu: wat is L ten opzichte van de affiene ruimte R? Deze vraag wordt
beantwoord door binnen P1(R) een rij punten (mn) te beschouwen die naar m̃,
de lineaire deelruimte van R2 die parallel is aan m, convergeert, maar waar m̃
zelf geen element van is. Daar geldt dat m̃ zelf niet in deze rij voorkomt, kunnen
we de rij (i−1(mn)) in m en dus R beschouwen. De rij (i−1(mn)) hoeft zelf niet
naar oneindig te convergeren, maar (|i−1(mn)|) doet dat beslist wel.

Wat we hier observeren is het volgende: als we bij een keuze van een punt
L ∈ P1(R) in P1(R) \ {L} = R naar L wandelen, wandelen we in R naar
plus- of min-oneindig. Met andere woorden, we kunnen de projectieve rechte
opvatten als de affiene rechte met daaraan toegevoegd een punt op eindig. Deze
toevoeging is bovendien zódanig, dat dit punt op oneindig binnen de projectieve
rechte géén bijzonder punt is! We kunnen ieder punt van P1(R) de rol laten
spelen van oneindig ver punt.

M̃

M

O

x → ∞

i(x)

i(x) → M̃

Figuur 2: P1(R) = R ∪ {L}
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1.2.2 Het verband tussen P2(R) en R2

In R3 kiezen we een affiene 2-dimensionale affiene deelruimte M die niet door
de oorsprong gaat. Door verbindingslijnen met de oorsprong te nemen, krijgen
we een injectieve afbeelding

i : M → P2(R)
x → {λx|λ ∈ R}

De afbeelding i is injectief, maar niet surjectief. De lineaire deelruimte M̃ van
R3 waar M de translatie van is, is niet bevat in het beeld van i. Er geldt:

P
2(R) = i(M) ∪ P(M̃).

Ook hier is deze observatie uit te breiden naar topologische en differentieerbare
structuren. Net als bij P1 is het complement van het beeld van i op te vatten
als een verzameling van punten die ten opzichte van M oneindig ver liggen. Bij
P1 was er echter sprake van slechts één punt op oneindig. Bij P2 vinden we een
projectieve lijn van punten op oneindig. Er geldt immers:

P(M̃) = P
1.

We noteren deze situatie ook wel als:

P
2(R) = R

2 ∪ L∞.

Hierin wordt L∞ ook wel de lijn op oneindig genoemd of oneindig verre rechte.

x

i(x) := {λx|x ∈ R}

O
M̃

M

Figuur 3: P(M̃) = L∞

Merk op dat iedere projectieve lijn in P2 de rol van oneindig verre rechte kan
spelen.
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1.2.3 Het verband tussen Pn(R) en Rn

De observaties die gedaan zijn bij P1 en P2 zijn uit te breiden naar willekeurige
dimensie. We vinden:

P
n(R) = R

n ∪ P
n−1(R).

Hierin is Pn−1(R) de (n − 1)-dimensionale projectieve ruimte van punten op
oneindig.

1.3 Intersectie van deelruimtes

1.3.1 In het projectieve vlak

Stelling 3. Laat L en M twee verschillende lijnen zijn in het projectieve vlak.
Dan hebben L en M precies één punt gemeenschappelijk.

Bewijs
Dit is een direkt gevolg van het feit dat de doorsnede in een 3-dimensionale
vectorruimte van twee verschillende 2-dimensionale deelruimtes dimensie 1 heeft.

V

W

p
O

P(V ) ∩ P(W ) = p

Figuur 4: Twee projectieve lijnen in P2 snijden elkaar in één punt.

Dit gemeenschappelijke punt van twee verschillende lijnen L en M in het pro-
jectieve vlak wordt ook wel het snijpunt van L en M genoemd.

Stelling 4. Laat p en q twee verschillende punten zijn in het projectieve vlak.
Dan is er precies één lijn die zowel p als q bevat.

Bewijs
Dit is een direkt gevolg van het feit dat in een vectorruimte het opspansel van
twee verschillende 1-dimensionale deelruimtes dimensie 2 heeft.

Deze unieke lijn door twee verschillende punten p en q wordt ook wel de verbin-
dingslijn van p en q genoemd. Notatie: pq.
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Stelling 5. Het projectieve vlak bevat 4 punten in algemene positie.

Bewijs
Kies een basis {e0, e1, e2} van de onderliggende vectorruimte. Van het viertal
{e0, e1, e2, e0 + e1 + e2} is direkt na te gaan dat ieder drietal een basis vormt
voor de vectorruimte. De vier punten van het projectieve vlak die door deze
vier vectoren worden opgespannen, liggen dus in algemene positie.

Stelling 6. Zij L een (projectieve) lijn in het projectieve vlak P(V ) en A het
affiene complement van L. Zij M een lijn ongelijk aan L. Dan is M ∩ A een
affiene lijn in A met als oneindig ver punt L ∩M .

Bewijs
Beschouw de situatie als in de stelling. Laat WL en WM de twee verschillende
2-dimensionale deelruimtes van V zijn die bij L en M horen: L = P(WL) en
M = P(WM ). Zij N de 1-dimensionale doorsnede van WL en WM . Dan vormen
de 1-dimensionale deelruimtes van WM die ongelijk zijn aan N de affiene rechte
en N is het oneindig verre punt van M in P(V ) ten opzichte van A.

p∞ WL

A

M ∩ A

WM

O

Figuur 5: M = P(WM ) ∼= (M ∩ A) ∪ {p∞}

Stelling 7. Zij L een (projectieve) lijn in het projectieve vlak en A het affiene
complement van L. Zij M een affiene lijn in A. Dan is M de doorsnijding van
A met een projectieve lijn in het projectieve vlak.
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1.3.2 In de 3-dimensionale projectieve ruimte

Stelling 8. Laat L en M twee verschillende lijnen in de P3 zijn die niet in één
vlak liggen. Dan zijn L en M disjunct.

Stelling 9. Laat L een lijn en V een vlak zijn in de P3, zodanig dat L niet
bevat is in V . Dan hebben L en V precies één punt gemeenschappelijk.

Dit gemeenschappelijke punt wordt het snijpunt van L en V genoemd.

Stelling 10. Laat V en W twee verschillende vlakken zijn in de P3, dan is de
doorsnede van V met W een lijn.

Stelling 11. Laat L en M twee verschillende lijnen zijn in de P3, die elkaar
snijden. Dan spannen L en M een vlak op.

1.3.3 In de n-dimensionale projectieve ruimte

Stelling 12. Laat V een k-dimensionale en W een m-dimensionale projectieve
deelruimte zijn van Pn zodanig dat het opspansel van V en W dimensie d heeft:

span(V,W ) = P
d.

Dan geldt:

1. k +m ≥ d− 1

2. k +m = d− 1 ⇔ V ∩W = ∅

3. V ∩W &= ∅ ⇒ codim(V ∩W,V ) = codim(W,Pd)

4. V ∩W &= ∅ ⇒ dim(V ∩W ) = k +m− d

Onder conventie dat de lege verzameling dimensie −1 heeft, is stelling 12 ook
als volgt te formuleren:

Stelling 13. Laat V een k-dimensionale en W een m-dimensionale projectieve
deelruimte zijn van Pn zodanig dat het opspansel van V en W dimensie d heeft:

span(V,W ) = P
d.

Dan geldt: dim(V ∩W ) = k +m− d.

1.4 Homogene coördinaten

Een projectieve ruimte P(V ) is op te vatten als een quotiëntruimte:

P(V ) = V ∗/ ∼ .

Hierin is V ∗ := V \ {0} en de relatie ∼ is de volgende:
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∀x, y ∈ V ∗ : x ∼ y ⇔ ∃λ"=0 ∈ K : x = λy.

Bij gegeven basis van V kunnen we vectoren in V opvatten als rijtjes getal-
len (elementen van het lichaam). De equivalentieklasse van een niet-nul vector
(x0, x1, · · · , xn), een element van de projectieve ruimte dus, wordt genoteerd als
(x0 : x1 : · · · : xn).

Definitie 12. Zij V een eindig-dimensionale vectorruimte met basis B en zij
p ∈ P(V ) met p = (x0 : x1 : · · · : xn). Dan heten de getallen x0, · · · , xn de
homogene coördinaten van p ten opzichte van de basis B.

Merk op dat de homogene coördinaten een punt éénduidig vastleggen, maar dat
een punt zijn homogene coördinaten vast legt op een niet-nul factor na.

Homogene coördinaten op projectieve ruimtes worden op vrijwel dezelfde wijze
gebruikt als coördinaten op vectorruimtes. Homogene coördinaten worden vaak
met Griekse letters aangeduid.

Parametrisaties van deelvectorruimtes leiden ertoe dat lineaire deelruimtes van
Pn van dimensie k lineair geparametriseerd kunnen worden met homogene co-
ördinaten uit Pk.

Voorbeeld 4. Zij p = (2 : 3 : 0) en q = (1 : 7 : −1) twee punten in het
projectieve vlak. Dan kan de verbindingslijn pq geparametriseerd worden met P1

als volgt:
pq = {(2λ+ µ : 3λ+ 7µ : −µ)|(λ : µ) ∈ P

1}.

In termen van homogene coördinaten is goed te zien dat in algemene positie
bijna dezelfde eigenschappen heeft als onafhankelijkheid, met daarbij net iets
meer speelruimte door de homogeniteit:

Stelling 14. Een deelverzameling {p0, p1, · · · , pn+1} ⊂ Pn ligt in algemene po-
sitie precies dan, als er homogene coördinaten bestaan ten opzichte waarvan
geldt:

p0 = (1 : 0 : 0 : · · · : 0 : 0),
p1 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0 : 0),

...
pn−1 = (0 : 0 : 0 : · · · : 1 : 0),
pn = (0 : 0 : 0 : · · · : 0 : 1),
pn+1 = (1 : 1 : 1 : · · · : 1 : 1).

Bovendien legt dit de homogene coördinaten op de gehele projectieve ruimte vast.

Voorbeeld 5. Laat p0, p1 en p2 drie verschillende punten zijn van een pro-
jectieve lijn. Dan zijn er op die lijn homogene coördinaten te kiezen z.d.d.:
p0 = (1 : 0), p1 = (0 : 1) en p2 = (1 : 1).

Voorbeeld 6. Laat p0, · · · , p3 vier punten zijn in het projectieve vlak waarvan
geen drie op een rechte. Dan bestaan er homogene coördinaten z.d.d.: p0 = (1 :
0 : 0), p1 = (0 : 1 : 0), p2 = (0 : 0 : 1) en p3 = (1 : 1 : 1).
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1.5 Projectieve afbeeldingen

In termen van homogene coördinaten worden projectieve afbeeldingen gegeven
door matrices modulo een scalair (niet nul) veelvoud van maximale rang en
niet méér kolommen dan rijen; de onderliggende lineaire afbeelding(en) moeten
immers triviale kern hebben. Twee matrices beschrijven dezelfde projectieve
afbeelding als de éne een scalair veelvoud (niet nul) is van de andere. In het
bijzonder worden bij gekozen homogene coördinaten projectieve transformaties
gegeven door inverteerbare matrices modulo een niet-nul scalair veelvoud.

Stelling 15. Zij P(V ) en P(W ) twee projectieve ruimtes en A : P(V ) → P(W )
een projectieve afbeelding. Zij bovendien {p0, · · · , pk} ⊂ P(V ) een verzameling
punten in algemene positie. Dan liggen A(p0), · · · , A(pk) in algemene positie in
P(W ).

Bewijs
Zonder de algemeenheid te schaden mogen we aannemen dat de punten p0 t/m
pk de ruimte P(V ) opspannen en bovendien dat A surjectief is. Kies op V een
basis {e0, · · · , ek−1} ten opzichte waarvan de punten pi de volgende homogene
coördinaten hebben:

p0 = (1 : 0 : 0 : · · · : 0 : 0),
p1 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0 : 0),

...
pk−2 = (0 : 0 : 0 : · · · : 1 : 0),
pk−1 = (0 : 0 : 0 : · · · : 0 : 1),
pk = (1 : 1 : 1 : · · · : 1 : 1).

Zij f : V → W een lineaire afbeelding die met A geassocieerd is. In het bijzonder
is f een bijectie. Merk op dat pi het opspansel is van ei, i = 0, · · · , k− 1, en pk
het opspansel van e0+ · · ·+ek−1. Daar f een bijectie is, is {f(e0), · · · , f(ek−1)}
een basis van W ; we voorzien W van deze basis. Er geldt:

∀i ∈ {0, · · · , k − 1} : A(pi) = A({λei}) = f({λei}) = {λf(ei)};

A(pk) = A({λ
k−1∑

i=0

ei}) = f({λ
k−1∑

i=0

ei}) = {λf(
k−1∑

i=0

ei)} = {λ
k−1∑

i=0

f(ei)}.

Gevolg: ten opzichte van de basis {f(e0), · · · , f(ek−1)} op W geldt:

A(p0) = (1 : 0 : 0 : · · · : 0 : 0),
A(p1) = (0 : 1 : 0 : · · · : 0 : 0),

...
A(pk−2) = (0 : 0 : 0 : · · · : 1 : 0),
A(pk−1) = (0 : 0 : 0 : · · · : 0 : 1),
A(pk) = (1 : 1 : 1 : · · · : 1 : 1).

Hieruit volgt dat A(p0), · · · , A(pk) in algemene positie in P(W ) liggen.
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Stelling 16. Zij P(V ) en P(W ) twee projectieve ruimtes en

A,B : P(V ) → P(W )

twee projectieve afbeeldingen. Zij bovendien {p0, · · · , pdim(V )} ⊂ P(V ) een ver-
zameling punten in algemene positie. Als voor alle i ∈ {0, · · · , dim(V )} geldt
dat A(pi) = B(pi), dan geldt: A = B.

Bewijs
Kies op V een basis {e0, · · · , ek−1} ten opzichte waarvan de punten pi de vol-
gende homogene coördinaten hebben:

p0 = (1 : 0 : 0 : · · · : 0 : 0),
p1 = (0 : 1 : 0 : · · · : 0 : 0),

...
pk−2 = (0 : 0 : 0 : · · · : 1 : 0),
pk−1 = (0 : 0 : 0 : · · · : 0 : 1),
pk = (1 : 1 : 1 : · · · : 1 : 1).

Laat f resp. g twee lineaire afbeeldingen f, g : V → W zijn die met A resp. B
geassocieerd zijn. Kies op W een basis {d0, · · · , dm}, zodanig dat f(ei) = di,
voor i = 0, · · · , k − 1. Ten opzichte van deze bases heeft f de matrix:

Mf =





1 0 . . . 0 0
0 1 0 0
...

. . .
...

0 0 1 0
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0 0





.

De matrixMf heeft k kolommen enm rijen. DaarB op de punten p0, p1, · · · , pk−1

overeenkomt met A, geldt voor de matrix Mg van g ten opzichte van de gekozen
bases:

Mg =





γ0 0 . . . 0 0
0 γ1 0 0
...

. . .
...

0 0 γk−2 0
0 0 . . . 0 γk−1

0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 0 0





met γi %= 0 voor alle i = 0, 1, · · · , k − 1.

Daar echter ook geldt A(pk) = B(pk), volgt:

(γ0 : γ1 : · · · : γk) = (1 : 1 : · · · : 1).
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Hieruit volgt dat g een scalair, niet-nul, veelvoud is van f . Met andere woorden:
A = B.

Stelling 17. Zij V en W twee projectieve ruimtes en zij {p0, · · · , pk} ⊂ V
een verzameling punten in algemene positie in V en {q0, · · · , qk} ⊂ W een
verzameling punten in algemene positie in W . Dan bestaat er een projectieve
afbeelding A : V → W z.d.d.:

∀i ∈ {0, · · · , k} : A(pi) = qi.

In het bijzonder geldt als k = dim(V ) + 1, dat deze afbeelding uniek is.

1.6 Homogene polynomen

Definitie 13. Zij K een lichaam en zij P ∈ K[x0, x1, · · · , xn] een polynoom
van graad d in n+ 1 variabelen. Dan heet P homogeen, als geldt:

∀λ ∈ K : P (λx) = λdP (x).

Stelling 18. Een polynoom P over R of C is homogeen van graad d precies
dan, als ieder monoom van P graad d heeft.

Voorbeeld 7. De volgende polynomen in C[x0, x1, x2] zijn homogeen:

• x0 + x1 − x2

• x2
0 + x1x2 − x2

2

• x7
0 + x7

1

Definitie 14. Als Pn een projectieve ruimte is met homogene coördinaten (ξ0 :
ξ1 : · · · : ξn) en P ∈ K[x0, x1, · · · , xn] is een homogeen polynoom van graad d
met K het lichaam waarover in de onderliggende vectorruimte gewerkt wordt,
dan heet

V := {(ξ0 : ξ1 : · · · : ξn) ∈ P
n|P (ξ0, ξ1, · · · , ξn) = 0},

de nul-locus van P . Dit wordt ook wel genoteerd als:

V : P (ξ0 : ξ1 : · · · : ξn) = 0.

Voorbeeld 8. Een aantal voorbeelden van nul-loci:

• In P1(R) is de locus ξ0 = 0 een punt: (0 : 1).

• In P1(R) bestaat de locus ξ0ξ1 = 0 uit twee punten: (0 : 1) en (1 : 0).

• In P1(R) is de locus ξ20 + ξ21 = 0 de lege verzameling.

• In P2(R) is de locus ξ0 = 0 een lijn: (0 : λ : µ), met (λ : µ) ∈ P1(R).

• In P2 is de locus van ieder homogeen eerstegraads polynoom een lijn on-
geacht het lichaam. Omgekeerd kan iedere lijn beschreven worden met een
eerstegraads homogeen polynoom.
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• In P2(R) is de locus ξ0ξ1 = 0 de vereniging van de lijn ξ0 = 0 en de lijn
ξ1 = 0.

• In P2(R) is de locus ξ20 + ξ21 = 0 een punt: (0 : 0 : 1).

• In P2(R) is de locus ξ20 + ξ21 + ξ22 = 0 de lege verzameling.

• In P2(C) is de locus ξ20 + ξ21 + ξ22 = 0 een zogenaamde kegelsnede. Hier
wordt later uitgebreid op ingegaan.

• In Pn is de locus van ieder homogeen eerstegraads polynoom een hypervlak,
ongeacht het lichaam.

Merk op dat hypervlakken altijd beschreven kunnen worden met behulp van
een homogene lineaire vergelijking in homogene coördinaten. In combinatie met
het feit dat deelruimtes zich via de onderliggende vectorruimte-structuur lineair
laten paramatriseren door projectieve ruimtes, leidt dit er toe dat er uitstekend
gerekend kan worden met homogene coördinaten om bijvoorbeeld snijruimtes
van deelruimtes uit te rekenen.

1.7 Rekenen met homogene coördinaten

1.7.1 Dubbelverhoudingen

We voorzien P1 van homogene coördinaten (ξ0 : ξ1). Beschouw vier verschillende
punten a = (α0 : α1), b = (β0 : β1), c = (γ0 : γ1) en d = (δ0 : δ1) in P1. We
fixeren de coördinaten, opdat we de volgende notatie kunnen invoeren:

Notatie: Met |ab| wordt de determinant bedoeld die wordt opgebouwd uit de
gefixeerde homogene coördinaten van de punten a en b in dezelfde volgorde:

|ab| :=

∣∣∣∣
α0 β0

α1 β1

∣∣∣∣ .

We voeren nieuwe coördinaten in zodanig dat a, b en c de standaard coördinaten
krijgen voor punten in algemene positie (ze zijn immers verschillend). Hiertoe
kiezen we in de onderliggende vectorruimte de basis H = {h0, h1} als volgt:

h0 :=
1

|ac|

(
α0

α1

)
, h1 :=

1

|cb|

(
β0

β1

)

De homogene coördinaten van a resp. b t.o.v. H zijn automatisch (1 : 0)
resp. (0 : 1). De homogene coördinaten van c en d worden berekend door hun
coördinaten t.o.v. de eerst gekozen basis te vermenigvuldigen met de transfor-
matiematrix:

1

|ab|

(
β1

|cb|
−β0

|cb|
−α1

|ac|
α0

|ac|

)

.

Zo vinden we voor de homogene coördinaten van c t.o.v. H :
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c =
1

|ab|

(
β1

|cb|
−β0

|cb|
−α1

|ac|
α0

|ac|

)(
γ0
γ1

)
=

1

|ab|

(
1
1

)
.

Hieruit volgt dat de homogene coördinaten van c t.o.v. H gelijk zijn aan (1 : 1),
zoals gewenst. Het is hier natuurlijk voor geweest, dat de basisvectoren h0 en
h1 geschaald zijn.

Voor d vinden we:

c =
1

|ab|

(
β1

|cb|
−β0

|cb|
−α1

|ac|
α0

|ac|

)(
δ0
δ1

)
=

1

|ab|

(
|ac||ad|
|bc||bd|

)
.

Hieruit volgt dat de homogene coördinaten van d t.o.v. H gelijk zijn aan
(|ac||ad| : |bc||bd|). Dit leidt tot de volgende definitie:

Definitie 15 (Dubbelverhouding). Zij a = (α0 : α1), b = (β0 : β1), c = (γ0 : γ1)
en d = (δ0 : δ1) vier verschillende punten in P1. De dubbelverhouding (a, b, c, d)
is:

(a, b, c, d) :=
α0γ1 − α1γ0
α0δ1 − α1δ0

:
β0γ1 − β1γ0
β0δ1 − β1δ0

.

Over deze definitie dienen twee opmerkingen gemaakt te worden:

• Alle tellers en noemers zijn determinanten die allemaal ongelijk zijn aan
0, doordat de vier punten verschillend zijn. Bij gekozen homogene coördi-
naten is de verhouding derhalve goed gedefinieerd.

• Bij keuze van andere homogene coördinaten blijven de gebruikte verhou-
dingen gelijk daar iedere teller en noemer vermenigvuldigd wordt met de
determinant die hoort bij de basistransformatie van de onderliggende vec-
torruimte.

De dubbelverhouding is derhalve een intrinsieke eigenschap van geordende vier-
tallen verschillende punten. Bovenstaande observatie leidt tot de volgende stel-
ling.

Stelling 19. Zij V en W twee projectieve rechten en A : V → W een projectieve
afbeelding. Zij a, b, c, d ∈ V vier verschillende punten op V . Dan geldt:

(A(a), A(b), A(c), A(d)) = (a, b, c, d).

Met andere woorden: de dubbelverhouding is een invariant onder projectieve
afbeeldingen.

Een dubbelverhouding is op te vatten als een punt van een projectieve lijn door
de expressie iets anders te formuleren:

(a, b, c, d) ≈
(
(α0γ1 − α1γ0)(β0δ1 − β1δ0) : (β0γ1 − β1γ0)(α0δ1 − α1δ0)

)
.
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Als we geschikte homogene coördinaten kiezen, zien we welk punt dit is. Kies
homogene coördinaten z.d.d. a = (1 : 0), b = (0 : 1) en c = (1, 1) en d = (δ0 : δ1).
Dan vinden we:

(a, b, c, d) ≈
(
(1 · 1− 0 · 1)(0 · δ1 − 1 · δ0) : (0 · 1− 1 · 1)(1 · δ1 − 0 · δ0)

)

= (−δ0 : −δ1)
= (δ0 : δ1)
= d.

Hieruit volgt onmiddellijk:

Stelling 20. Zij a, b, c, d ∈ P1 vier verschillende punten op P1 en e ∈ P1 z.d.d.:

(a, b, c, d) = (a, b, c, e),

dan geldt: d = e.

Bovendien geldt dus dat een dubbelverhouding van vier verschillende punten
nooit de waarden 0 of 1 kan aannemen.

Uit het feit dat bij gunstig gekozen homogene coördinaten de dubbelverhouding
van vier verschillende punten in wezen de coördinaten geeft van het vierde punt
volgt de volgende stelling.

Stelling 21. Zij V en W twee projectieve rechten en A : V → W een injectieve
afbeelding die dubbelverhoudingen behoudt. Dat wil zeggen, voor ieder viertal
verschillende punten a, b, c, d ∈ V geldt: (A(a), A(b), A(c), A(d)) = (a, b, c, d).
Dan is A een projectieve afbeelding.

1.7.2 Harmonische scheiding

In het algemeen is de dubbelverhouding afhankelijk van de volgorde van de
punten. Als voor een zeker viertal verschillende punten a, b, c, d ∈ P1 geldt
(a, b, c, d) = λ, geldt bijvoorbeeld:

• (b, a, c, d) = 1
λ

• (a, b, d, c) = 1
λ

• (c, d, a, b) = λ

• (a, c, b, d) = 1− λ

Ingeval de dubbelverhouding gelijk is aan −1 blijkt uit bovenstaande beschou-
wing, dat deze dubbelverhouding niet verandert als we de eerste twee punten
permuteren, de laatste twee punten permuteren of de eerste twee verwisselen
met de tweede twee punten uit het viertal.

Definitie 16 (Harmonische scheiding). Zij a, b, c, d ∈ P1 vier verschillende pun-
ten. Als voor de dubbelverhouding geldt (a, b, c, d) = −1, zeggen we dat het onge-
ordende tweetal punten {a, b} harmonisch gescheiden wordt door het ongeordende
tweetal punten {c, d} en omgekeerd.
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Harmonische scheiding zal later nog terug komen bij kegelsneden en volledige
vierhoeken. Wat niet onvermeld mag blijven is de volgende observatie. Stel
{a, b} wordt harmonisch gescheiden door {c, d}. We kiezen homogene coördi-
naten z.d.d.: a = (1 : 0), b = (0 : 1) en c = (1, 1). Dan volgt dus dat geldt
d = (−1 : 1). Op de affiene rechte P1 \{a} betekent dit: b = 0, c = 1 en d = −1.
Met andere woorden, b is het midden van het interval cd.

1.7.3 Lijnen in P2

We voorzien P2 van homogene coördinaten (ξ0 : ξ1 : ξ2).

Voorbeeld 9. Zij p = (1 : 0 : 2) en q = (0 : 1 : −1) twee verschillende punten.
De lijn L is de lijn door p en q. Deze lijn L is als volgt te parametriseren:

L = {(λ : µ : 2λ− µ)|(λ : µ) ∈ P
1}.

De lijn L is een hypervlak in P2 en is dus te beschrijven met een homogene li-
neaire vergelijking. Deze is in deze situatie eenvoudig te vinden. De vergelijking
die we zoeken is in wezen de vergelijking van de twee-dimensionale lineaire deel-
vectorruimte van de onderliggende vectorruimte die opgespannen wordt door de
vectoren (1, 0, 2) en (0, 1,−1). Deze vinden we middels het uitwendig produkt:

(1, 0, 2)× (0, 1,−1) = (−2, 1, 1).

We vinden als vergelijking voor L in P2:

l : −2ξ0 + ξ1 + ξ2 = 0.

Voorbeeld 10. Zij p = (1 : 2 : 0) en q = (−2 : 1 : 3) twee punten en zij L
de lijn L : ξ0 + ξ1 − 2ξ2 = 0. De punten p en q liggen geen van beide op L.
Het snijpunt van de lijn pq met L vinden we door een parametrisatie van pq te
substitueren in de vergelijking van L. Een parametrisatie wordt gegeven door:

pq = {(λ− 2µ : 2λ+ µ : 3µ)|(λ : µ) ∈ P
1}.

Substitutie in ξ0 + ξ1 − 2ξ2 = 0 levert:

(λ− 2µ) + (2λ+ µ)− 2(3µ) = 0 ,
3λ− 7µ = 0 ,
(λ : µ) = (7 : 3) .

Het snijpunt is dus (7 − 2 · 3 : 2 · 7 + 3 : 3 · 3) = (1 : 17 : 9).

1.7.4 Lijnen en vlakken in P3

We voorzien P3 van homogene coördinaten (ξ0 : ξ1 : ξ2 : ξ3).
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1.8 Projecties

De projectieve afbeeldingen de natuurlijke morfismen binnen de categorie der
projectieve ruimtes. Er bestaan binnen een projectieve ruimte afbeeldingen
tussen lineaire deelruimtes die sterk samenhangen met projectieve afbeeldingen:
projecties.

Zij Pn een projectieve deelruimte met n > 1. Beschouw twee disjunte deelruim-
tes V = Pk en W = Pn−k−1 voor zekere k ∈ {0, 1, · · · , n − 1}. Bij gegeven k
is n − k − 1 de grootste dimensie waarbij zulke deelruimtes V en W kunnen
bestaan. Dat betekent precies, dat als we het opspansel beschouwen van bij-
voorbeeld V en een punt buiten V , deze altijd een niet-lege doorsnede heeft met
W . Dit wordt precies gemaakt in de volgende stelling.

Stelling 22. Zij V resp. W twee disjuncte projectieve deelruimtes van Pn van
dimensies k resp. n− k − 1. Zij p ∈ Pn \ V . Dan geldt:

|span(V ∪ {p}) ∩W | = 1.

Dit leidt tot de volgende definitie.

Definitie 17. Zij V resp. W twee disjuncte projectieve deelruimtes van Pn van
dimensies k resp. n− k − 1 en zij X een projectieve deelruimte die disjunct is
met V . De afbeelding π : X → W , gegeven door:

x → span(V ∪ {x}) ∩W,

heet de projectie vanuit V van X op W . De ruimte V heet het centrum van de
projectie.

Voorbeeld 11 (Projecties in het vlak). Zij P2(R) het reële projectieve vlak. Zij
L en M twee verschillende projectieve lijnen in P2(R) en p ∈ P2(R) niet op L
of M . De projectie π van L op M vanuit p is de afbeelding:

π : l → m
x → px ∩m.

Projecties tussen projectieve deelruimtes zijn rijk aan structuur. Dit wordt
onder woorden gebracht in een aantal stellingen.

Stelling 23. Zij π : X → W een projectie tussen twee deelruimtes van een
zekere Pn. Dan is π injectief.

Bewijs
Zij V het centrum van de projectie. Per definitie is V disjunct met X en met
W . Stel π is niet injectief. Dan bestaan er twee verschillende punten p, q ∈ X
met:

π(p) = π(q) = r ∈ W.

Beschouw nu het opspansel Z van V met {r}. Dit opspansel bevat ook de
punten p en q en dus ook de lijn pq ⊂ X . Binnen Z is V een hypervlak en dus
is pq niet disjunct met V . Derhalve is ook X niet disjunct met V . Tegenspraak.
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In het bijzonder betekent dit dus dat het codomein van een projectie nooit een
kleinere dimensie kan hebben dan het domein.

Grote vraag is natuurlijk of een projectie een projectieve afbeelding is. Het
antwoord wordt gegeven door de volgende stelling:

Stelling 24. Zij π : X → W een projectie tussen twee deelruimtes van Pn. Dan
is π projectief.

Bewijs
Zij V het centrum van de projectie. We voorzien Pn van homogene coördinaten
(y0 : y1 : · · · : yn) zodanig dat:

V : yk+1 = yk+2 = · · · = yn = 0,

W : y0 = y1 = · · · = yk = 0.

Merk op dat (yk+1 : · · · : yn) automatisch zijn op te vatten als homogene
coördinaten op W . Zij p = (p0 : · · · : pn) een punt buiten V . Eenvoudig is na
te gaan voor het beeld onder projectie geldt:

π(p) = (0 : · · · : 0 : pk+1 : · · · : pn).

We voorzien X van homogene coördinaten (x0 : · · · : xt). Hierin is t dus de
dimensie van X . Laat i : X → Pn de inbedding zijn. Ten opzichte van alle
gekozen coördinaten kan deze (projectieve) inbedding gegeven worden door een
matrix I die op een niet-0 factor na vast ligt:

I =




i0,0 · · · i0,t
...

. . .
...

in,0 · · · in,t



 .

De samenstelling π ◦ i ziet er dan als volgt uit:

(π ◦ i)(x) = π(i((x0 : · · · : xt)))

= π((
t∑

s=0

i0,sxs : · · · :
t∑

s=0

in,sxs)) (1)

= (0 : · · · : 0 :
t∑

s=0

ik+1,sxs : · · · :
t∑

s=0

in,sxs) (2)

= (
t∑

s=0

ik+1,sxs : · · · :
t∑

s=0

in,sxs) (3)

Toelichting op de gelijkheden:

(1) De matrix I wordt toegepast op de vector (x0, · · · , xt).

(2) Homogene coördinaten van beeldpunt als punt van Pn.
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(3) Homogene coördinaten van beeldpunt als punt van W .

We zien dat π ◦ i gëınduceerd wordt door een lineaire afbeelding op de onder-
liggende vectorruimtes. Hieruit volgt dat iedere projectie projectief is.

De laatste stelling over projecties rechtvaardigt/verklaart de naam projectieve
meetkunde.

Stelling 25 (Hoofdstelling van de projectieve meetkunde). Zij X en Y twee
projectieve deelruimtes van een zekere Pn en zij f : X → Y een projectieve
afbeelding. Dan is f het product van eindig veel projecties.

Het bewijs van de hoofdstelling verdient een eigen paragraaf.

1.8.1 Bewijs van de hoofdstelling

De eerste stap die gemaakt moet worden is de observatie dat we ons voor het
bewijs van de hoofdstelling kunnen beperken tot de situatie waarin X en Y
hypervlakken zijn.

Lemma 1. Het volstaat de hoofdstelling te bewijzen voor hypervlakken.

Bewijs
Zij X en Y twee projectieve deelruimtes van een zekere Pn en zij f : X → Y een
projectieve afbeelding en neem aan dat de hoofdstelling geldt voor hypervlakken.

Als Y reeds een hypervlak is

2 Klassieke stellingen

2.1 De Stelling van Pappos

De Stelling van Pappos is de eenvoudigste incidentie-stelling uit de vlakke pro-
jectieve meetkunde en wordt in ieder boek over projectieve meetkunde wel be-
handeld.

Stelling 26 (Pappos). Zij in het projectieve vlak L en M twee verschillende
projectieve lijnen met snijpunt p. Laat p1, p2 en p3 drie verschillende punten op
L zijn, ongelijk aan p. Laat q1, q2 en q3 drie verschillende punten op M zijn,
ongelijk aan p. Voor i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, is het punt sij het snijpunt van piqj
en pjqi:

sij := piqj ∩ pjqi.

Dan zijn s12, s13 en s23 collineair.
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Figuur 6: De Stelling van Pappos

2.2 De Stelling van Desargues

De stelling van Desargues is ook een incidentie-stelling.

Stelling 27 (Desargues). Zij gegeven in het projectieve vlak 6 punten p1, p2,
p3, q1, q2 en q3, waarvan geen 3 op een rechte. Voor i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, is sij
het snijpunt van pipj met qiqj:

sij := pipj ∩ qiqj .

Als de drie lijnen p1q1, p2q2 en p3q3 concurrent zijn, zijn de drie punten s12,
s13 en s23 collineair.
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Figuur 7: De Stelling van Desargues

Bewijs
We kiezen homogene coördinaten (ξ0 : ξ1 : ξ2) zodanig dat:

p1 = (1 : 0 : 0),
p2 = (0 : 1 : 0),
p3 = (0 : 0 : 1).
S = (1 : 1 : 1)

Dit is mogelijk doordat alle zes, dus zeker deze vier punten in algemene positie
liggen. De verbindingslijnen vanuit de punten pi met S worden dan gegeven
door de volgende vergelijkingen:

p1S : ξ1 − ξ2 = 0,
p2S : ξ0 − ξ2 = 0,
p3S : ξ0 − ξ1 = 0.

Derhalve zijn er a, b, c, d, e en f , zodanig dat:

q1 = (a : b : b),
q2 = (c : d : c),
q3 = (e : e : f).
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De lijnen pipj zijn eenvoudig te beschrijven met de vergelijkingen:

p1p2 : ξ2 = 0,
p1p3 : ξ1 = 0,
p2p3 : ξ0 = 0.

De lijnen qiqj worden geparametriseerd met (λ : µ):

q1q2 = {(λa+ µc : λb+ µd : λb+ µc)|(λ : µ) ∈ P1},
q1q3 = {(λa+ µe : λb + µe : λb+ µf)|(λ : µ) ∈ P1},
q2q3 = {(λc+ µe : λd + µe : λc+ µf)|(λ : µ) ∈ P1}.

Voor de snijpunten van de met elkaar corresponderende zijden vinden we:

p1p2 ∩ q1q2 : ξ2 = λb+ µc = 0. Dus geldt (λ : µ) = (−c : b), waaruit volgt:

s12 = (c(b − a) : b(d− c) : 0).

p1p3 ∩ q1q3 : ξ1 = λb+ µe = 0. Dus geldt (λ : µ) = (−e : b), waaruit volgt:

s13 = (e(b− a) : 0 : b(f − e)).

p2p3 ∩ q2q3 : ξ0 = λc+ µe = 0. Dus geldt (λ : µ) = (−e : c), waaruit volgt:

s23 = (0 : −e(d− c) : c(f − e)).

Er geldt:
∣∣∣∣∣∣

c(b − a) e(b− a) 0
b(d− c) 0 −e(d− c)

0 b(f − e) c(f − e)

∣∣∣∣∣∣
= (· · · )

∣∣∣∣∣∣

c e 0
b 0 −e
0 b c

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Hieruit volgt dat de drie punten s12, s13 en s23 collineair zijn.

3 Dualiteit

Definitie 18 (Duale projectieve ruimte). Zij P(V ) de projectieve ruimte over
een vectorruimte V . De duale P∗(V ) van P(V ) is dan:

P
∗(V ) := P(V ∗).

De duale van Pn wordt genoteerd als (Pn)∗.

Net als bij vectorruimtes geldt ook hier gelijkheid van dimensies:

Stelling 28. Er geldt: dim((Pn)∗) = n.

Alhoewel Pn en (Pn)∗ beide dimensie n hebben, bestaat er geen kanoniek ismor-
fisme tussen de twee projectieve ruimtes. Er geldt echter wel het volgende:
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Stelling 29. Er bestaat een kanoniek isomorfisme tussen Pn en ((Pn)∗)∗.

Stelling 30. Zij Pn een projectieve ruimte en k ∈ {0, 1, · · · , n−1}. Dan bestaat
er een kanonieke bijectie φk van de verzameling der k-dimensionale projectieve
deelruimtes van Pn naar de verzameling der (n−k−1)-dimensionale projectieve
deelruimtes van de duale (Pn)∗ van Pn. Als ψk de kanonieke bijectie ‘de andere
kant op’ is, geldt:

φk = ψ−1
n−k−1.

We duiden met φ de aldus verkregen bijectie aan van de verzameling der hoog-
stens (n− 1)-dimensionale projectieve deelruimtes van Pn naar de verzameling
der hoogstens (n− 1)-dimensionale projectieve deelruimtes van (Pn)∗. Op ana-
loge wijze definiëren we ook de afbeeling ψ. Een direct gevolg van stelling 30 is:
ψ = φ−1.

Deze bijectie φ respecteert incidentie op de volgende manier:

Stelling 31. Laat V en W twee projectieve deelruimtes van Pn zijn. Dan geldt:

• φ(V ∩W ) = span(φ(V ),φ(W ))

• φ(span(V,W )) = φ(V ) ∩ φ(W )

3.1 Dualiteit in het projectieve vlak

We beschouwen dualiteit in dimensie 2. Zij V een projectief vlak, V ∗ zijn duale,
ook een projectief vlak, en de afbeelding φ als gedefinieerd bij dualiteit. De
afbeelding φ geeft een één-één-duidig verband tussen lijnen en punten in het
projectieve vlak V enerzijds en punten en lijnen in het projectieve vlak V ∗

anderzijds als volgt:

• Punten in V corresponderen met lijnen in V ∗.

• Lijnen in V corresponderen met punten in V ∗.

• Verbindingslijnen van punten in V corresponderen met de snijpunten van
de met de punten corresponderende lijnen in V ∗.

• Snijpunten van lijnen in V corresponderen met de verbindingslijnen van
de met de lijnen corresponderende punten in V ∗.

Dit verband heeft als gevolg dat iedere meetkundige situatie in het projectieve
vlak die wordt geformuleerd in termen van (snij-)punten en (verbindings-)lijnen
kan worden gedualiseerd door in de beschrijving de woorden:

• ‘punt’ te vervangen door ‘lijn’,

• ‘lijn’ te vervangen door ‘punt’,

• ‘snijpunt’ te vervangen door ‘verbindingslijn’,

• en ‘verbindingslijn’ te vervangen door ‘snijpunt’.
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Een direkt gevolg is het volgende.

Stelling 32. Zij, voor zekere k,m ∈ Z>1, {L1, · · · , Lk} een verzameling lijnen
in P2 en {p1, · · · , pm} een verzameling punten in P2. Dan geldt:

• De lijnen L1, · · · , Lk zijn concurrent d.e.s.d. als hun dualen collineair
zijn;

• de punten p1, · · · , pm zijn collineair d.e.s.d. als hun dualen concurrent
zijn.

Dit heeft als direct gevolg dat sommige stelling zich laten dualiseren.

3.2 De klassieke stellingen gedualiseerd

Stelling 33 (Pappos duaal). Zij in het projectieve vlak l en m twee verschillende
punten met verbindingslijn P . Laat P1, P2 en P3 drie verschillende lijnen door
l zijn, ongelijk aan P . Laat Q1, Q2 en Q3 drie verschillende lijnen door m zijn,
ongelijk aan P . Voor i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, is de lijn Sij de verbindingslijn van
Pi ∩Qj en Pj ∩Qi:

Sij := Pi ∩Qj Pj ∩Qi.

Dan zijn S12, S13 en S23 concurrent.

Met de duale van Desargues is iets bijzonders aan de hand:

Stelling 34 (Desargues duaal). Zij gegeven in het projectieve vlak 6 lijnen P1,
P2, P3, Q1, Q2 en Q3, waarvan geen 3 door één punt. Voor i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j,
zij Sij de verbindingslijn van Pi ∩ Pj met Qi ∩Qj:

Sij := Pi ∩ Pj Qi ∩Qj .

Als de drie punten P1∩Q1, P2∩Q2 en P3∩Q3 collineair zijn, zijn de drie lijnen
S12, S13 en S23 concurrent.

De duale van de stelling van Desargues zegt dus dat in de stelling van Desargues
zelf ‘het omgekeerde’ ook geldt:

Stelling 35 (Desargues in combinatie met zijn duale). Zij gegeven in het pro-
jectieve vlak 6 punten p1, p2, p3, q1, q2 en q3, waarvan geen 3 op een rechte.
Voor i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, zij sij het snijpunt van pipj met qiqj:

sij := pipj ∩ qiqj .

De drie lijnen p1q1, p2q2 en p3q3 zijn concurrent dan en slechts dan als de drie
punten s12, s13 en s23 collineair zijn.
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3.3 Dubbelverhoudingen en dualiteit

Het dualiteitsprincipe geeft ons een manier om over de dubbelverhouding van
een geordend viertal concurrente lijnen te kunnen praten.

Definitie 19 (Dubbelverhouding van 4 concurrente lijnen). Laat Li, i ∈ {1, · · · 4},
4 verschillende concurrente lijnen in P2 zijn met gemeenschappelijk snijpunt p.
Laat li de vier duale punten zijn op de duale lijn P van p. Dan is de dubbelver-
houding van de vier lijnen Li per definitie:

(L1, L2, L3, L4) := (l1, l2, l3, l4).

Stelling 36. Laat Li, i ∈ {1, · · ·4}, 4 verschillende concurrente lijnen in P2

zijn met gemeenschappelijk snijpunt p en laat M een lijn zijn met p /∈ M . Laat
pi, i ∈ {1, · · · 4} het snijpunt zijn van Li met M . Dan geldt:

(L1, L2, L3, L4) := (p1, p2, p3, p4).

Gecombineerd met het feit dat een injectieve en dubbelverhoudingen behou-
dende afbeelding tussen projectieve rechten altijd een projectieve afbeelding is,
volgt hieruit automatisch dat projecties in het projectieve vlak van lijnen op
lijnen vanuit een punt altijd projectief zijn.
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1.6.3 Algebräısche en meetkundige klassifikatie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.6.4 De Segre inbedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Grassmann-variëteiten 30
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1 Kwadrieken

1.1 Bilineaire en kwadratische vormen

Laat V een K-vectorruimte zijn.

Definitie 1.1.1. 1. Een bilineaire vorm in V is een afbeelding

α : V × V −→ K

zodat
α(λ1v1 + λ2v2, µ1w1 + µ2w2) =

�

i,j=1,2

λiµjα(vi, wj)

voor alle λ1, λ2, µ1, µ2 ∈ K , v1, v2, w1, w2 ∈ V . α heet symmetrisch indien

∀ v, w ∈ V : α(v, w) = α(w, v) ,

en heet antisymmetrisch ofwel alternerend indien

∀ v, w ∈ V : α(v, w) = −α(w, v) .

2. Een kwadratische vorm in V is een afbeelding

q : V −→ K

waarvoor een bilineaire vorm α in V bestaat zodat

∀ v ∈ V : q(v) = α(v, v) .

Opmerking 1.1.2. 1. Elke bilineaire vorm α in V induceert een kwadratische vorm qα in V via

∀ v ∈ V : qα(v) := α(v, v) ,

en voor elke kwadratische vorm q in V is er (per definitie) een bilineaire vorm α in V zodat q = qα .

2. Voor een kwadratische vorm q in V , λ ∈ K en v ∈ V geldt

q(λv) = λ2q(v) .

Lemma 1.1.3. Stel charK �= 2.

1. Voor elke kwadratische vorm q in V is er een unieke symmetrische bilineaire vorm σq in V zodat q = qσq .
Deze is gegeven door

σq(v, w) =
1

2
(q(v + w)− q(v)− q(w)).

2. Laat α een bilineaire vorm in V zijn. Dan is er een unieke symmetrische bilineaire vorm σα in V zodat
qα = qσα . Er geldt

σα(v, w) =
1

2
(α(v, w) + α(w, v)) . (∗)

Bewijs: 1. Laat α een bilineaire vorm zijn zodat q = qα . Dan definieert

σq(v, w) :=
1

2
(q(v + w)− q(v)− q(w)) =

1

2
(α(v, w) + α(w, v))

een symmetrische bilineaire vorm zodat q = qσq ; dit bewijst de existentie. Voor elke symmetrische bilineaire

vorm σ met q = qσ geldt volgens dezelfde berekening

σ(v, w) =
1

2
(σ(v, w) + σ(w, v)) =

1

2
(q(v + w)− q(v)− q(w)) = σq(v, w)

en dus σ = σq ; dit bewijst de uniciteit.

2. Het is makkelijk te zien dat σα gedefinieerd door (∗) een symmetrische bilineaire vorm is met qα = qσα ;

deze is wegens 1. uniek.
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Opmerking 1.1.4. 1. Het is makkelijk na te gaan dat de verzamelingen B(V ), Bs(V ), Ba(V ) en K(V ) van
willekeurige, symmetrische, alternerende bilineaire en kwadratische vormen in V op natuurlijke manier
K-vectorruimten zijn, en dat de afbeelding

κ : B(V ) −→ K(V ) , α �→ qα

lineair is.

2. Stel nu dat charK �= 2 . Dan zien we dat

B(V ) = Bs(V )⊕ Ba(V )

als volgt. Voor α ∈ B(V ) definieer αs ∈ Bs(V ) en αa ∈ Ba(V ) door

αs(v, w) :=
1
2
(α(v, w) + α(w, v)) , αa(v, w) :=

1
2
(α(v, w)− α(w, v)) ;

dan geldt α = αs + αa en dus B(V ) = Bs(V ) + Ba(V ) . We moeten nog laten zien dat Bs(V ) ∩ Ba(V ) = {0} .
Voor α ∈ Bs(V ) ∩ Ba(V ) geldt

α(v, w) = α(w, v) = −α(v, w)

en dus (wegens charK �= 2 ) α(v, w) = 0 voor alle v, w ∈ V , d.w.z. α = 0 .

Opgave 1.1.5. 1. In het geval charK �= 2 laat zien dat ker(κ) = Ba(V ) en concludeer dat

κ|Bs(V ) : Bs(V ) −→ K(V )

een isomorphisme en i.h.b. bijectief is (vergelijk Lemma 1.1.3).

2. Wat zijn met Opmerking 1.1.4.2 en deel 1. van deze opgave corresponderende uitspraken in het geval
char(K) = 2 ?

We stellen nu dat V eindige dimensie n heeft en dat K = R of K = C .

Laat B = {b1, . . . , bn} een basis van V zijn, α een bilineaire vorm in V , aBij := α(bi, bj) , i, j = 1, . . . , n , en
AB

α :=
�
aBij

�
i,j=1,...,n

∈M(n× n, K) .

Opmerking 1.1.6. 1. Voor een vaste basis B en een matrix A = (aij)i,j=1,...,n ∈M(n× n, K) wordt door

αA




n�

i=1

xibi,
n�

j=1

yjbj



 :=
n�

i,j=1

aijxiyj

een bilineaire vorm in V gedefinieerd. Dit levert een lineair isomorfisme

M(n× n, K) −→ B(V ) , A �→ αA

met inverse
B(V ) −→ M(n× n, K) , α �→ AB

α .

2. α is (anti)symmetrisch d.e.s.d. als de matrix AB
α (anti)symmetrisch is. I.H.B. hebben we na keuze van

en basis B een lineair isomorphisme

Bs(V ) −→ Symn(K) , α �→ AB
α ,

waarbij Symn(K) de vectorruimte van symmetrische n× n matrices is.

Lemma 1.1.7. Laat B� = {b�
1, . . . , b

�
n} een andere basis van V zijn en C = (cij)i,j=1,...,n ∈M(n× n, K) de

inverteerbare matrix zodat b�
i =

n�
j=1

cijbj , i = 1, . . . , n . Dan geldt AB�

α = CAB
αCt .
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Bewijs:

α(b�i, b
�
j) =

n�

k,l=1

cikcjlα(bk, bl) .

De volgende Propositie is hopelijk in het college Lineaire Algebra 2 bewezen.

Propositie 1.1.8. 1. De rang r van AB
α hangt alleen van α af en niet van de gekozen basis B. r heet de

rang van α.

n− r is de dimensie van de maximale lineaire deelruimte U van V waarvoor geldt α(v, u) = 0 voor alle

v ∈ V , u ∈ U .

2. Stel α ∈ Bs(V ) . In het geval K = R (resp. K = C ) is er een basis B van V zodat AB
α diagonaal is met

alleen 1en, -1en en 0en (resp. alleen 1en en 0en) op de diagonaal, met alle 1en linksboven de -1en en de

0en rechts beneden (resp. alle 1en linksboven), en met allemaal nullen buiten de diagonaal. Hierbij is het

aantal 1en, -1en en 0en (resp. 1en en 0en) onafhankelijk van de gekozen basis. Het aantal 1en plus het

aantal -1en (resp. het aantal 1en) is gelijk aan de rang van α. Dit is de normaalvorm van α.

Gevolg 1.1.9. Stel K = C . Laat α een symmetrische bilineaire vorm met rang r in V zijn een A een

symmetrische (n× n)-matrix met rang r. Dan is er een basis B van V zodat AB
α = A .

Bewijs: Laat B� een basis van V zijn en αA de symmetrische bilineaire vorm in V gedefinieerd door A en B�,
dus met AB�

αA
= A . Wegens rg(α) = rg(A) hebben α en αA dezelfde normaalvorm A0; volgens Lemma 1.1.7

zijn er inverteerbare matrices C, D zodat

CAB�

α Ct = A0 = DADt ⇔ D−1CAB�

α Ct(D−1)t = A .

Dit betekent dat de basistransformatie met matrix D−1C de basis B transformeert in een basis B zodat AB
α = A .

Opgave 1.1.10. Formuleer en bewijs het analogon van Gevolg 1.1.9 in het geval K = R .

Lemma 1.1.11. Voor een bilineaire vorm α : V × V −→ K zijn de volgende uitspraken equivalent.

1. ∀ 0 �= v ∈ V ∃ u ∈ V : α(v, u) �= 0

2. ∀ 0 �= v ∈ V ∃ u ∈ V : α(u, v) �= 0

3. Laat B een basis van V zijn. Dan is de matrix AB
α inverteerbaar.

4. De lineaire afbeelding V −→ V ∗ , v �→ α(v, .) is een isomorfisme.

5. De lineaire afbeelding V −→ V ∗ , v �→ α(., v) is een isomorfisme.

α heet niet-ontaard indien aan (een van) deze condities is voldaan.

Bewijs: Laat B een basis van V zijn en A := AB
α de matrix van α t.o.v. B. De matrix C in Lemma 1.1.7 is

inverteerbaar, dus is de rang van A onafhankelijk van de gekozen basis.

Laat xt = (x1, . . . , xn) de coördinaten zijn in V t.o.v. B zodat α(x, y) = xtAy .

3. ⇒ 1.: Stel x �= 0 ; omdat A inverteerbaar is geldt xtA �= 0 . Definieer y := (xtA)t in het geval K = R
resp. y := (xtA)t in het geval K = C ; dan geldt

α(x, y) = (xtA)(xtA)t = �xtA�2 �= 0 resp. α(x, y) = (xtA)(xtA)t = �xtA�2 �= 0

waarbij � . � de standaard norm in Rn resp. Cn is.

1. ⇒ 3.: Neem aan dat A niet inverteerbaar is, dan is er een x �= 0 zodat xtA = 0 en dus α(x, y) = xtAy = 0
voor alle y ∈ V , een tegenspraak.
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3. ⇔ 2. Omdat A inverteerbaar is d.e.s.d. als At dat is volgt dit uit ytAx = (xAty)t . en 3. ⇔ 1.

1. (resp. 2.) ⇔ 4. (resp. 5.): Uitspraak 1. (resp. 2.) is equivalent met de injectiviteit van de afbeelding in 4.

(resp. 5.); wegens dim(V ∗) = dim(V ) is dit equivalent met de bijectiviteit van deze afbeelding.

Definitie 1.1.12. Laat q een kwadratische vorm in V zijn en σq de unieke symmetrische bilineaire vorm in V
zodat q = qσq (zie Lemma 1.1.3). Dan is de rang van q per definitie gelijk aan de rang van σq.

1.2 Kwadrieken in projectieve ruimten

In het vervolg stellen we altijd char(K) �= 2 .

Laat V een K-vectorruimte zijn en P(V ) de bijbehorende projectieve ruimte met projectie π : V \ {0} −→ P(V ) .

Definitie 1.2.1. Een kwadriek in P(V ) is een deelverzameling Q ⊂ P(V ) waarvoor een kwadratische vorm q
in V bestaat zodat Q = π({ v ∈ V \ {0} | q(v) = 0 }) .
In het geval dim(V ) < ∞ noemen we de rang van q ook rang van Q.
Q heet dan glad of niet-ontaard indien de rang gelijk is aan dim(V ).
Q(P(V )) is de verzameling van kwadrieken in P(V ).

Opmerking 1.2.2. A priori is de rang van een kwadriek niet noodzakelijk goed gedefinieerd, want gegeven
de verzameling Q is het a priori mogelijk dat er quadratische vormen q en q zijn met verschillende rang die
beide Q definiëren. Maar dat is in feite niet mogelijk; in het geval K = C volgt dit uit Stelling 1.2.8. In het
geval K = R zullen we dit niet algemeen bewijzen, maar hier zal het voor dim P(V ) = 2 en 3 volgen uit de
meetkundige klassifikatie, en uit Propositie 1.2.11 zal volgen dat voor willekeurige dimensie gladheid van een
kwadriek goed gedefinieerd is.

Opmerking 1.2.3. 1. Voor p ∈ P(V ) en v, v� ∈ π−1(p) is er een λ �= 0 zodat v� = λv ; wegens
q(v�) = λ2q(v) geldt q(v�) = 0 ⇔ q(v) = 0 en dus

p ∈ Q ⇔ ∀ v ∈ π−1
(p) : q(v) = 0 .

2. Voor 0 �= c ∈ K definieert cq dezelfde kwadriek als q.

3. Laat B = {v0, . . . , vn} een basis van V zijn en pi := π(vi) , i = 0, . . . , n . Laat σ de symmetrische
bilineaire vorm zijn met q = σq en A = (aij)i,j=0,...,n de matrix van σ t.o.v. B. Dan geldt met
λ := (λ0, . . . ,λn)

P(V ) � π

�
n�

i=0

λivi

�
∈ Q ⇔ q

�
n�

i=0

λivi

�
= σ

�
n�

i=0

λivi,
n�

i=0

λivi

�
= λAλt

=

n�

i,j=0

aijλiλj = 0 .

4. Laat Q ⊂ P(V ) en kwadriek zijn gegeven door de kwadratische vorm q in V , L ⊂ P(V ) en lineaire
deelruimte en U ⊂ V de lineaire deelruimte corresponderend met L. Dan is Q ∩ L de kwadriek in L
gegeven door de kwadratische vorm q|U .

5. In het geval K = C is de lege verzameling geen kwadriek, in het geval K = R en n + 1 = dim(V ) < ∞
wel; dit kunnen we als volgt zien.
In het eerste geval laat L ⊂ P(V ) een lijn zijn; dan volgt de bewering uit Voorbeeld 1.2.4 hieronder.
In het tweede geval laat B een basis van V zijn en Q de kwadriek gegeven t.o.v. B door de eenheidsmatrix.
Dan is Q leeg omdat de vergelijking x2

0 + . . . + x2
n = 0 alleen de triviale oplossing x = (0, . . . , 0) heeft.

Voorbeeld 1.2.4. Laat V een 2-dimensionale complexe vectorruimte zijn en Q ⊂ P(V ) een kwadriek gegeven
door de kwadratische vorm q. Uiteraard geldt Q = P(V ) d.e.s.d. als q = 0 ; laten we dus aannemen dat q �= 0 .
Dan zijn er coördinaten (x0 : x1) in P(V ) zodat Q gegeven is door de vergelijking x2

0 = 0 of x2
0 + x2

1 = 0 . In
het eerste geval geldt Q = {(0 : 1)} �= ∅ , in het tweede Q = {(1 : ±i)} �= ∅ . Er geldt in het bijzonder: indien
q �= 0 ( ⇔ Q �= P(V ) ) bestaat Q uit één of twee punten.

Propositie 1.2.5. Laat Q ∈ P(V ) met rang k zijn en T : P(V ) −→ P(V ) een projectieve tansformatie. Dan
is ook T (Q) een kwadriek met rang k.
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Bewijs: Laat σ een Q definiërende symmetrische bilineaire vorm in V zijn en t : V −→ V een T induceerend
lineair isomorphisme. Dan geldt p ∈ P(V ) en v ∈ V met π(V ) = p

p ∈ T (Q) ⇔ T
−1(p) ∈ Q ⇔ σ(t−1(v), t−1(v)) = 0 ,

dus is T (Q) de kwadriek gedefinieerd door de symmetrische bilineaire vorm σt := σ(t−1(.), t−1(.)) . Laat S resp.
A de matrix zijn bij σ resp. t t.o.v. een basis van V ; dan is St := A

−1
S(A−1)t de matrix bij σt. S en St (en

dus ook Q en T (Q)) hebben dezelfde rang omdat A inverteerbeer is.

Opmerking 1.2.6. Laat σ een bilineaire vorm in V zijn en p1, p2 ∈ P(V ) . Kies v1, v2 ∈ V \ {0} zodat

π(vi) = p1 , i = 1, 2 . Dan schrijven we

σ(p1, p2) = (resp. �=) 0 :⇔ σ(v1, v2) = (resp. �=) 0 .

Dit is onafhankelijk van de keuze van v1 en v2: indien pi = π(v�i) zijn er λi �= 0 zodat v
�
i = λivi , en dan

geldt

σ(v1, v2) = 0 ⇔ σ(v�1, v
�
2) = λ1λ2σ(v1, v2) = 0 .

Lemma 1.2.7. Stel charK �= 2 en laat Q een kwadriek in P(V ) zijn gegeven door de kwadratische vorm q.

Laat σ de symmetrische bilineaire vorm zijn zodat q = qσ (zie Lemma 1.1.3). Voor p1, . . . , pk ∈ P(V ) geldt

(zie Opmerking 1.2.6)

H := span(p1, . . . , pk) ⊂ Q ⇔ ∀ 1 ≤ i, j ≤ k : σ(pi, pj) = 0 .

Bewijs: Kies vi ∈ V \ {0} zodat π(vi) = pi , i = 1, . . . , k . Er geldt

H ⊂ Q ⇔ ∀ (λ1, . . . ,λk) ∈ K
k : 0 = q




k�

i,j=1

λivi



 =
k�

i=1

λ
2
i σ(vi, vi) + 2

�

1≤i<j≤k

λiλjσ(vi, vj)

⇔ ∀ 1 ≤ i, j ≤ k : σ(vi, vj) = 0
⇔ ∀ 1 ≤ i, j ≤ k : σ(pi, pj) = 0 .

Stelling 1.2.8. Laat V een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte zijn en Q1, Q2 ⊂ P(V ) kwadrieken

gegeven door kwadratische vormen q1, q2 �= 0 in V . Dan geldt

Q1 = Q2 (als verzamelingen) ⇔ ∃ 0 �= λ ∈ C : q1 = λ · q2 .

I.h.b. geldt: indien A1, A2 de matrices zijn bij q1, q2 t.o.v. een basis van V , dan geldt

Q1 = Q2 (als verzamelingen) ⇔ ∃ 0 �= λ ∈ C : A1 = λ · A2 .

Bewijs: ”⇐” is triviaal.

”⇒”: Q1 = Q2 betekent
∀ v ∈ V : q1(v) = 0 ⇔ q2(v) = 0 . (1)

Wegens q1, q2 �= 0 en (1) is er een v0 ∈ V met q1(v0) �= 0 �= q2(v0) . We vervangen q2 door 1
q2(v0)

q2 zodat
geldt

q1(v0) = q2(v0) �= 0 ; (2)

het is voldoende te bewijzen dat nu geldt q1(v) = q2(v) voor alle v0 �= v ∈ V .

Voor v0 �= v ∈ V en i = 1, 2 definieer

fi : C −→ C , fi(λ) := qi(v0 + λ(v − v0)) = σi(v0, v0) + 2λσi(v0, v − v0) + λ
2
σi(v − v0, v − v0)

= qi(v0) + 2λσi(v0, v − v0) + λ
2
qi(v − v0) ,

waarbij σi de symmetrische bilineaire vorm is met qi = qσi (zie Lemma 1.1.3). Uit (1) volgt

f1 en f2 hebben dezelfde nulpunten, (3)
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en (2) betekent

f1(0) = f2(0) �= 0 . (4)

Stel dat q1(v − v0) �= 0 ; dan volgt uit (1) dat ook q2(v − v0) �= 0 . Dan zijn f1 en f2 kwadratische polynomen

in λ over C met (wegens (3)) dezelfde nulpunten, dus zijn er a1, a2, λ1, λ2 ∈ C zodat

fi(λ) = ai(λ− λ1)(λ− λ2) , i = 1, 2 . (5)

Uit (4) volgt

λ1 �= 0 �= λ2 , (6)

en verder

a1λ1λ2 = f1(0) = f2(0) = a2λ1λ2 . (7)

Uit (6) en (7) volgt dan a1 = a2 ; wegens (5) volgt f1 = f2 en i.h.b. q1(v) = f1(1) = f2(1) = q2(v) .

Stel nu dat q1(v − v0) = 0 ; dan volgt uit (1) dat ook q2(v − v0) = 0 , en dus

fi(λ) = qi(v0) + 2λσi(v0, v − v0) , i = 1, 2 . (8)

Neem aan dat σ1(v0, v − v0) = 0 �= σ2(v0, v − v0) , dan geldt wegens (2) f1 ≡ q1(v0) �= 0 , maar heeft f2 het

nulpunt λ = − q2(v0)
2σ2(v0,v−v0)

; een tegenspraak.

Op dezelfde manier sluiten we uit dat σ1(v0, v − v0) �= 0 = σ2(v0, v − v0) . Er blijven dus twee mogelijkheden.

De eerste is σ1(v0, v − v0) = 0 = σ2(v0, v − v0) . Dan geldt wegens (2) en (8) f1 ≡ q1(v0) = q2(v0) ≡ f2 , en

dus weer q1(v) = f1(1) = f2(1) = q2(v) .

De tweede is σ1(v0, v − v0) �= 0 �= σ2(v0, v − v0) . Nu zijn f1 en f2 lineaire functies met hetzelde nulpunt

(wegens (3)) λ1 �= 0 ; een berekening analoog met het kwadratische geval hierboven volgt f1 = f2 , en dus

q1(v) = f1(1) = f2(1) = q2(v) .

Opmerking 1.2.9. Het analogon van deze stelling voor het reële geval is onjuist. Beschouw b.v. in R2
de twee

kwadratische vormen

q1(x0, x1) := x2
0 + x2

1 , q2(x0, x1) := x2
0 + 2x2

1 .

Voor de bijbehorende kwadrieken Q1, Q2 ⊂ P(R2) geldt Q1 = Q2 = ∅ , maar voor de bijbehorende matrices

A1 =

�
1 0

0 1

�
, A2 =

�
1 0

0 2

�

is er geen 0 �= λ ∈ R zodat A1 = λA2 .

Lemma 1.2.10. Laat V een (n + 1)-dimensionale vectorruimte zijn en σ een symmetrische bilineaire vorm in

V met bijbehorende kwadriek Q.

1. Voor p, p� ∈ P(V ) geldt

pp� ⊂ Q ⇔ σ(p, p) = σ(p, p�) = σ(p�, p�) = 0 .

2. Er geldt

rang(σ) ≤ n ⇔ ∃ p0 ∈ Q ∀ p ∈ P(V ) : σ(p0, p) = 0

⇒ ∃ p0 ∈ Q ∀ p ∈ Q : p0p ⊂ Q .

Bewijs: 1. Dit volgt direct uit 1.2.7.

2. De equivalentie volgt uit Lemma 1.1.11, en de implicatie uit 1.

Propositie 1.2.11. Laat V een (n + 1)-dimensionale reële vectorruimte zijn en Q ⊂ P(V ) een kwadriek

gegeven door een kwadratische vorm q met rang n + 1. Stel dat q� een andere kwadratische vorm is die Q als

bijbehorende kwadriek oplevert; dan heeft q� ook rang n + 1.
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Bewijs: Het is duidelijk dat Q = ∅ d.e.s.d. als iedere definiërende kwadratische vorm t.o.v. een geschikte
basis gegeven is door de eenheidsmatrix. We mogen dus stellen dat er een basis b0, . . . , bn van V is zodat q

gegeven is door een matrix van de vorm

A =





1
. . .

1
−1

. . .

−1





met nullen buiten de diagonaal, k 1en en l −1en op de diagonaal, k + l = n + 1 en 1 ≤ l ≤ n . Neem aan
dat Q ook gegeven is door een kwadratische vorm q

� met rang ≤ n; volgens Lemma 1.2.10.2 is er dan een punt
p
0 = (p0

0 : . . . : p
0
n) ∈ Q zodat voor alle p = (p0 : . . . : pn) ∈ Q geldt σ(p0

, p) = 0 waarbij σ de bij q horende
symmetrische bilineaire vorm is. Omdat voor 0 ≤ i ≤ k < j ≤ n geldt π(bi ± bj) ∈ Q volgt

∀ 0 ≤ i ≤ k < j ≤ n : p
0
i ± p

0
j = σ(p0

, bi ± bj) = 0 ⇔ p
0
i = p

0
j = 0 ,

maar hieruit volgt
∀ 0 ≤ i ≤ n : p

0
i = 0 ,

een tegenspraak.

Propositie 1.2.12. Laat Q ⊂ Pn(K) , K = R of C , een kwadriek zijn met rang r. Indien Q een hypervlak
H bevat geldt r ≤ 2 .

Bewijs: Laat (x0, x1, . . . , xn) coördinaten in K
n+1 zijn zodat H gegeven is door de vergelijking x0 = 0 , en

A = (aij)i,j=0,...,n een symmetrische matrix zodat t.o.v. deze coördinaten geldt

Q = { (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ Pn(K) |
n�

i,j=0

aijxixj = 0 . }

Uit H ⊂ Q volgt dan

∀ x = (x1, . . . , xn) ∈ K
n : q

�(x) =
n�

i,j=1

aijxixj = 0 .

Definieer A
� := (aij)i,j=1,...,n ; volgens Propositie 1.1.8 is er een inverteerbare matrix C zodat CA

�
C

t diagonaal
is. Maar dit is de matrix van q

� t.o.v. een bepaalde basis van K
n, en q

� ≡ 0 impliceert CA
�
C

t = 0 . Omdat
C inverteerbaar is volgt A

� = 0 , dus heeft A de vorm

A =





a00 a01 . . . a0n

a10 0 . . . 0
...

...
. . .

...
an0 0 . . . 0




.

De rang van deze matrix, en dus van Q, is hooguit 2.

Propositie 1.2.13. Laat V een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte zijn, Q ⊂ P(V ) een kwadriek en
H ⊂ P(V ) een hypervlak. Indien Q bevat is is H, dan is Q het dubbeltellende hypervlak H en heeft i.h.b. rang
1.

Bewijs: Laat b0, . . . , bn een basis van V zijn met bijbehorende coördinaten x = (x0, . . . , xn) zodat H gegeven
is door de vergelijking x0 = 0 , en zodat de matrix behorende bij de kwadriek Q ∩H ⊂ H diagonaal is. Dan
heeft Q een vergelijking van de vorm

q(x) = q(
n�

i=0

xibi) =
n�

i=0

aix
2
0 +

n�

i=1

a0ix0xi = 0 .

8



Wegens Q ⊂ H heeft voor 0 < i ≤ n het polynoom in de variabele λ

q(b0 + λbi) = a0 + λa0i + λ
2
ai

géén nulpunt. Dit kan alleen als a0 �= 0 en ai = a0i = 0 voor 1 ≤ i ≤ n , dus indien

q(x) = a0x
2
0 , a0 �= 0 .

Gevolg 1.2.14. Laat V een complexe vectorruimte zijn en Q ⊂ P(V ) een kwadriek met rang groter dan 1,
dus geen dubbeltellend hypervlak. Dan geldt span(Q) = P(V ) .

Opmerking 1.2.15. De met Propositie 1.2.13 en Gevolg 1.2.14 analoge uitspraken zijn niet juist in het reële

geval: de kwadriek in P(Rn+1) (n ≥ 1) met vergelijking
n�

i=0
x

2
i is de lege verzameling, dus geen dubbeltellend

hypervlak, en heeft rang n + 1 > 1 , maar is bevat in elk hypervlak.

Definitie 1.2.16. Laat P een projectieve ruimte zijn, t ∈ P een punt en S ⊂ P een deelverzameling met
t �∈ S . De kegel over S met top t is de vereniging

�
p∈S

tp van alle lijnen door t en punten in S.

Opgave 1.2.17. Laat V een (n + 1)-dimensionale reële of complexe vectorruimte zijn en σ een symmetrische
bilineaire vorm in V met rang r. Definieer de nulruimte van σ als

N(σ) := { v ∈ V | ∀ u ∈ V : σ(u, v) = 0 } .

Laat B een basis van V zijn en A de matrix van σ t.o.v. B.
Bewijs N(σ) = ker(A) en concludeer dim(N) = n + 1− r .

In de rest van deze paragraaf is V een (n + 1)-dimensionale complexe vectorruimte.

Propositie 1.2.18. Stel n ≥ 2 .

1. Laat Q ⊂ P(V ) een kwadriek zijn met rang n. Dan is er een uniek punt p ∈ P(V ) met de volgende
eigenschap: voor elk hypervak H ⊂ P(V ) met p �∈ H is K := Q ∩H een gladde kwadriek in H, en Q

is de kegel over K met top p.

2. Laat p ∈ P(V ) een punt zijn, H ⊂ P(V ) een hypervlak met p �∈ H , en K ⊂ H een gladde kwadriek.
Dan is de kegel Q over K met top p een kwadriek in P(V ) met rang n.

Bewijs: 1. Volgens Opgave 1.2.17 heeft de nulruimte van σ dimensie n + 1− n = 1 en is dus van de vorm

N(σ) = C · v0 met 0 �= v0 ∈ V . Definieer p := π(v0) waarbij π : V \ {0} −→ P(V ) de projectie is (merk op

dat p niet afhangt van de keuze van v0 �= 0 in N(σ)); dan geldt σ(q, p) = 0 voor alle q ∈ P(V ) . Laat H ⊂ P(V )

een hypervlak zijn met p �∈ H , en U ⊂ V de n-dimensionale lineaire deelruimte zodat H = π(U \ {0}) . Uit

p �∈ H volgt v0 �∈ U , dus is er een basis B = {v0, v1, . . . , vn} van V zodat B� = {v1, . . . , vn} een basis van

U is. Wegens σ(vi, v0) = 0 , i = 0, . . . , n , heeft de matrix A van σ t.o.v. B de vorm

A =




0 . . . 0

.

.

. A
�

0





waarbij A
� de matrix is van σ|U×U . I.h.b. geldt

rang(Q ∩H) = rg(A
�
) = rg(A) = n ,

en K is een gladde kwadriek in H.

Voor alle q ∈ K geldt σ(q, q) = σ(q, p) = σ(p, p) = 0 en dus pq ⊂ Q wegens Lemma 1.2.7. Dit bewijst dat

de kegel over K met top p bevat is in Q.

Stel dat p �= q ∈ Q ; dan snijdt de lijn pq het hypervlak H in een punt r van de vorm r = λp + µq . Uit
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σ(p, p) = σ(q, p) = σ(q, q) = 0 volgt σ(r, r) = 0 en dus r ∈ K . Wegens q ∈ pr bewijst dit dat Q bevat is in
de kegel over K met top p.

2. Laat U ⊂ V de n-dimensionale lineaire deelruimte zodat H = π(U \ {0}) , een B = {v0, v1, . . . , vn} een
basis van V zodat p = π(v0) en B� = {v1, . . . , vn} een basis van U is. Laat A

� een definieerende matrix zijn
van K t.o.v. B�; dan heeft A

� en dus ook

A :=




0 . . . 0
... A

�

0





rang n. Als Q ⊂ P(V ) de kwadriek is gegeven door A t.o.v. de basis B geldt rang(Q) = rg(A) = n . Uit het
bewijs van 1. volgt nu dat Q de kegel is over de kwadriek in H gedefinieerd door A

�, dus K, met top p.

Opgave 1.2.19. Laat zien dat het punt p in Propositie 1.2.18.1. met de gegeven eigenschappen inderdaad uniek
is.

Definitie 1.2.20. Laat Q ⊂ P(V ) een gladde kwadriek zijn gegeven door de symmetrische bilineaire vorm σ

en p ∈ Q . De raakruimte van Q in p is

TpQ := { r ∈ P(V ) | σ(p, r) = 0 } .

Propositie 1.2.21. Stel n ≥ 2 .

1. TpQ is een hypervlak in P(V ).

2. Q ∩ TpQ = { r ∈ Q | pr ⊂ Q } .

3. Q ∩ TpQ is een kwadriek in TpQ met rang n− 1.

4. Voor p, q ∈ Q met p �= q geldt TpQ �= TqQ .

5. Stel n ≥ 3 . Dan zijn voor een hypervlak H ⊂ P(V ) de volgende uitspraken equivalent.

(a) Er is een uniek punt p ∈ Q zodat H = TpQ .

(b) Q ∩H is een kwadriek in H met rang n− 1.

We zeggen dan dat H in p aan Q raakt.

Bewijs: 1. Neem 0 �= v ∈ V met π(v) = p . Volgens Lemma 1.1.11 geldt 0 �= σ(v, .) : V −→ C , dus is
ker(σ(v, .)) een hypervlak in V, en dus TpQ = π(ker(σ(v, .)) \ {0}) een hypervlak in P(V ).

2. Volgens Lemma 1.2.7 geldt

r ∈ Q ∩ TpQ ⇔ σ(p, p) = σ(p, r) = σ(r, r) = 0 ⇔ pr ⊂ Q .

3. De kwariek Q ∩ TpQ in Q wordt gegeven door de vorm σ|ker(σ(v,.). Kies p1, . . . , pn−1 ∈ TpQ zodat TpQ

wordt opgespannen door {p, p1, . . . , pn−1} . T.o.v. de corresponderende basis van ker(σ(v, .) heeft σ|ker(σ(v,.)

een (n× n)-matrix A van de vorm

A =




0 . . . 0
... A

�

0



 ;

deze heeft duidelijk rang ≤ n− 1. Uit 1. en de opgave hieronder volgt dat de rang ≥ n− 1 is.

4. Stel p = π(v) , q = π(u) ; wegens p �= q geldt dan C · v �= C · u . Uit de injectiviteit van v �→ σ(v, .)
(Lemma 1.1.11) volgt nu C · σ(v, .) �= C · σ(u, .) en hieruit

TpQ = ker(σ(v, .)) �= ker(σ(u, .)) = TqQ .
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5. (a) ⇒ (b): Dit volgt uit 3.
(b) ⇒ (a): Volgens Propositie 1.2.18 is er en uniek punt p in H zodat K := Q ∩H een kegel is in H met top
p; i.h.b. geldt pq ⊂ K ⊂ Q voor alle p �= q ∈ K en K =

�
p�=q∈K

pq . Uit 2. volgt nu K ⊂ TpQ . Wegens

n− 1 ≥ 2 en Gevolg 1.2.14 geldt H = span(K) ⊂ TpQ en dus H = TpQ omdat beide ruimten dimensie n

hebben. De uniciteit van p volgt uit 4.

Gevolg 1.2.22. Laat Q en gladde kwadriek zijn in P(V ) met dim(V ) ≥ 4 . Voor p ∈ Q is dan TpQ ∩Q een

kegel in TpQ. I.h.b. gaan door elk punt op Q lijnen in Q.

Opmerking 1.2.23. De bewering in Gevolg 1.2.22 is i.h.a. onjuist in het geval dat V een reëele vector-

ruimte is. Neem b.v. in P3(R) de gladde kwadriek die t.o.v. de standaard coördinaten gegeven is door de

vergelijking x
2
0 + x

2
1 + x

2
2 − x

2
3 = 0 , en laat H ⊂ P3(R) het hypervlak zijn met vergelijking x3 = 0 . Omdat

x
2
0 + x

2
1 + x

2
2 = 0 alleen de triviale oplossing (0, 0, 0) heeft geldt Q ∩H = ∅ . Was er een lijn L ∈ Q dan zou

gelden L ∩H �= ∅ en dus ook Q ∩H �= ∅ .

Opgave 1.2.24. Laat Q ⊂ P(V ) een gladde kwadriek zijn en H ⊂ P(V ) een hypervlak. Bewijs dat de

kwadriek Q ∩H in H rang ≥ n− 1 heeft.

Gevolg 1.2.25. Laat H ∈ P(V ) een hypervlak zijn dat niet aan Q raakt. Dan is Q ∩H een gladde kwadriek

in H.

Definitie 1.2.26. Laat Q ⊂ P(V ) een gladde kwadriek zijn, p ∈ Q en L ⊂ P(V ) een lijn door p. We zeggen

dat L in p aan Q raakt indien L ⊂ TpQ .

Propositie 1.2.27. Voor een lijn L in P(V ) door p ∈ Q zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. L raakt in p aan Q.

2. L ⊂ Q of L ∩Q = {p} .

Bewijs: 1. ⇒ 2.: Neem p �= r ∈ L ; wegens r ∈ TpQ geldt σ(p, r) = 0 , dus hoort bij L ∩Q een matrix van

de vorm A =
�

0 0
0 a

�
. In het geval a = 0 geldt L ∩Q = L en dus L ⊂ Q . In het geval a �= 0 heeft A

rang 1 en bestaat L ∩Q volgens Voorbeeld 1.2.4 uit één punt; wegens p ∈ L ∩Q moet p dit punt zijn.

2. ⇒ 1.: Stel dat L ⊂ Q ; dan geldt σ|L = 0 , dus σ(p, r) = 0 voor alle r ∈ L , en dus L ⊂ TpQ .

Neem aan dat L ∩Q = {p} maar L �⊂ TpQ ; dan is er een punt p �= r ∈ L zodat a := σ(p, r) �= 0 . Bij L∩Q

hoort dan een matrix van de vorm A =
�

0 a

a b

�
die rang 2 heeft. Maar volgens Voorbeeld 1.2.4 bestaat

L ∩Q dan uit twee verschillende punten; een tegenspraak.

Opmerking 1.2.28. Ook bij gladde kwadrieken in een eindigdimensionale reële projectieve ruimte is er sprake

van raakruimten, maar de situatie is daar ietwat ingewikkelder dan in het complexe geval. We zullen hier later

op in gaan in dimensie 2 en 3.

1.3 Affien deel en projectieve uitbreiding

Laat V een (n + 1)-dimensionale K-vectorruimte zijn en H ⊂ P(V ) een hypervlak. Dan kunnen we H

beschouwen als het oneindig verre hypervlak, en A := P(V ) \ H als n-dimensionale affiene ruimte over K, en
A na keuze van een geschikte basis van V identificeren met K

n.

Definitie 1.3.1. Laat Q ⊂ P(V ) een kwadriek zijn, dan heet QH := A ∩Q het affiene deel van Q t.o.v. H.

Laat (x0 : x1 : . . . : xn) homogene coördinaten in P(V ) zijn zodat H gegeven is door de vergelijking x0 = 0 ; de
identificatie A ↔ K

n is dan gegeven door (1 : x1 : . . . : xn) ↔ (x1, . . . , xn) . Laat Q m.b.t. deze coördinaten
gegeven zijn door de homogene kwadratische vergelijking

n�

i,j=0

aijxixj = 0 (∗)
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waarbij (aij)i,j=0,...,n een symmetrische matrix is. Dan geldt

(x1, . . . , xn) ∈ A ∩Q ⇔ (1 : x1 : . . . : xn) ∈ Q .

Hieruit volgt dat QH in A = K
n gegeven is door de inhomogene kwadratische vergelijking

a00 + 2
n�

i=1

a0ixi +
n�

i,j=1

aijxixj = 0 ; (∗∗)

dit is de algemene vergelijking is van een kwadratisch hyperoppervlak ofwel kwadriek in K
n.

Definitie 1.3.2. Laat Q
� ⊂ K

n een kwadriek zijn gegeven door vergelijking (∗∗). De projectieve uitbreiding
van Q

� is de kwadriek Q ⊂ Pn(K) gegeven door vergelijking (∗) waarbij ai0 := a0i .

Stel H = { (x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K) | x0 = 0 } . Het is duidelijk dat voor een kwadriek Q ∈ Pn(K) de projectieve
uitbreiding van QH gelijk is aan Q, en dat voor een kwadriek Q

� ∈ K
n het affiene deel t.o.v. H van de

projectieve uitbreiding gelijk is aan Q
�.

Opmerking 1.3.3. Laat Q ∈ P(V ) een kwadriek zijn; dan hangt de vorm van het affiene deel QH i.h.a. af
van de keuze van H. We geven een voorbeeld.

Beschouw de gladde kwadriek Q ∈ P2(R) die t.o.v. de standaard coördinaten (x0 : x1 : x2) gegeven is door de
vergelijking x

2
0 − x

2
1 − x

2
2 = 0 .

1. Voor H met vergelijking x0 = 0 zijn (x1, x2) coördinaten in A = R2 en heeft QH de vergelijking
x

2
1 + x

2
2 = 1 ; dit is een cirkel. Merk op dat Q ∩H = ∅ .

2. Voor H met vergelijking x2 = 0 zijn (x0, x1) coördinaten in A = R2 en heeft QH de vergelijking
x

2
0 − x

2
1 = 1 ; dit is een hyperbool. Merk op dat Q ∩H = {(1 : 1 : 0), (1 : −1 : 0)} uit twee punten bestaat.

3. Beschouw nu H met vergelijking x0 − x2 = 0 . We introduceren nieuwe coördinaten (y0 : y1 : y2) in P2(R)
door y0 := x0 , y1 := x1 , y2 := x0 − x2 wat equivalent is met x0 = y0 , x1 = y1 , x2 = y0 − y2 . T.o.v.
deze coördinaten heeft H de vergelijking y2 = 0 en Q de vergelijking

0 = y
2
0 − y

2
1 − (y0 − y2)2 = 2y0y2 − y

2
1 − y

2
2 ,

(y0, y1) zijn coördinaten in A = R2 , en QH heeft de vergelijking y0 = 1
2y

2
1 + 1

2 ; dit is een parabool.
Merk op dat Q ∩H = {(1 : 0 : 1)} uit één punt bestaat.

1.4 Lineaarsystemen van kwadrieken

Laat V een K-vectorruimte zijn en
Γ : Bs(V ) −→ Q(P(V ))

de afbeelding gegeven door

Bs(V ) � σ �→ Qσ := { p ∈ P(V ) | σ(p, p) = 0 } ∈ Q(P(V )) .

Voor 0 �= λ ∈ K geldt Qσ = Qλσ , dus induceert Γ een afbeelding

Γ̄ : P(Bs(V )) −→ Q(P(V )) .

Definitie 1.4.1. Als H een (k-dimensionale) lineaire deelruimte van P(Bs(V )) is heet Γ̄(H) een (k-dimensionaal)
lineaarsysteem van kwadrieken in P(V ) .

Stel nu dat dim V = n + 1 < ∞ . Na keuze van een basis (b0, b1, . . . , bn) in V is de vectorruimte Bs(V ) isomorf
met de vectorruimte M

s(n + 1, K) ⊂ M((n + 1)× (n + 1), K) van symmetrische (n + 1)× (n + 1)-matrices met
coëfficiënten in K; het isomorfisme is gegeven door (zie Opmerking 1.1.6)

Bs(V ) � σ �→ (σ(bi, bj))i,j=0,...,n ∈ M
s((n + 1)× (n + 1), K) .

12



Merk op dat Ms(n + 1, K) dimensie 1
2 (n + 1)(n + 2) heeft, want Ms(n + 1, K) is isomorph met R 1

2 (n+1)(n+2)

door de coëfficiënten van een symmetrische matrix op en boven de diagonaal als coördinaten te gebruiken.

Lemma 1.4.2. Voor p ∈ P(V ) is Qp := { Q ∈ Q(P(V )) | p ∈ Q } een ( 1
2 (n + 1)n − 2)-dimensionaal line-

aarsysteem.

Bewijs: Na keuze van een basis en bijbehorende coördinaten wordt Q gegeven door een symmetrische matrix

A = (aij) en de vergelijking
n�

i=0
aijxixj = 0 . Dat P op Q ligt betekent

n�
i=0

aijpipj = 0 ; dit is een homogene

lineaire vergelijking in de coördinaten aij voor Ms(n+1, K). Deze vergelijking is niet-triviaal omdat tenminste
één van de p�

is niet 0 is, dus is de dimensie van de oplossingsruimte Mp in Ms(n + 1, K) van deze vergelijking
gelijk aan dim(Ms(n + 1, K))− 1 . Laat Bp de met Mp isomorphe lineaire deelruimte van Bs(V ) zijn, dan geldt
duidelijk Qp = Γ(Bp) en dus is Qp een lineaarsysteem van dimensie

dim(Γ̄(P(Bp)) = dim(Bp)− 1 = dim(Mp)− 1 = dim(Ms(n + 1, K))− 2 =
1
2
(n + 1)(n + 2)− 2 .

1.5 Kegelsneden

Definitie 1.5.1. Een kegelsnede is een kwadriek in een projectief vlak.

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P := P(V ) . Laat q �= 0 een kwadratische vorm in V zijn
met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm σ = σq , en Q := { p ∈ P | q(p) = 0 } de door q gedefinieerde
kegelsnede in P.

Stel eerst K = C . Volgens Propositie 1.1.8 zijn er de volgende drie gevallen.

rg(Q) = 1 : Dan zijn er homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking
x2

0 = 0 . Q is dan de ”dubbeltellende lijn”met vergelijking x0 = 0 .

rg(Q) = 2 : Dan zijn er homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking
x2

0 + x2
1 = (x0 + ix1)(x0 − ix1) = 0 . Q is dan de vereniging van de twee verschillende lijnen met vergelijkingen

x0 + ix1 = 0 en x0 − ix1 = 0 .

rg(Q) = 3 : Dan zijn er homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking
x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 . Q is dan glad en bevat volgens Propositie 1.2.12 géén lijn.

We hebben dus de volgende puur meetkundige characterisatie van de rang van een kegelsnede in P:

Propositie 1.5.2. Voor een kegelsnede Q in een complex projectief vlak P geldt:

1. rg(Q) = 1 ⇔ Q is één lijn;

2. rg(Q) = 2 ⇔ Q bevat twee verschillende lijnen;

3. rg(Q) = 3 ⇔ Q bevat géén lijn.

Stel nu K = R . Na q indien nodig te vervangen door −q (wat dezelfde Q oplevert) zijn er, wederom volgens
Propositie 1.1.8, dan de volgende vijf gevallen.

rg(Q) = 1 : Dan zijn er homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking
x2

0 = 0 . Q is dan weer de ”dubbeltellende lijn”met vergelijking x0 = 0 .

rg(Q) = 2 : Er zijn nu twee mogelijkheden.
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1. Er zijn homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 + x2

1 = 0 . Q
is dan één punt (0 : 0 : 1).

2. Er zijn homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 − x2

1 = 0 . Q
is dan de vereniging van de twee verschillende lijnen met vergelijkingen x0 + x1 = 0 en x0 − x1 = 0 .

rg(Q) = 3 : Ook hier zijn er twee mogelijkheden.

1. Er zijn homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0 .

Dan geldt Q = ∅ .

2. Er zijn homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 .

Q is dan glad en bevat volgens Propositie 1.2.12 géén lijn.

Wederom hebben we een puur meetkundige karakterisering van de verschillende types.

Propositie 1.5.3. Voor een kegelsnede Q in een reëel projectief vlak geldt één van de volgende uitspraken:

1. Q = ∅ ⇔ rg(Q) = 3 en q is positief of negatief definiet .

2. Q is één punt. ⇔ rg(Q) = 2 en q is positief of negatief semidefiniet .

3. Q is één lijn. ⇔ rg(Q) = 1 .

4. Q is de vereniging van twee verschillende lijnen. ⇔ rg(Q) = 2 en q is niet positief of negatief semidefi-
niet.

5. Q bevat meer dan één punt, maar geen lijn. ⇔ rg(Q) = 3 en q is niet positief of negatief definiet .

Beschouw A := R2 ⊂ P := P(R3) via (x0, x1) �→ (x0 : x1 : 1) ; de oneidig verre lijn is dan

L∞ = { (x0 : x1 : x2) ∈ P | x2 = 0 } .

De projectieve uitbreiding Q (zie de vorige paragraaf) van de cirkel x2
0 + x2

1 = 1 is gegeven door de vergelijking

x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 en dus een niet-lege gladde kegelsnede; het is duidelijk dat Q ∩ L∞ = ∅ .

Opgave 1.5.4. Laat zien dat

1. de projectieve uitbreiding Q van de parabool in A met vergelijking x1 = x2
0 een gladde kegelsnede in P is,

en dat L∞ aan Q raakt;

2. de projectieve uitbreiding Q van de hyperbool in A met vergelijking x2
0 − x2

1 = 1 een gladde kegelsnede in
P is, en dat L∞ en Q elkaar in twee verschillende punten snijden.

De volgende propositie (die we hier niet bewijzen) generaliseert het hierboven vermelde (incl. de opgave) en

Opmerking 1.3.3.

Propositie 1.5.5. 1. Laat Q �= ∅ een gladde kegelsnede zijn in het reële projectieve vlak P, L ⊂ P een lijn
en A := P \ L het bij L horende affiene vlak. Dan zijn er drie mogelijkheden.

(a) Er geldt Q ∩ L = ∅ ; in dit geval is Q ∩A = Q \ L een ellips in A.
(b) L raakt aan Q, d.w.z. Q ∩ L is één punt; in dit geval is Q ∩A = Q \ L een parabool in A.
(c) L snijdt Q in twee verschillende punten; dan is Q ∩A = Q \ L een hyperbool in A.

2. Laat Q� een ellips, parabool resp. hyperbool zijn in een reëel affien vlak A. Dan is de projectieve uitbreiding
Q van Q� een niet-lege gladde kegelsnede in het bij A horende projective vlak P = A ∪ L∞ , en er geldt
Q� = Q \ L∞ . Bovendien geldt het volgende.
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(a) Q ∩ L∞ = ∅ indien Q� een ellips is.
(b) L∞ raakt aan Q indien Q� een parabool is.
(c) L∞ snijdt Q in twee verschillende punten indien Q� een hyperbool is.

Samenvattend betekend dit dat een ellips, parabool resp. hyperbool Q� in het affiene vlak A wordt verkregen door
een niet-lege gladde kegelsnede Q in een projectief vlak P te nemen en een geschikte (niet snijdende, rakende
resp. in twee verschillende punten snijdende) oneindig verre lijn L = L∞ ⊂ P te kiezen zodat Q = Q� \ L .

De volgende propositie geldt voor een projectief vlak over R of C.

Propositie 1.5.6. Stel dat voor 1 ≤ m ≤ 5 de punten p1, . . . , pm ∈ P in algemene positie zijn, d.w.z. geen drie
op één lijn. Dan vormen voor 1 ≤ k ≤ m de kegelsneden door p1, . . . , pk een lineaarsysteem van dimensie 5−k.

Bewijs: Laat Qk de verzameling van kegelsneden door p1, . . . , pk zijn.

In paragraaf 1.4 hebben we gezien dat de voorwaarde ”kwadriek Q gaat door punt p” equivalent is met een

lineaire vergelijking voor de 6-dimensionale vectorruimte Bs(V ). De voorwaarde dat Q door k punten gaat

is dus equivalent met k lineaire vergelijkingen, en dus is Qk in ieder geval een lineaarsysteem van een zekere

dimensie dk.

We verkrijgen Qk+1 uit Qk door de ene extra lineaire voorwaarde ”Q gaat door pk+1” op te leggen; dit betekent

óf dk+1 = dk óf dk+1 = dk − 1 ; het laatste geldt d.e.s.d. als Qk+1 � Qk , d.w.z. als er een Q door p1, . . . , pk

is die niet door pk+1 gaat.

Volgens Lemma 1.4.2 is Q1 een lineaarsysteem van dimensie d1 = 4 = 5− 1 .

Er is een lijn L door p1 die niet door p2 gaat, hieruit volgt voor de bijbehorende dubbeltellende lijn Q dat

Q1 � Q �∈ Q2 en dus d2 = d1 − 1 = 4− 1 = 5− 2 = 3 .

De dubbeltellende lijn door p1 en p2 gaat niet door p3 en hoort dus bij Q2 maar niet bij Q3; hieruit volgt

d3 = d2 − 1 = 5− 3 = 2 .

De kegelsnede p1p2 ∪ p1p3 gaat door p1, p2, p3 maar niet door p4, dus geldt d4 = d3 − 1 = 1 = 5− 4 .

De kegelsnede p1p2 ∪ p3p4 gaat door p1, p2, p3, p4 maar niet door p5, dus geldt d5 = d4 − 1 = 0 = 5− 5 .

Gevolg 1.5.7. 1. Door 5 punten in een projectief vlak, waarvan geen drie op één lijn, gaat precies één
kegelsnede, en deze is niet-ontaard.

2. Voor niet ontaarde kegelsneden ∅ �= Q1, Q2 ⊂ P met Q1 ⊂ Q2 geldt Q1 = Q2 .

Bewijs: 1. De kegelsneden door de 5 punten vormen volgens Propositie 1.5.6 een 0-dimensionaal lineaarsysteem,

maar dat is één punt in Q(P). Deze kegelsnede Q is niet-ontaard, want anders bestaat Q uit één of twee lijnen

en dan moeten tenminste drie van de 5 punten op één lijn liggen.

2. Een niet-ontaarde kegelsnede bevat geen lijn, en snijdt een lijn dus in hooguit twee punten. Indien

∅ �= Q1 ⊂ Q2 gaan volgens Opgave 1.5.8 beide door oneindig veel punten waarvan geen drie op één lijn; de

bewering volgt dus uit Propositie 1.5.6.

Opgave 1.5.8. Bewijs dat een niet-ontaarde, niet-lege kegelsnede in een reëel of complex projectief vlak oneindig
veel punten bevat.

Gevolg 1.5.9. Laat p1, p2, p3, p4 ∈ P vier punten zijn waarvan geen drie op één lijn. Laat t.o.v. homogene
coördinaten x = (x0 : x1 : x2) in P de lijn Lij := pi, pj gegeven zijn als nulpuntsverzameling van het homogene
lineaire polynoom fij = fij(x) . Dan zijn de kegelsneden door p1, p2, p3, p4 precies die van de vorm

Q(λ:µ) := { x ∈ P | λf13(x)f24(x) + µf14(x)f23(x) = 0 } , (λ : µ) ∈ P1 .
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Bewijs: De kegelsneden Q(1:0) = L13 ∪ L24 en Q(0:1) = L14 ∪ L23 zijn verschillend omdat geen van de vier

punten op één lijn liggen. Maar beide zijn bevat in het volgens Propositie 1.5.6 1-dimensionale lineaarsysteem

Q4 van alle kegelsneden door p1, p2, p3, p4. Het feit dat dit een lineaarsysteem is impliceert precies de bewering:

Q4 correspondeert lineair met een 2-dimensionale ruimte van symmetrische matrices waarvan de matrices bij

Q(1:0) en Q(0:1) een basis zijn (ze zijn lineair onafhankelijk omdat anders het verschil een factor �= 0 en dus de

bijbehorende kegelsneden gelijk zouden zijn). De matrix resp. vergelijking bij een willekeurige kegelsnede door

de vier punten is dus een lineaire combinatie van de matrices resp. vergelijkingen van Q(1:0) en Q(0:1).

1.5.1 Polariteit en duale kegelsnede

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P := P(V ) . Laat q �= 0 een niet-ontaarde kwadratische

vorm in V zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm σ = σq , en Q := { p ∈ P | q(p) = 0 } de door

q gedefinieerde gladde kegelsnede in P.

Volgens Lemma 1.1.11 definieer1 σ een lineair isomorfisme

dσ : V −→ V ∗ , dσ(v) = σ(v, .) ;

laat

Dσ : P −→ P∗ := P(V ∗)

de door dσ gëınduceerde projectieve transformatie zijn. Volgens Stelling 30 in het eerste deel van het dictaat

(van Hans Finkelnberg) kunnen we P∗ identificeren met de verzameling van lijnen in P; we kunnen Dσ dus

beschouwen als een bijectieve afbeelding

Dσ : {punten p ∈ P} −→ {lijnen L ⊂ P} .

We schrijven

Lσ,p := Dσ(p) , pσ,L := D−1
σ (L) ;

dan geldt

Lσ,p = { q ∈ P | σ(p, q) = 0 } .

Definitie 1.5.10. Lσ,p (resp. pσ,L) heet de poollijn (resp. pool) van p (resp. L) t.o.v. σ.

Opmerking 1.5.11. 1. Voor p ∈ Q is volgens Definitie 1.2.20 Lσ,p = Dσ(p) = TpQ de raaklijn aan Q
in p.

2. Uit Propositie 1.2.27 volgt: een lijn L in P is een raaklijn aan Q d.e.s.d. als L ∩Q precies één punt p is;
in dit geval geldt L = TpQ .

3. Voor p, q ∈ P geldt

p ∈ Lσ,q ⇔ σ(q, p) = 0 ⇔ σ(p, q) = 0 ⇔ q ∈ Lσ,p .

4. Stel p �∈ Q ; dan is Lσ,p volgens 2. geen raaklijn aan Q en zijn er twee mogelijkheden.

(a) Lσ,p ∩ Q bestaat uit twee verschillende punten q, r die beide verschillend zijn van p; dit is altijd het
geval indien K = C .

(b) Lσ,p ∩Q = ∅ ; dit kan in het geval K = R , b.v. als het affiene deel van Q t.o.v. een oneindig verre
lijn L∞ die Q niet snijdt een circel is, en p binnen deze cirkel ligt. Neem als voorbeeld Q ⊂ P3

(R)

met vergelijking x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 , L∞ = { (x0 : x1 : x2) ∈ P3

(R) | x2 = 0 } , p = (0 : 0 : 1) . Dan
geldt Lσ,p = L∞ en dus Lσ,p ∩Q = ∅ .

In het geval (a) geldt wegens 2. en 3.
p = TqQ ∩ TrQ .

5. Stel p �∈ Q , dan zijn er precies twee verschillende of geen lijnen door p die aan Q raken; het laatste kan
alleen als K = R . Immers geldt wegens 3. voor q ∈ Q

p ∈ TqQ = Lσ,q ⇔ q ∈ Lσ,p ∩Q ,

en wegens 2. bestaat Lσ,p ∩Q uit twee of geen punten. In het geval dat er twee verschillende lijnen L, M
door p zijn die in q = L ∩Q resp. r = M ∩Q aan Q raken geldt dus i.h.b. qr = Lσ,p .
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Voorbeeld 1.5.12. Laat Q ⊂ R2 een ellips zijn en R2 � p �∈ Q ; dan kunnen we de poollijn van p t.o.v. Q
als volgt ”construeren”.

Indien p buiten Q ligt, teken de twee raaklijnen uit p aan Q; dan is de poollijn van p t.o.v. Q de verbindingslijn

van de twee bijbehorende raakpunten.

Indien p binnen Q ligt, neem twee verschillende lijnen L1, L2 door p; voor i = 1, 2 snijdt Li dan Q in twee ver-

schillende punten qi, ri. Teken nu de raaklijnen TqiQ, TriQ en stel si := TqiQ ∩ TriQ . Dan is de verbindingslijn

s1s2 de poollijn van p, want volgens Opmerking 1.5.11.3 1.5.11.4 en 1.5.11.5 geldt

p ∈ Li = qiri = Lσ,si , i = 1, 2 ⇔ si ∈ Lσ,p , i = 1, 2 ⇔ Lσ,p = s1s2 .

Propositie 1.5.13. Stel dat p �∈ Q en L een lijn door p is die Q in twee verschillende punten t1, t2 snijdt.

Stel verder dat Lσ,p ∩Q uit twee verschillende punten q, r bestaat. Dan snijdt L de poollijn Lσ,p in één punt

s zodat voor de dubbelverhouding van punten op L geldt (p, s, t1, t2) = −1 .

Bewijs: Wegens p �∈ Q geldt p �∈ Lσ,p ⇒ L �= Lσ,p , dus bestaat L ∩ Lσ,p inderdaad uit één punt s. Vol-
gens Opmerking 1.5.11 geldt p = TqQ ∩ TrQ en Lσ,p = qr . In de volgende paragraaf zullen we zien dat we
coordinaten (x0 : x1 : x2) in P kunnen kiezen zodat

p = (1 : 0 : 0) , q = (0 : 0 : 1) , r = (0 : 1 : 0)

en zodat (1 : 1 : 1) ∈ Q , en dat de vergelijking van Q dan is x2
0 − x1x2 = 0 . De lijn Lσ,p = qr heeft dan de

vergelijking x0 = 0 , dus heeft s coördinaten (0 : s1 : s2). De coördinaten van t1, t2 ∈ L = ps vinden we nu
als oplossingen van

0 = σ(λ(1 : 0 : 0) + µ(0 : s1 : s2), λ(1 : 0 : 0) + µ(0 : s1 : s2)) = λ2 − µ2s1s2 . (∗)

L is geen raaklijn aan Q omdat L ∩Q uit twee verschillende punten bestaat; i.h.b. geldt

pq = Lσ,q = TqQ �= L �= TrQ = Lσ,r = pr ,

en wegens L = ps volgt s �= q, r en dus s1 �= 0 �= s2 . Dan is (∗) equivalent met

λ2

µ2
= s1s2 �= 0 ⇔ (λ : µ) = (±

√
s1s2 : 1) .

Beschouwen we (λ : µ) als homogene coördinaten op L dan geldt

p = (1 : 0) , s = (0 : 1) , t1 = (
√

s1s2 : 1) , t2 = (−
√

s1s2 : 1) ,

waaruit de bewering door een simpele berekening volgt.

Beschouw in R2 met coördinaten (x : y) de standaard parabool Q met vergelijking y = x2 , en een punt
p = (a, b) met a2 > b (d.w.z. dat p onder Q ligt). Het is niet moeilijk na te rekenen dat er precies twee
verschillende punten q, r ∈ Q zijn zodat de verbindingslijn met p aan Q raakt; de lijn qr is dan de poollijn van
p t.o.v. Q. De lijn L door p evenwijdig met de y-as snijdt Q in één punt t1 en qr in één punt s.

Gevolg 1.5.14. t1 is het middelpunt van het lijnstuk ps.

Bewijs: Het oneindig verre punt t2 van L is tevens het oneindig verre punt van Q, dus geldt (p, s, t1, t2) = −1 .
De bewering volgt nu uit een resultaat bewezen in het eerste deel van het college.

Uit de lineariteit van Dσ (en dus van D−1
σ ) en de symmetrie en bilineariteit van σ volgt dat

σ∗ : V ∗ × V ∗ −→ K , σ∗(v∗, u∗) := σ(d−1
σ (v∗), d−1

σ (u∗))

een symmetrische bilineaire vorm in V ∗ is. Omdat σ niet-ontaard en dσ bijectief is volgt dat ook σ∗ niet-ontaard
is en dus een gladde kegelsnede Q∗ in P∗ definieert.

Definitie 1.5.15. Q∗ heet de met Q (t.o.v. σ) duale kegelsnede.

Propositie 1.5.16. Q∗ = Dσ(Q) , d.w.z. dat de punten van Q∗ via de bijectie Dσ corresponderen met de

raaklijnen aan Q.
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Bewijs: Stel dat p∗ ∈ P∗ en v∗ ∈ V ∗ \ {0} zodat p∗ = π∗(v∗) waarbij π∗ : V ∗ \ {0} −→ P∗ de natuurlijke
projectie is. Laat verder π : V \ {0} −→ P de natuurlijke projectie zijn; dan geldt π ◦ d−1

σ = D−1
σ ◦ π∗, en dus

p∗ ∈ Q∗ ⇔ σ∗(v∗, v∗) = 0 ⇔ σ(d−1
σ (v∗), d−1

σ (v∗)) = 0 ⇔ π(d−1
σ (v∗)) ∈ Q

⇔ D−1
σ (π∗(v∗)) ∈ Q ⇔ D−1

σ (p∗) ∈ Q .

1.5.2 Parametervoorstelling en snijpunten van kegelsneden

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn (K = R of C) zijn en P := P(V ) . Laat q een niet-ontaarde
kwadratische vorm in V zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm σ = σq , en Q := { p ∈ P | q(p) = 0 }
de door q gedefinieerde gladde kegelsnede in P. We stellen verder dat Q �= ∅ .

Definitie 1.5.17. Een parametervoorstelling van Q is een afbeelding φ : P1 := P1(K) −→ Q met de volgende
eigenschap. Indien (x0 : x1 : x2) homogene coördinaten in P zijn t.o.v. een basis in V , dan geldt voor alle
(λ : µ) ∈ P1

φ(λ : µ) =
�
a00λµ + a01λ

2 + a02µ
2 : a10λµ + a11λ

2 + a12µ
2 : a20λµ + a21λ

2 + a22µ
2
�

waarbij A = (aij)i,j=0,1,2 een inverteerbare matrix met coëfficiënten in K is.

Propositie 1.5.18. Een parametervoorstelling van Q bestaat en is altijd bijectief.

Bewijs: Kies een basis van V zodat Q in de bijbehorende homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) gegeven is door
de vergelijking 1

x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0 .

Na de coördinatentransformatie

y0 := x0 , y1 := −x1 − x2 , y2 = x1 − x2

heeft Q de vergelijking
y2
0 − y1y2 = 0 . (∗)

Definieer nu t.o.v. deze coördinaten

φ0 : P1 −→ P , (λ : µ) �→ (λµ : λ2 : µ2) ,

dan geldt φ0(P1) ⊂ Q .

Stel φ0(λ : µ) = φ0(λ� : µ�) . Indien λ = 0 (resp. µ = 0) volgt λ� = 0 (resp. µ� = 0 ,) dus (λ : µ) = (0 : 1) = (λ� : µ�)
(resp. (λ : µ) = (1 : 0) = (λ� : µ�) ). Indien λ �= 0 volgt λ� �= 0 ; dan mogen we aannemen dat λ = λ� = 1 . Nu
volgt (µ : 1 : µ2) = (µ� : 1 : (µ�)2) en dus weer (λ : µ) = (λ� : µ�) . Hieruit volgt dat φ0 injectief is.

Stel dat (y0 : y1 : y2) ∈ Q ; wegens (∗) geldt dan y1 �= 0 of y2 �= 0 . In het geval y1 �= 0 volgt uit (∗)
dat y2

0
y2
1

= y2
y1

en dus (y0 : y1 : y2) = (y0
y1

: 1 : y2
y1

) = (y0
y1

: 1 : y2
0

y2
1
) = φ0(1 : y0

y1
) . Het geval y1 �= 0 is geheel

analoog; we concluderen dat φ0 : P1 −→ Q surjectief en dus bijectief is. I.h.b. hebben we aangetoond dat een
parametervoorstelling van Q bestaat.

Laat nu φ en A zijn zoals in Definitie 1.5.17. Dan geldt φ = TA ◦ φ0 , waarbij TA : P −→ P de projectieve
transformatie is met matrix A t.o.v. de homogene coördinaten (x0 : x1 : x2). Omdat φ0 en TA bijectief zijn is
ook φ bijectief.

Opmerking 1.5.19. Laat φ en A zijn zoals in Definitie 1.5.17; dan is φ(P1) = TA ◦ φ0(P1) een gladde
kegelsnede volgens Propositie 1.2.5.

1Dat dit kan volgt in het geval K = R uit Propositie 1.1.8.2. In het geval K = C volgt uit deze Propositie dat Q kan
worden beschreven door de vergelijking x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 , maar indien we x2 dan vervangen door ix2 krijgt de vergelijking ook
de gewensde vorm.
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Voorbeeld 1.5.20. 1. Beschouw t.o.v. homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P(V ) de afbeelding

φ : P1 −→ P , φ(λ : µ) := (λµ− λ2 + µ2 : λµ + λ2 − µ2 : λµ + λ2 + µ2) .

Dan geldt φ = TA ◦ φ0 waarbij

A =




1 −1 1
1 1 −1
1 1 1





Wegens det(A) = 4 �= 0 is A inverteerbaar en Q := φ(P1) een gladde kegelsnede in P.
Vraag: wat is een Q definiërende homogene kwadratische vergelijking?
We weten dat voor (x0 : x1 : x2) ∈ Q geldt




x0

x1

x2



 = A ·




λµ
λ2

µ2



 ,

ofwel

A−1 ·




x0

x1

x2



 =




λµ
λ2

µ2



 .

Uit

A−1 =
1
2




1 1 0

−1 0 1
0 −1 1





volgt

λµ =
1
2
(x0 + x1) , λ2 =

1
2
(−x0 + x2) , µ2 =

1
2
(−x1 + x2)

en dus

0 = (λµ)2 − λ2µ2 =
1
4

�
(x0 + x1)2 − (−x0 + x2)(−x1 + x2)

�
=

1
4

�
x2

0 + x2
1 − x2

2 + x0x1 + x0x2 + x1x2

�
.

Q wordt dus gegeven door de vergelijking

x2
0 + x2

1 − x2
2 + x0x1 + x0x2 + x1x2 = 0 .

2. Beschouw t.o.v. homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) in P(V ) de deelverzameling Q ∈ P(V ) gegeven door
de kwadratische vergelijking

x2
1 + x2

2 − 2x0x2 = 0 . (∗)

De hierbij horende symmetrische bilineaire vorm heeft de inverteerbare matrix

S =




0 0 −1
0 1 0

−1 0 1





dus is Q een gladde kegelsnede.
Vraag: wat is een parametervoorstelling van Q?
Door kwadraatafsplitsen bringen we de vergelijking m.b.v. coördinatentransformaties eerst in de vorm
z2
0 − z2

1 + z2
2 = 0 (dit kan volgens de traagheidswet 1.1.8) en dan met behulp van y0 := z0 , .y1 := z1 + z2 ,

y2 := z1 − z2 in de vorm y2
0 − y1y2 = 0 . In ons geval gaat dat als volgt:

0 = x2
1 +x2

2−2x0x2 = x2
1 +(x2

2−2x0x2 +x2
0)−x2

0 = x2
1−x2

0 +(x2−x0)2 = (x2−x0)2− (x0 +x1)(x0−x1) ,

d.w.z.
y2
0 − y1y2 = 0 (∗∗)

waarbij
y0 := x2 − x0 , y1 := x0 + x1 , y2 := x0 − x1
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ofwel

x0 =
1

2
(y1 + y2) , x1 =

1

2
(y1 − y2) , x2 = y0 +

1

2
(y1 + y2) . (∗ ∗ ∗)

De kegelsnede met vergelijking (∗∗) heeft volgens het bewijs van Propositie 1.5.18 de parametervoorstelling

(y0 : y1 : y2) = (λµ : λ2
: µ2

) ;

substitie via (∗ ∗ ∗) levert voor de kegelsnede met vergelijking (∗) de parametervoorstelling

(x0 : x1 : x2) =

�
1

2
(λ2

+ µ2
) :

1

2
(λ2 − µ2

) : λµ +
1

2
(λ2

+ µ2
)

�
= (λ2

+ µ2
: λ2 − µ2

: 2λµ + λ2
+ µ2

) .

Laat Q ⊂ P een gladde kegelsnede zijn en p0, p1, p2 ∈ Q paarsgewijs verschillende punten; dan liggen deze

niet op één lijn (want anders zou deze lijn in Q bevat en Q dus ontaard zijn.) In paragraaf 1.5.1 hebben we

gezien dat Tp1Q �= Tp2Q en Tpi ∩Q = pi , i = 1, 2 . Hieruit volgt voor p3 := Tp1Q ∩ Tp2Q : p3 �= p0, p1, p2 ,
en geen drie van de vier punten p0, . . . , p3 liggen op één lijn.

Propositie 1.5.21. Laat (x0 : x1 : x2) coördinaten zijn voor P zodat p0 = (1 : 1 : 1) , p1 = (0 : 0 : 1) ,
p2 = (0 : 1 : 0) . Dan zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. p3 = (1 : 0 : 0).

2. Q heeft vergelijking x2
0 − x1x2 = 0 .

Bewijs: p0, p1, p2 ∈ Q geldt d.e.s.d. als Q t.o.v. deze coördinaten gegeven is door een matrix van de vorm

A =




a b c
b 0 d
c d 0





met

a + 2(b + c + d) = 0 . (∗)

De raaklijn Tp1 heeft dan de vergelijking

cx0 + dx1 = (0, 0, 1) · A ·




x0

x1

x2



 = 0 ;

analoog heeft Tp2 de vergelijking

bx0 + dx2 = 0 .

Er geldt p3 = Tp1 ∩ Tp2 = (1 : 0 : 0) d.e.s.d. als b = c = 0 en (wegens (∗)) a + 2d = 0 . Dit betekent dat (op

een factor �= 0 na) geldt

A =




2 0 0

0 0 −1

0 −1 0



 ,

en dit is equivalent met het feit dat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 − x1x2 = 0 .

In het geval K = C (en vaak ook in het geval K = R ) kan een parametervoorstelling van Q kan ook worden

verkregen op de volgende manier. Neem p ∈ Q en laat L ⊂ P een lijn zijn die niet door p gaat. Voor q ∈ L
is er precies één punt p �= φ(q) ∈ pq ∩Q tenzij pq de raaklijn aan Q in p is; in dit geval stellen we φ(q) = p .
De zo verkregen afbeelding

φ : L −→ Q , q �→ φ(q)

is bijectief, en men kan bewijzen dat dit inderdaad een parametervoorstelling is na keuze van coördinaten in L
(waardoor L gëıdentificeerd wordt met P1

) en P, en dat elke parametervoorstelling zo kan worden verkregen.

We zullen het eerste illustreren in het volgende
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Voorbeeld 1.5.22. Beschouw in P2 met homogene coördinaten (x0 : x1 : x2) weer de kegelsnede Q met verge-
lijking x2

1 + x2
2 − 2x0x2 = 0 , (zie Voorbeeld 1.5.20) het punt p = (1 : 1 : 1) ∈ Q en de lijn L met vergelijking

x2 = 0 . Voor een punt q = (λ : µ : 0) ∈ L geldt

pq = { (a + bλ : a + bµ : a) | (a : b) ∈ P1 } ;

de snijpunten van L en Q krijgen we uit de oplossingen (a : b) van de vergelijking

0 = (a + bµ)
2

+ a2 − 2(a + bλ)a = b(2a(µ− λ) + bµ2
) .

De oplossingen hiervan zijn (a : b) = (1 : 0) resp. (a : b) = (µ2
: 2λ− µ) corresponderend met de snijpunten

p resp.
φ(q) = (µ2

+ 2(λ− µ)λ : µ2
+ 2(λ− µ)µ : µ2

) = (−2λµ + 2λ2
+ µ2

: 2λµ− µ2
: µ2

) ;

hiermee is een parametervoorstelling gevonden.

Merk op dat p a priori een snijpunt is en dus (a : b) = (1 : 0) altijd een oplossing van de kwadratische verge-
lijking. Dit betekent dat b altijd als factor afsplitst, en de berekening van het tweede snijpunt φ(q) neerkomt op
het oplossen van een lineaire vergelijking.

Stel nu K = C en laat Q �= Q� ⊂ P een tweede gladde kegelsnede zijn.

Definitie 1.5.23. De multipliciteit van een snijpunt p ∈ Q ∩Q� is gedefinieerd als volgt. Laat x = (x0 : x1 : x2)

homogene coördinaten in P zijn, f(x) = 0 een homogene kwadratische vergelijking voor Q, en

φ(λ : µ) =
�
a00λ

2
+ a01µ

2
+ a02λµ : a10λ

2
+ a11µ

2
+ a12λµ : a20λ

2
+ a21µ

2
+ a22λµ

�

een parametervoorstelling voor Q�. Door de laatste in te vullen in de eerste verkrijgen we de snijpunten als de
oplossingen van een homogene vierdegraads vergelijking in λ en µ; omdat K = C heeft deze de vorm

�

i

(aiλ− biµ)
mi = 0

met (ai : bi) �= (aj : bj) voor i �= j , mi ∈ N>0 en
�
i

mi = 4 . De snijpunten van Q en Q� zijn dan de punten

pi met parameters (b1 : ai) op Q�, en mi heet de multipliciteit van het snijpunt pi.

Hieruit volgt direct

Opmerking 1.5.24. Q ∩Q� bestaat uit minimaal één en maximaal 4 punten.

Men kan bewijzen dat deze multipliciteit goed gedefinieerd is (dus onafhankelijk van de keuze van de coördinaten

in P, de parametervoorstelling voor Q�
, en van de keuze welk van de twee kegelsneden we door een vergelijking

resp. een parametervoorstelling beschrijven. Hierbij kan men gebruik maken van het resultaat van de volgende

opgave.

Opgave 1.5.25. Laat p, q, p1, . . . , p4 zes paarsgewijs verschillende punten op de gladde kegelsnede Q zijn. Bewijs
de volgende gelijkheid van dubbelverhoudingen van lijnen:

(pp1, pp2, pp3, pp4) = (qp1, qp2, qp3, qp4) .

Bovendien kan men de volgende propositie bewijzen.

Propositie 1.5.26. Een snijpunt p ∈ Q ∩Q� heeft multipliciteit m > 1 d.e.s.d. als TpQ = TpQ� .

Dit levert de volgende meetkundige karakterisering.

Gevolg 1.5.27. 1. Q ∩Q� is één punt; dan heeft dit multipliciteit 4.

2. Er zijn twee snijpunten.
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(a) In beide punten hebben Q en Q� dezelfde raaklijn; dan hebben beide snijpunten multipliciteit 2.

(b) Alleen in één van de twee punten hebben Q en Q� dezelfde raaklijn; dan heeft dit snijpunt multipliciteit

3 en het andere multipliciteit 1.

3. Er zijn drie snijpunten. Dan zijn voor precies één hiervan de raaklijnen aan Q en Q� gelijk; dit punt heeft

multipliciteit 2 en de andere twee hebben multipliciteit 1.

4. Er zijn vier snijpunten; dan hebben ze allemaal multipliciteit 1.

Opmerking 1.5.28. Ook in het geval dat Q en/of Q� niet glad is zijn er in de meeste gevallen multipliciteiten

van snijpunten te definiëren zodat het aantal hiervan, geteld met multipliciteiten, altijd 4 is.

1.5.3 De Stelling van Pascal

Laat V een 3-dimensionale K-vectorruimte zijn en P := P(V ) . Laat q �= 0 een niet-ontaarde kwadratische

vorm in V zijn met bijbehorende symmetrische bilineaire vorm σ = σq , en Q := { p ∈ P | q(p) = 0 } de door

q gedefinieerde gladde kegelsnede in P.

Stelling 1.5.29. (Stelling van Pascal) Laat p1, p2, . . . , p6 zes paarsgewijs verschillende punten op Q zijn en

definieer

Lij := pipj , 1 ≤ i, j ≤ 6 , i �= j ,

s1 := L15 ∩ L24 , s2 := L16 ∩ L34 , s3 := L26 ∩ L35 .

Dan liggen s1,s2 en s3 op één lijn.

Bewijs: Kies homogene coördinaten in P. Volgens Gevolg 1.5.9 (en gebruik makend van de daar gëıntroduceerde

notaties) zijn er (λ : µ), (ρ : σ) ∈ P1
zodat Q zowel vergelijking

λf15f26 + µf16f25 = 0

als ook vergelijking

ρf35f24 + σf34f25 = 0

heeft. Na schaling van (λ : µ) kunnen we stellen

λf15f26 + µf16f25 = ρf35f24 + σf34f25 ⇔ λf15f26 − ρf35f24 = f25(σf34 − µf16 .)

De kegelsnede Q�
met vergelijking λf15f26 − ρf35f24 = 0 is dus de vereniging van de twee lijnen L resp. M

met vergelijkingen f25 = 0 resp. σf34 − µf16 = 0 . Wegens f15(s1) = f24(s1) = 0 geldt s1 ∈ Q� , en wegens

f26(s3) = f35(s3) = 0 geldt s3 ∈ Q� , en uiteraard geldt p2, p5 ∈ L . We hebben dus s1, s3, p2, p5 ∈ L ∪M ,
maar volgens de opgave beneden liggen geen drie van deze punten op één lijn. Uit p2, p5 ∈ L volgt nu

s1, s3 ∈ M maar hierop ligt wegens f16(s2) = f34(s2) = 0 ook s2.

Opgave 1.5.30. Laat zien dat s1, s3, p2, p5 in de Stelling van Pascal niet op één lijn liggen.

Stel dat van de 6 punten op Q twee samenvallen wier verbindinglijn voorkomt, b.v. dat p1 = p5 . Dan is de

conclusie nog steeds juist indien we p1p5 vervangen door de raaklijn aan Q in p1. Het bewijs hiervan is geheel

analoog aan het bewijs hierboven, alleen gebruikt men naast Gevolg 1.5.9 ook het resultaat van de volgende

opgave.

Opgave 1.5.31. Laat p1, p2, p3 ∈ Q paarsgewijs verschillende punten zijn en L een lijn door p1. Bewijs dat

de kegelsneden door de drie punten die ook nog in p1 aan Q raken een 1-dimensionaal linearsysteem vormen.

Concludeer dat deze kegelsneden precies die zijn met een vergelijking van de vorm

λf(x)f23(x) + µf12(x)f13(x) = 0 , (λ : µ) ∈ P1 ,

waarbij f(x) = 0 een vergelijking voor L is.
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Op een soortgelijke manier kan men een met Pascal correspondrerende stelling ook bewijzen indien meer pare

van punten samenvallen; b.v. levert het geval p1 = p5 én p2 = p6 én p3 = p4 de volgende uitspraak.

Stelling 1.5.32. Laat p1, p2, p3 ∈ Q drie paarsgewijs verschillende punten zijn en Li de raaklijn aan Q in pi,
i = 1, 2, 3 . Dan liggen de drie punten

L1 ∩ p2p3 , L2 ∩ p1p3 , L3 ∩ p1p2

op één lijn.

M.a.w.: Als een driehoek ∆ is ingeschreven in Q, dan liggen de drie punten, verkregen door voor elk hoekpunt
van ∆ de raaklijn aan Q in dit punt te snijden met de overliggende zijde van ∆, op één lijn.

In paragraaf 1.5.1 hebben we gezien dat de raaklijnen aan Q corresponderen met de punten op de duale

kegelsnede Q∗ en omgekeerd. Net als Pappos en Desargues heeft Pascal dus de volgende duale versie.

Stelling 1.5.33. (Duale Stelling van Pascal, Stelling van Brianchon) Laat L1, L2, . . . , L6 zes paarsgewijs ver-
schillende raaklijnen aan Q zijn en definieer

pij := Li ∩ Lj , 1 ≤ i, j ≤ 6 , i �= j ,

S1 := p15p24 , S2 := p16p34 , S3 := p26p35 .

Dan gaan S1,S2 en S3 door één punt.

En de duale versie van Stelling 1.5.32 is als volgt.

Stelling 1.5.34. (duaal met Stelling 1.5.32) Laat L1, L2, L3 drie paarsgewijs verschillende raaklijnen aan Q
zijn en pi = Li ∩Q, i = 1, 2, 3 . Dan gaan de drie lijnen

p1(L2 ∩ L3) , p2(L1 ∩ L3) , p3(L1 ∩ L2)

door één punt.

M.a.w.: Als een driehoek ∆ is omgeschreven om Q, dan gaan de drie lijnen, verkregen door voor elke zijde van
∆ het raakpunt van deze zijde aan Q te verbinden met het overliggende hoekpunt van ∆, op één lijn.

Opmerking 1.5.35. In het geval dat Q niet glad is maar de vereniging van twee verschillende lijnen L en M ,
dat p1, p2, p3 ∈ L , p4, p5, p6 ∈ M en dat p1, . . . , p6 verschillend zijn van het snijpunt van L en M , gaat de
Stelling van Pascal over in de Stelling van Pappos.

1.6 Kwadratische oppervlakken in de 3-dimensionale projectieve ruimte

Laat V een 4-dimensionale K-vectorruimte zijn en Q ⊂ P := P(V ) een kwadriek met rang r ≥ 1 . Indien r = 1

kunnen we coördinaten (x0, . . . , x3) kiezen zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 = 0 , d.w.z. Q is een

dubbeltellend vlak.

Indien r = 2 en K = C kunnen we coördinaten (x0, . . . , x3) kiezen zodat Q gegeven is door de vergelij-

king x2
0 + x2

1 = (x0 + ix1)(x0 − ix1) = 0 , d.w.z. Q is de vereniging van de twee verschillende vlakken met de

vergelijkingen x0 ± ix1.

Indien r = 2 en K = R zijn er twee gevallen. In het eerste geval kunnen we coördinaten (x0, . . . , x3) kiezen

zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 − x2

1 = (x0 + x1)(x0 − x1) = 0 , d.w.z. Q is de vereniging van de twee

verschillende vlakken met de vergelijkingen x0 ± x1. In het tweede geval kunnen we coördinaten (x0, . . . , x3)

kiezen zodat Q gegeven is door de vergelijking x2
0 + x2

1 = 0 , d.w.z. Q is een projectieve lijn met homogene

coördinaten (x2 : x3).

De gevallen r = 3 en 4 behandelen in de volgende twee paragrafen.
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1.6.1 Kegels

Stel r = 3 .

In het geval K = C is volgens Propositie 1.2.18 Q dan een kegel, d.w.z. er is een uniek punt p0 ∈ P , een vlak

p0 �� H ⊂ P en een gladde kegelsnede Q
� ⊂ H zodat Q de kegel is over Q

�
met top p0, i.e.

Q =

�

p∈Q�

p0p.

Stel H �= H
� ⊂ P een ander vlak is. Indien p0 �∈ H

�
is H

� ∩Q een gladde kegelsnede in H
�
, indien p0 ∈ H

�

is H
� ∩Q ontaard, dus een of twee lijnen op Q door p0.

Merk op dat er geen lijn L = p1p2 ⊂ Q is met p0 �∈ L : was dat toch het geval dan zou gelden σ(pi, pj) = 0 ,

i, j = 0, 1, 2 , en dus zou het vlak opgespannen door p0 en L in Q bevat zijn wat niet kan.

In het geval K = R is Q t.o.v. geschikte coördinaten (x0 : x1 : x2 : x3) gegeven door de vergelijking

x
2
0 + x

2
1 ± x

2
2 = 0 . In het geval ” + ” is Q één punt (0 : 0 : 0 : 1), in het geval −” is Q een kegel met top

p = (0 : 0 : 0 : 1) , en met alle eigenschappen zoals in het complexe geval. Het enige verschil is dat er vlakken

H door p zijn met H ∩Q = {p} .

1.6.2 Gladde kwadrieken

Stel r = 4 . Ter voorbereiding twee resultaten die in het reële en complexe geval geldig zijn.

Laat L1, L2, L3 ⊂ P drie kruisende lijnen zijn.

Lemma 1.6.1. Voor p ∈ L1 is er precies één lijn door p die L2 en L3 snijdt. I.h.b. zijn er lijnen door p die
L2 snijden maar L3 niet.

Bewijs: Het vlak V opgespannen door p en L3 bevat L2 niet, want anders zouden L2 en L3 elkaar snijden.

Hieruit volgt dat V ∩ L2 = {q} één punt is, en dat de lijn pq de unieke lijn door p is die L2 en L3 snijdt.

Opgave 1.6.2. Laat zien dat er coördinaten x = (x0 : x1 : x2 : x3) in P zijn zodat

L1 = { x ∈ P | x0 = x2 = 0 } , L2 = { x ∈ P | x1 = x3 = 0 } , L3 = { x ∈ P | x0 − x1 = x2 − x3 = 0 } .

Stel nu K = C . Voor p ∈ Q is TpQ ∩Q volgens Propositie 1.2.21 een kegelsnede met rang 2 in het vlak TpQ

en bestaat uit twee verschillende lijnen door p. Volgens Propositie 1.2.27 geldt voor een lijn L ⊂ Q door p dat

L ⊂ TpQ ; hiermee volgt

Propositie 1.6.3. Door elk punt p ∈ Q zijn er precies twee verschillende lijnen L
1
p, L

2
p door p met L

1
p, L

2
p ⊂ Q ;

er geldt L
1
p ∪ L

2
p = TpQ ∩Q .

Volgens Gevolg 1.1.9 zijn er coördinaten x = (x0 : x1 : x2 : x3) in P zodat Q gegeven is door de vergelijking

x0x3 − x1x2 = 0 .Beschouw nu de afbeelding

φ : P1 × P1 −→ P , ((λ0 : λ1), (µ0 : µ1)) �→ (λ0µ0 : λ0µ1 : λ1µ0 : λ1µ1) ;

het is makkelijk te zien dat φ goed gedefinieerd is met φ(P1 × P1
) ⊂ Q .

Propositie 1.6.4. φ : P1 × P1 −→ Q is bijectief.

Bewijs:
2

Stel dat φ((λ0 : λ1), (µ0 : µ1)) = φ((λ
�
0 : λ

�
1), (µ

�
0 : µ

�
1)) .

2in paragraaf 1.6.4 zullen we een meer structureel bewijs hiervan geven.
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Injectiviteit: Indien λ0 = 0 volgt wegens (µ0, µ1) �= (0, 0) dat λ�
0 = 0 en mogen we stellen λ1 = λ�

1 = 1 ,
hetgeen impliceert (µ0 : µ1) = (µ�

0 : µ�
1) . In het geval λ0 �= 0 kunnen we aannemen dat λ0 = λ�

0 = 1 , waaruit
volgt (µ0 : µ1) = (µ�

0 : µ�
1) . Dit impliceert (λ1µ0 : λ1µ1) = (λ�

1µ0 : λ�
1µ1) en dus λ1 = λ�

1 .

Surjectiviteit: Stel x = (x0 : x1 : x2 : x3) ∈ Q . Indien x0 = 0 volgt x1 = 0 of x2 = 0 . In het eerste geval
geldt

x = (0 : 0 : x2 : x3) = φ((0 : 1)(x2 : x3)) ,

in het tweede
x = (0 : x1 : 0 : x3) = φ((x1 : x3)(0 : 1)) .

Indien x0 �= 0 mogen we stellen x0 = 1 en dus x3 = x1x2 . Nu geldt

x = (1 : x1 : x2 : x3) = φ((1 : x2)(1 : x1)) .

Merk op dat voor (a : b) ∈ P1

L1
(a:b) := φ({(a : b)}× P1) = { (aλ : aµ : bλ : bµ) | (λ : µ) ∈ P1 }

= { λ(a : 0 : b : 0) + µ(0 : a : 0 : b) | (λ : µ) ∈ P1 } ,

een lijn is in P die in Q bevat is. Net zo is

L2
(a:b) := φ(P1 × {(a : b)}) = { (aλ : bλ : aµ : bµ) | (λ : µ) ∈ P1 }

= { λ(a : b : 0 : 0) + µ(0 : 0 : a : b) | (λ : µ) ∈ P1 } ,

en lijn in P die in Q bevat is. Wegens de bijectiviteit van φ en Propositie 1.6.3 volgt

Propositie 1.6.5. 1. Voor

L1 := { L1
(a:b) | a : b) ∈ P1 } , L2 := { L2

(a:b) | a : b) ∈ P1 } ,

geldt

Q =
�

(a:b)∈P1

L1
(a:b) =

�

L∈L1

L =
�

(a:b)∈P1

L2
(a:b) =

�

L∈L2

L .

L1
en L2

heten de twee regelsystemen op Q.

2.

L, L� ∈ L1 of L, L� ∈ L2 ⇒ L ∩ L� = ∅ ; L ∈ L1 en L� ∈ L2 ⇒ L ∩ L� = een punt.

3. .Voor p ∈ Q is er één lijn in L1
en één lijn in L2

door p.

Uit Propositie 1.6.5 en Propositie 1.6.3 volgt nu

Propositie 1.6.6. 1. Laat L1, L2, L3 ⊂ P3
drie kruisende lijnen zijn.

(a) Er is precies één gladde kwadriek Q in P3
die deze drie lijnen bevat, en ze behoren bij één regelsysteem

L1
op Q.

(b) Het tweede regelsysteem L2
op Q bestaat uit precies die lijnen die zowel L1 als ook L2 als ook L3

snijden.

2. Laat Q ⊂ P3
een gladde kwadriek zijn met regelsystemen L1,L2

. Dan geldt

L2 = { L ⊂ P3 lijn | ∀ M ∈ L1 : L ∩M �= ∅ }

en

L1 = { M ⊂ P3 lijn | ∀ L ∈ L2 : L ∩M �= ∅ } .
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Bewijs: 1. Volgens Opgave 1.6.2 zijn er coördinaten zodat de drie lijnen bevat zijn in de kwadriek Q met

vergelijking x0x3 − x1x2 = 0 . De drie lijnen zijn wegens Propositie 1.6.5 bevat in één regelsysteem van Q, zeg

L1, en dan geldt wegens Lemma 1.6.1 en Propositie 1.6.5

Q =

�

L∈L2

L = { L ⊂ P lijn | L ∩ Li �= ∅ , i = 1, 2, 3 } ;

hieruit volgt dat Q door de drie lijnen is vastgelegd. Dit bewijst (a); deel (b) volgt weer uit Lemma 1.6.1 en

Propositie 1.6.5.

2. Wegens de bijectiviteit van φ bevat Q drie kruisende lijnen in elk regelsysteem; de bewering volgt dus weer

uit Lemma 1.6.1 en Propositie 1.6.5.

Stel nu K = R ; dan zijn er drie mogelijkheden.

Indien x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 de vergelijking voor de normaalvorm van Q is geldt Q = ∅ .

Indien x2
0 + x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 de vergelijking voor de normaalvorm van Q is snijdt Q het vlak met vergelijking

x3 − 0 niet; i.h.b. bevat Q geen lijn. Maar het is makkelijk te zien dat P door Q wordt opgespand; i.h.b.

bestaat Q uit meer dan één punt. Voor elk punt p ∈ Q geldt TpQ ∩Q = {p} , want anders zou er een punt

q �= p zijn met σ(p, q) = 0 , wat samen met σ(p, p) = σ(q, q) = 0 zou impliceren pq ⊂ Q wat niet kan.

Indien x2
0 + x2

1 − x2
2 − x2

3 = 0 de vergelijking voor de normaalvorm van Q is zijn er ook coördinaten y in P
zodat y0y3 − y1y2 = 0 de vergelijking van Q is (dit volgt uit het resultaat van Opgave 1.1.10). In dit geval

heeft Q alle eigenschappen zoals in de vorige paragraaf beschreven voor een gladde kwadriek in het complexe

geval, i.h.b. zijn er de twee regelsystemen, snijdt elke raakruimte in de twee regels door het raakpunt etc.

1.6.3 Algebräısche en meetkundige klassifikatie

We zeggen dat twee kwadrieken in de 3-dimensionale projectieve ruimte tot dezelfde algebräısche klasse behoren

als zij dezelfde normaalvorm hebben. Uit de discussie in de paragrafen hierboven volgt echter dat deze klassen

eenduidig kunnen worden beschreven via meetkundige eigenschappen, waarbij i.h.b. de lijnen op zo’n kwadriek

een belangrijke rol spelen. Voor het geval K = C vatten we dit samen in de volgende eerste tabel.

rang vergel. normaalvorm type meetkundige eigenschappen

1 x2
0 = 0 dubbeltellend vlak bevat meer dan 1 lijn; geen kruisende lijnen;

niet alle lijnen door 1 punt

2 x2
0 + x2

1 = 0 twee verschillende vlakken bevat 2 maar geen 3 kruisende lijnen

3 x2
0 + x2

1 + x2
3 = 0 kegel bevat meer dan 1 lijn; alle lijnen door 1 punt

4 x2
0 + x2

1 + x2
3 + x2

3 = 0 gladde kwadriek bevat 3 kruisende lijnen
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Analoog hebben we in het geval K = R de volgende tweede tabel.

rang vergel. normaalvorm type meetkundige eigenschappen

1 x
2
0 = 0 dubbeltellend vlak bevat meer dan 1 lijn; geen kruisende lijnen;

niet alle lijnen door 1 punt

2 x
2
0 + x

2
1 = 0 1 lijn 1 lijn

2 x
2
0 − x

2
1 = 0 twee verschillende vlakken bevat 2 maar geen 3 kruisende lijnen

3 x
2
0 + x

2
1 + x

2
3 = 0 1 punt 1 punt

3 x
2
0 + x

2
1 − x

2
3 = 0 kegel bevat meer dan 1 lijn; alle lijnen door 1 punt

4 x
2
0 + x

2
1 + x

2
3 + x

2
3 = 0 ∅ ∅

4 x
2
0 + x

2
1 + x

2
3 − x

2
3 = 0 gladde kwadriek meer dan 1 punt; bevat geen lijn

4 x
2
0 + x

2
1 − x

2
3 − x

2
3 = 0 gladde kwadriek bevat 3 kruisende lijnen

1.6.4 De Segre inbedding

Laat U, V eindigdimensionale K-vectorruimten zijn.

Lemma 1.6.7. Er is een natuurlijk isomorfisme

H : U
∗ ⊗ V −→ Hom(U, V ) = { f : U −→ V | f K−lineair }

zodat
∀ u

∗
, u ∈ U

∗
, v ∈ V : H(u

∗ ⊗ v)(u) = u
∗
(u) · v . (∗)

Bewijs: De afbeelding

h : U
∗ × V −→ Hom(U, V ) , ∀ u

∗
, u ∈ U

∗
, v ∈ V : h(u

∗
, v)(u) = u

∗
(u) · v

is bilineair en induceert volgens de universele eigernschap van het tensorproduct een lineaire afbeelding H met

eigenschap (∗). We moeten nog bewijzen dat H bijectief is; wegens

dim(U
∗ ⊗ V ) = dim Hom(U, V ) = (dim U) · (dim V )

is het voldoende te bewijzen dat H surjectief is.

Laat (u0, . . . , un) resp. (v0, . . . , vm) een basis zijn van U resp. V , en (u
∗
0, . . . , u

∗
n) de duale basis van U

∗
. We

identificeren Hom(U, V ) m.b.v. deze bases als vectorruimte met de ruimte M van (n + 1) × (m + 1)-matrices.

Er geldt

H(u
∗
i ⊗ vj)(uk) = u

∗
i (uk) · vj = δik · vj ;

de bij H(u
∗
i⊗vj) horende matrix Mi,j heeft dus een 1 op de plaats (i, j) en bestaat verder uit nullen. Surjectiviteit

van H volgt nu omdat H lineair, en de bij de basis { Mi,j | 0 ≤ i ≤ n , 0 ≤ j ≤ m } van M corrsponderende

basis van Hom(U, V ) in het beeld van H bevat is.

De natuurlijke afbeelding

t : V
∗ × V −→ K , (v

∗
, v) �→ v

∗
(v) ,

is bilineair; er is dus een unieke lineaire afbeelding

T : V
∗ ⊗ V −→ K

zodat

∀ v
∗ ∈ V

∗
, v ∈ V : T (v

∗ ⊗ v) = v
∗
(v) .
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Definitie 1.6.8. De natuurlijke lineaire afbeelding

tr := T ◦H
−1 : Hom(V, V ) �→ K

heet spoor(afbeelding).

Opgave 1.6.9. 1. Laat zien dat deze definitie van het spoor overeenkomt met de in de lineaire algebra

gëıntroduceerde: indien α : V −→ V een lineaire afbeelding is, B een basis van V en (aij)i,j=1,...,n de

matrix van α t.o.v. B, dan geldt tr(α) =
n�

i=1
aii .

2. Laat W een derde eindigdimensionale vectorruimte zijn. De bilineaire compositieafbeelding

Hom(U, V )×Hom(V,W ) −→ Hom(U, W ) , (α,β) �→ β ◦ α ,

induceert een lineaire afbeelding

Hom(U, V )⊗Hom(V,W ) −→ Hom(U, W )

Laat zien dat deze kan worden beschouwd (via de universele eigenschap van het tensorproduct) als gëınduceerd

door een unieke multilineaire afbeelding

U
∗ × V × V

∗ ×W −→ U
∗ ⊗W

met de eigenschap

∀ u
∗ ∈ U

∗
, v ∈ V , v

∗ ∈ V
∗

w ∈ W : (u∗, v, v
∗
, w) �→ v

∗(v) · u∗ ⊗ w

De natuurlijke afbeelding
U × V −→ U ⊗ V , (u, v) �→ u⊗ v

is bilineair en induceert daarom een afbeelding

SegU,V : P(U)× P(V ) −→ P(U ⊗ V ) .

Propositie 1.6.10. SegU,V is injectief.

Bewijs: Stel dat 0 �= u, u
� ∈ U , 0 �= v, v

� ∈ V , λ �= 0 ∈ K zijn met u⊗ v = λ(u� ⊗ v
�) ; we moeten laten zien

dat er dan 0 �= µ, ν ∈ K zijn met u = µu
�
, v = νv

�
.

Laat φ : U −→ U
∗ een lineair isomorphisme zijn (b.v. gëınduceerd door een niet-ontaarde bilinieaire vorm).

Dan is ook
ψ := H ◦ (φ⊗ idV ) : U ⊗ V −→ U

∗ ⊗ V −→ Hom(U, V )

een isomorfisme. Uit u⊗ v = λ(u� ⊗ v
�) volgt voor α := H(φ(u)⊗ v) ∈ Hom(U, V ) , α

� := H(φ(u�)⊗ v
�) dat

α = λα
�
. Omdat alle ingrediënten �= 0 zijn volgt

K · v = im(α) = im(α�) = K · v� ⇔ ∃ 0 �= ν ∈ K : v = νv
�
,

en ook

ker(φ(u)) = ker(α) = ker(α�) = ker(φ(u�)) ⇔ ∃ 0 �= µ ∈ K : φ(u) = µφ(u�) ⇔ ∃ 0 �= µ ∈ K : u = µu
�
.

Definitie 1.6.11. SegU,V heet Segre inbedding.

Opmerking 1.6.12. Het is duidelijk dat t.o.v. bases (u0, . . . , un) van U , (v0, . . . , vm) van V van V en (u0 ⊗
v0, u0 ⊗ v1, . . . , u0 ⊗ vm, u1 ⊗ v0, . . . , un ⊗ vm) van U ⊗ V en de bijbehorende homogene coordinaten SegU,V

gegeven is door

([x0 : . . . : xn], [y0 : . . . : ym]) �→ [x0y0 : x0y1 : . . . : x0ym : x1y0 : . . . : xnym]
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Stel voor de rest van deze paragraaf dat dim V = 2 .

Lemma 1.6.13. Er is een isomorfisme d : V −→ V
∗, natuurlijk op een factor �= 0 na.

Bewijs: Wegens dim V = 2 is Λ2
V (zie Paragraaf 2.1) 1-dimensionaal, dus is er een (op een factor �= 0 na)

natuurlijk isomorfisme
λ : Λ2

V −→ K .

De afbeelding
d : V −→ V

∗
, ∀ v, u ∈ V : d(v)(u) := v ∧ u ∈ Λ2

V
λ−→ K

is duidelijk lineair, maar ook injectief: indien v �= 0 is er een u ∈ V zodat (u, v) een basis van V is en dus
d(v)(u) �= 0 , en dus ook d(v) �= 0 . Omdat dim V = dimV

∗ is d een isomorfisme.

Het isomorfisme d induceert een isomorfisme

D := d⊗ idV : V
⊗2 = V ⊗ V −→ V

∗ ⊗ V .

Compositie met het isomorfisme
H : V

∗ ⊗ V −→ Hom(V, V )

(zie Lemma 1.6.7) levert het isomorfisme

S := H ◦D : V
⊗2 −→ Hom(V, V )

zodat
∀ u, v, w ∈ V : S(u⊗ v)(w) = λ(u ∧ w) · v .

Merk op dat ook S natuurlijk is op een factor �= 0 na.

Propositie 1.6.14. De determinant det : Hom(V, V ) −→ K is een niet-ontaarde kwadratische vorm.

Bewijs: De spoorafbeelding tr : Hom(V, V ) −→ K is lineair, dus is

σ : Hom(V, V )×Hom(V, V ) −→ K , σ(α,β) :=
1
2
(tr(α)tr(β)− tr(α ◦ β))

bilineair. Merk op dat σ symmetrisch is wegens tr(α ◦ β) = tr(β ◦ α) . Het is makkelijk na te rekenen (m.b.v.
een basis van V en de bijbehorende matrices) dat σ(α,α) = det(α) ; det is dus de bij σ horende kwadratische
vorm.
Kies en basis van V ; dit induceert een lineair isomorfisme tussen Hom(V, V ) en de ruimte M(2 × 2, K) van
(2× 2)-matrices. Ten opzichte van de basis

�
1 0
0 0

�
,

�
0 1
0 0

�
,

�
0 0
1 0

�
,

�
0 0
0 1

�

van Hom(V, V ) ∼= M(2× 2, K) is de bij σ horende matrix

1
2





0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0



 .

Deze is inverteerbaar, dus is σ en daarmee ook det niet-ontaard.

Het isomorfisme S : V
⊗2 −→ Hom(V, V ) is uniek op een factor �= 0 na en induceert een unieke projectieve

transformatie
s : P(V ⊗2) −→ P(Hom(V, V )) .

Beschouw nu
Seg := SegV,V : P(V )× P(V ) −→ P(V ⊗2) .

Opgave 1.6.15. Bewijs: na identificatie van P(V ⊗2) en P(Hom(V, V )) via s, is het beeld van Seg de gladde
kwadriek gedefinieerd door de niet-ontaarde kwadratische vorm det in Hom(V, V ).
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2 Grassmann-variëteiten

2.1 Uitwendige machten

Laat V een vectorruimte over het lichaam K zijn en k ∈ N .

Definitie 2.1.1. De vrije K-vectorruimte met basis V k := V × V × . . .× V (k factoren) is de verzameling

Lk(V ) := { f : V k −→ K | �{ (v1, . . . , vk) ∈ V k | f(v1, . . . , vk) �= 0 } <∞ }

waarbij �A het aantal elementen in de verzameling A is. De vectorruimtestruktuur in Lk(V ) is gegeven door

(λ · f + µ · g)(v1, . . . , vk) := λ · f(v1, . . . , vk) + µ · g(v1, . . . , vk) .

Opmerking 2.1.2. We identificeren (v1, . . . , vk) met de f die (v1, . . . , vk) naar 1 afbeeldt en elk ander element

van V k naar 0; dan kunnen we elke vector in Lk(V ) op een unieke manier schrijven als een eindige lineaire

combinatie �

i1,...,ik

λi1...ik(vi1 , . . . , vik) , λi1...ik ∈ K , (vi1 , . . . , vik) ∈ V k ,

en dus V k identificeren met een basis (en i.h.b. een deelverzameling) van Lk(V ).

Laat W k(V ) de lineaire deelruimte zijn van Lk(V ) voortgebracht door alle vectoren van de vorm

(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) + (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk) , 1 ≤ i < j ≤ k , v1, . . . , vk ∈ V

of

(v1, . . . , vi + v�
i, . . . , vk)− (v1, . . . , vi, . . . , vk)− (v1, . . . , v

�
i, . . . , vk) , 1 ≤ i ≤ k , v1, . . . , vi, v

�
i, . . . , vk ∈ V .

of
(v1, . . . ,λvi, . . . , vk)− λ(v1, . . . , vi, . . . , vk) , 1 ≤ i ≤ k ,λ ∈ K , v1, . . . , vi, . . . , vk ∈ V .

Definitie 2.1.3. De k-de uitwendige macht van V is het quotient

ΛkV := Lk(V )�
W k(V )

met natuurlijke projectie

πk
V : Lk(V ) −→ ΛkV .

Voor (v1, . . . , vk) ∈ V k ⊂ Lk(V ) definiëren we

v1 ∧ . . . ∧ vk := πk
V (v1, . . . , vk) ∈ ΛkV .

Propositie 2.1.4. 1. ΛkV wordt voortgebracht door πk
V (V k) wanneer we V k beschouwen als deelverzameling

van Lk(V ) (zie Opmerking 2.1.2).

2. πk
V |V k : V k −→ ΛkV is alternerend, d.w.z.

πk
V (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −πk

V (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk) , 1 ≤ i < j ≤ k , v1, . . . , vk ∈ V ,

en k-lineair, d.w.z.

πk
V (v1, . . . , vi + v�

i, . . . , vk) = πk
V (v1, . . . , vi, . . . , vk) + πk

V (v1, . . . , v
�
i, . . . , vk) ,

1 ≤ i ≤ k , v1, . . . , vi, v
�
i, . . . , vk ∈ V

en

πk
V (v1, . . . ,λvi, . . . , vk) = λπk

V (v1, . . . , vi, . . . , vk) , 1 ≤ i ≤ k , λ ∈ K , v1, . . . , vi, . . . , vk ∈ V .

30



Bewijs: πk
V is lineair, dus geldt 1. omdat V k een basis van Lk(V ) is, en 2. omdat πk

V (W k(V )) = {0} .

Hieruit volgt direct

Gevolg 2.1.5. De elementen van ΛkV zijn eindige sommen van de vorm
�

i1,i2,...,ik

ai1i2...ik · vi1 ∧ vi2 ∧ . . . ∧ vik , ai1i2...ik ∈ K , vi1 , vi2 , . . . , vik ∈ V .

Er gelden de volgende rekenregels.

1.
v1 ∧ . . . ∧ (λ · vi + µ · v�

i) ∧ . . . ∧ vk = λ · v1 ∧ . . . ∧ vi ∧ . . . ∧ vk + µ · v1 ∧ . . . ∧ v�
i ∧ . . . ∧ vk ,

voor alle v1, . . . , vi, v�
i, . . . , vk ∈ V , λ, µ ∈ K , 1 ≤ i ≤ k (het ∧-produkt is multilineair).

2.
v1 ∧ . . . ∧ vi ∧ . . . ∧ vj ∧ . . . ∧ vk = −v1 ∧ . . . ∧ vj ∧ . . . ∧ vi ∧ . . . ∧ vk

voor alle v1, . . . , vk ∈ V , 1 ≤ i < j ≤ k (het ∧-produkt is alternerend).

Voor n ∈ N laat Sn de groep van permutaties zijn van {1, 2, . . . , n}. Dan is 2. equivalent met

vσ(1) ∧ . . . ∧ vσ(k) = sign(σ) · v1 ∧ . . . ∧ vk

voor alle σ ∈ Sk , en (samen met de 1.) ook met

v1 ∧ . . . ∧ vk = 0 als vi = vj voor zekere i < j .

We hebben een natuurlijke afbeelding

νk : V × V × . . .× V� �� � −→ ΛkV , νk(v1, v2, . . . , vk) := v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk .

k times

met de volgende eigenschappen.

i) Het beeld van νk brengt ΛkV voort volgens Propositie 2.1.4.

ii) νk is k-lineair, d.w.z. lineair in elk van zijn argumenten (volgens de eerste rekenregel).

iii) νk is alternerend, d.w.z. er geldt νk(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −νk(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk) voor i < j ,
(volgens de tweede rekenregel).

Stelling 2.1.6. Voor iedere vectorruimte W en k-lineaire alternerende afbeelding µ : V k −→ W is er een
unieke lineaire afbeelding m : ΛkV −→ W zodat µ = m ◦ νk , d.w.z.

∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k : µ(v1, . . . , vk) = m(v1 ∧ . . . ∧ vk) .

Dit noemt men de Universele Eigenschap van de uitwendige macht.

Bewijs: Omdat V k een basis van Lk(V ) is induceert µ een unieke lineaire afbeelding

µ̃ : Lk(V ) −→ W

zodat
∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k : µ̃(v1, . . . , vk) = µ(v1, . . . , vk) .

Omdat µ k-lineair en alternerend is geldt W k(V ) ⊂ ker µ̃ . De homomorfiestelling uit de (lineaire) algebra zegt
nu dat er een unieke lineaire afbeelding

m : ΛkV = Lk(V )�
W k(V ) −→ W
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bestaat met

µ̃ = m ◦ πk
V .

I.h.b. geldt

∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k
: µ(v1, . . . , vk) = µ̃(v1, . . . , vk) = (m ◦ πk

V )(v1, . . . , vk) = m(v1 ∧ . . . ∧ vk)

= (m ◦ νk
)(v1, . . . , vk)

en dus µ = m ◦ νk ; dit bewijst de existentie van m.

Indien m� nog een afbeelding is met de gewensde eigenschappen dan geldt

∀ v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λ
kV : m�

(v1 ∧ . . . ∧ vk) = (m� ◦ νk
)(v1, . . . , vk) = µ(v1, . . . , vk) = (m ◦ νk

)(v1, . . . , vk)

= m(v1 ∧ . . . ∧ vk) .

m en m� komen dus overeen op een stelsel voortbrengers van ΛkV , en zijn derhalve gelijk omdat beide lineair

zijn. Dit bewijst dat m uniek is.

De k-de uitwendige macht van V is door de eigenschappen i), ii), iii) en de universele eigenschap op natuurlijke

isomorfie na uniek bepaald in de volgende zin.

Stelling 2.1.7. Laat X een K-vectorruimte zijn met de volgende eigenschappen.

1. Er is een k-lineaire alternerende afbeelding

χ : V k −→ X .

2. Voor iedere vectorruimte W en k-lineaire alternerende afbeelding µ : V × V × . . .× V −→ W is er een
unieke lineaire afbeelding n : X −→ W zodat µ = n ◦ χ .

Dan is er een uniek isomorfisme I : X −→ ΛkV met I ◦ χ = νk .

Bewijs: Omdat νk k-lineair en alternerend is volgt uit 2. dat er een unieke lineaire afbeelding I : X −→ ΛkV
is met

I ◦ χ = νk
; (∗)

het voldoet te bewijzen dat I een isomorfisme is.

Omdat χ k-lineair en alternerend is volgt uit de universele eigenschap van ΛkV dat er een unieke lineaire

afbeelding J : ΛkV −→ X is met

J ◦ νk
= χ .

Samen met (∗) levert dit

idΛkV ◦ νk
= νk

= (I ◦ J) ◦ νk , idX ◦ χ = χ = (J ◦ I) ◦ χ . (∗∗)

Dit betekent dat zowel idΛkV als ook I ◦ J voldoen aan de eisen voor de m behorende bij de k-lineaire en

alternerende afbeelding µ := νk volgens de universele eigenschap van ΛkV ; wegens de uniciteit van m volgt

I ◦ J = idΛkV .
Geheel analoog volgt, gebruik makende van (∗∗) en de uniciteit in 2., dat J ◦ I = idχ .

Lemma 2.1.8. Voor v1, . . . , vk ∈ V geldt

v1, . . . , vk zijn lineair afhankelijk ⇒ v1 ∧ . . . ∧ vk = 0 .

Bewijs: Omdat v1, . . . , vk lineair afhankelijk zijn is er een 1 ≤ i0 ≤ k met vi0 =

k�
i=1
i�=i0

aivi voor zekere ai ∈ K .

Dus geldt

v1 ∧ . . . ∧ vk =

k�

i=1
i�=i0

aiv1 ∧ . . . ∧ vi0−1 ∧ vi ∧ vi0+1 ∧ . . . ∧ vk = 0 ,

omdat vi in de i-de sommand twee keer voorkomt.
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Propositie 2.1.9. Laat V � een tweede K-vectorruimte zijn en f : V −→ V � een lineaire afbeelding. Dan is er
voor k ≥ 1 een unieke lineaire afbeelding

Λkf : ΛkV −→ ΛkV �

zodat
∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k : Λkf(v1 ∧ . . . ∧ vk) = f(v1) ∧ . . . ∧ f(vk) .

Bewijs: Omdat f lineair is, is de afbeelding

V k −→ ΛkV � (v1, . . . , vk) �→ f(v1) ∧ . . . ∧ f(vk) ,

k-lineair en alternerend. De bewering volgt dus uit de universele eigenschap van ΛkV .

We geven nog een alternatief bewijs dat later handig zal zijn. f induceert de afbeelding

fk : V k −→ (V �)k , (v1, . . . , vk) �→ (f(v1), . . . , f(vk)) ,

en dus, omdat V k een basis is van Lk(V ), een lineaire afbeelding

Lk(f) : Lk(V ) −→ Lk(V �) .

Het is duidelijk dat Lk(f)(W k(V )) ⊂ W k(V �) = ker(πk
V �) , dus is er volgens de homomorfiestelling een unieke

lineaire afbeelding
Λkf : ΛkV −→ ΛkV �

met
Λkf ◦ πk

V = πk
V � ◦ Lk(f) .

Dan geldt voor alle (v1, . . . , vk) ∈ V k

Λkf(v1 ∧ . . . ∧ vk) = Λkf ◦ πk
V (v1, . . . , vk) = πk

V � ◦ Lk(f)(v1, . . . , vk) = πk
V �(f(v1), . . . , f(vk))

= f(v1) ∧ . . . ∧ f(vk) .

Λkf is hierdoor vastgelegd omdat ΛkV door alle v1 ∧ . . . ∧ vk wordt voortgebracht.

Voorbeeld 2.1.10. We schrijven vectoren in Rk als kolommen. Dan is de afbeelding

δ : Rk × Rk × . . .× Rk
� �� � −→ R , δ(v1, v2, . . . , vk) := det(v1, v2, . . . , vk) ,

n times

k-lineair en alternerend, dus is er een unieke lineaire afbeelding d : ΛkRk −→ R met

d(v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk) = det(v1, v2, . . . , vk)

voor alle v1, v2, . . . , vk ∈ Rk .

Propositie 2.1.11. Als de lineaire afbeelding f : V −→ V � injectief (resp. surjectief) is, dan is ook de
afbeelding Λkf : ΛkV −→ ΛkV � injectief (resp. surjectief). I.h.b. is Λkf een isomorfisme indien f een
isomorfisme is.

Bewijs: We merken eerst op dat voor een lineaire deelruimte U ⊂ V geldt W k(U) ⊂ W k(V ) .

Stel dat f injectief is. Uit het alternatieve bewijs van Propositie 2.1.9 volgt dat de injectiviteit van Λkf
equivalent is met

W k(V ) = ker(πk
V � ◦ Lk(f)) = Lk(f)−1(ker(πk

V �)) = Lk(f)−1(W k(V �)) .

Laat dus a ∈ Lk(V ) zijn met Lk(f)(a) ∈ W k(V �) ; dan moeten we laten zien dat a ∈ W k(V ) . We schrijven
a als eindige lineaire combinatie van de vorm

a =
�

i1,...,ik

λi1...ik(vi1 , . . . , vik) .
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Laat U ⊂ V de lineaire deelruimte zijn opgespannen door alle hierbij voorkomende vij ’s; dan is U eindigdi-

mensional met a ∈ Lk
(U) .

Wegens Lk
(f)(a) ∈ W k

(V �
) kunnen we Lk

(f)(a) schrijven als een eindige lineaire combinatie van voortbrengers

bm
van W k

(V �
). Schrijf elk bm

als eindige lineaire combinatie van v�m,j1 ∧ . . . ∧ v�m,jk
’s, en laat U �

1 ⊂ V �

de lineaire deelruimte zijn opgespannen door alle hierbij voorkomende v�m,jl
.́ Dan is U �

1 eindigdimensional

met Lk
(f)(a) ∈ W k

(U �
1) . Laat U � ⊂ V �

de lineaire deelruimte zijn opgespannen door U �
1 ∪ f(U); dan is U �

eindigdimensional met

f(U) ⊂ U � , Lk
(f)(a) = Lk

(f |Lk(U))(a) ∈ W k
(U �

1) ⊂ W k
(U �

) ⇒ a ∈ Lk
(f |Lk(U))

−1
(W k

(U �
)) .

De afbeelding f |Lk(U) : U −→ U �
is injectief; omdat U en U �

eindigdimensionaal zijn is volgens (het later te

bewijzen) Lemma 2.1.19.1 ook de afbeelding Λ
k
(f |Lk(U)) : Λ

kU −→ Λ
kU �

injectief. Zoals eerder opgemerkt is

dit equivalent met W k
(U) = Lk

(f |Lk(U))
−1

(W k
(U �

)) , en we concluderen a ∈ W k
(U) ⊂ W k

(V ) .

Hiermee is het geval van injectiviteit bewezen. De uitspraak over surjectiviteit is duidelijk.

Gevolg 2.1.12. Laat U ⊂ V een lineaire deelruimte zijn met inclusieafbeelding i : U �→ V . Dan kunnen we
Λ

kU beschouwen als lineaire deelruimte van Λ
kV via de lineaire injectie Λ

ki : Λ
kU �→ Λ

kV .

We definiëren nog Λ
0V := K . Dan is voor alle k, l ∈ N0 het wig-produkt

∧ : Λ
kV × Λ

lV −→ Λ
k+lV , (α,β) �→ α ∧ β ,

de bilineaire extensie van

(v1 ∧ . . . ∧ vk , w1 ∧ . . . ∧ wl) �→ v1 ∧ . . . ∧ vk ∧ w1 ∧ . . . ∧ wl ,

waarbij in het geval k = 0 resp. l = 0

a ∧ w1 ∧ . . . ∧ wl := a · w1 ∧ . . . ∧ wl resp. v1 ∧ . . . ∧ vk ∧ a := a · v1 ∧ . . . ∧ vk .

Lemma 2.1.13. ∧ : Λ
kV × Λ

lV −→ Λ
k+lV is goed gedefiniëerd.

Bewijs: Voor vaste (v1, . . . , vk) ∈ V k
is de afbeelding

V l −→ Λ
k+lV , (vk+1, . . . , vk+l) �→ v1 ∧ . . . ∧ vk ∧ vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l

l-lineair en alternerend. Er is dus een unieke lineaire afbeelding

Φ(v1,...,vk) : Λ
lV −→ Λ

k+lV

zodat

∀ (vk+1, . . . , vk+l) ∈ V l
: Φ(v1,...,vk)(vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l) = v1 ∧ . . . ∧ vk ∧ vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l .

De afbeelding

Φ : V k −→ Hom(Λ
lV,Λk+lV ) , (v1, . . . , vk) �→ Φ(v1,...,vk) ,

is k-lineair en alternerend, dus is er een unieke lineaire afbeelding

Ψ : Λ
kV −→ Hom(Λ

lV,Λk+lV )

met

∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k
: Ψ(v1 ∧ . . . ∧ vk) = Φ(v1,...,vk) ,

d.w.z.

∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k ∀ β ∈ Λ
lV : Ψ(v1 ∧ . . . ∧ vk)(β) = Φ(v1,...,vk)(β) .

De afbeelding

∧ : Λ
kV × Λ

lV −→ Λ
k+lV , (α,β) �→ α ∧ β := Ψ(α)(β)

is dan bilineair met

(v1 ∧ . . . ∧ vk) ∧ (vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l) = Ψ(v1 ∧ . . . ∧ vk)(vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l) = Φ(v1,...,vk)(vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l)

= v1 ∧ . . . ∧ vk ∧ vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l

voor alle v1 ∧ . . . ∧ vk ∈ Λ
kV , vk+1 ∧ . . . ∧ vk+l ∈ Λ

lV .
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Gevolg 2.1.14. Gevolg 2.1.5.2 impliceert

α ∧ β = (−1)k·lβ ∧ α

voor α ∈ ΛkV , β ∈ ΛlV .

Stel nu dat dim V = n <∞ . Dan geldt

Stelling 2.1.15. Als B = {b1, . . . , bn} een basis van V is en k ≤ n , dan is

Bk := { bi1 ∧ . . . ∧ bik | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n }

een basis van ΛkV .

Bewijs: Uit de rekenregels in Gevolg 2.1.5 volgt makkelijk dat ΛkV wordt voortgebracht door Bk.

Stel dat
�

1≤i1<...<ik≤n
λi1...ikbi1 ∧ . . . ∧ bik = 0 . Voor vaste 1 ≤ i01 < . . . < i0k ≤ n is de afbeelding

φ : V −→ Kk , φ(
n�

i=1

xibi) :=





xi01
...

xi0k





goed gedefiniëerd en lineair. I.h.b geldt

φ(bi) = 0 indien i �∈ {i01, . . . , i0k} ,

en dus

0 = Λkφ(0) = Λkφ




�

1≤i1<...<ik≤n

λi1...ikbi1 ∧ . . . ∧ bik



 =
�

1≤i1<...<ik≤n

λi1...ikφ(bi1) ∧ . . . ∧ φ(bik)

= λi01...i0k
φ(bi01

) ∧ . . . ∧ φ(bi0k
) .

Merk op dat φ(bi0j
) = ej , 1 ≤ j ≤ k , waarbij ej ∈ Kk de j-de eenheidsvector is. Laat d : ΛkKk −→ K de

afbeelding uit Voorbeeld 2.1.10 zijn; dan geldt

0 = d
�
λi01...i0k

φ(bi01
) ∧ . . . ∧ φ(bi0k

)
�

= λi01...i0k
· d (e1 ∧ . . . ∧ ek) = λi01...i0k

· det(e1, . . . , ek) = λi01...i0k
.

Een onmiddelijke consequentie is

Gevolg 2.1.16. 1. Λ1V is natuurlijk gëıdentificeerd met V .

2. Voor 1 ≤ k ≤ n geldt dim ΛkV =
�n

k

�
; i.h.b. is ΛnV een 1-dimensionale vectorruimte met basis b1 ∧ . . . ∧ bn.

3. Voor 1 ≤ k ≤ n kan iedere vector in ΛkV op unieke manier worden geschreven in de vorm

�

1≤i1<...<ik≤n

ai1...ik · bi1 ∧ . . . ∧ bik , ai1...ik ∈ K for all 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n .

4. Beschouw weer de afbeelding d : ΛkKk −→ K uit Voorbeeld 2.1.10. Omdat

dim ΛkKk = 1 = dim K

en

d(e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ ek) = det(e1, e2, . . . , ek) = 1 �= 0

voor de eenheidsbasis {e1, e2, . . . , ek}, volgt dat d een isomorfisme is.
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Verder hebben we

Gevolg 2.1.17. 1. Voor v1, . . . , vk ∈ V geldt

v1, . . . , vk zijn lineair afhankelijk ⇔ v1 ∧ . . . ∧ vk = 0 .

2. Voor k > n geldt Λ
kV = {0} .

Bewijs: 1. ”⇒” is Lemma 2.1.8. Indien v1, . . . , vk lineair onafhankelijk zijn maken ze deel uit van een basis

van V , en dus is v1 ∧ . . . ∧ vk volgens Stelling 2.1.15 deel van een basis van Λ
kV , dus �= 0 ; dit bewijst ”⇐”.

2. Indien k > n zijn v1, . . . , vk ∈ V lineair afhankelijk en daarmee v1 ∧ . . . ∧ vk = 0 volgens 1. De bewering

volgt omdat alle vectoren in Λ
kV lineaire combinaties zijn van zulke ∧-producten.

Lemma 2.1.18. Laat V � een tweede eindigdimensionale vectorruimte zijn en f : V −→ V � een injectieve
lineaire afbeelding. Dan is Λ

kf : Λ
kV −→ Λ

kV � ook injectief.

Bewijs: In het geval k > n geldt wegens Gevolg 2.1.17.2 Λ
kV = {0} en is de bewering trivialiter waar;

stel dus k ≤ n . Laat b1, . . . , bn een basis van V zijn. Injectiviteit van f impliceert dat f(b1), . . . , f(bn) lineair

onafhankelijk zijn in V �
en dus deel van een basis van V �

. Stelling 2.1.15 impliceert dat

Λ
kf(bi1 ∧ . . . ∧ bik) = f(bi1) ∧ . . . ∧ f(bik) , 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n ,

deel zijn van een basis van Λ
kV �

en dus lineair onafhankelijk. Λ
kf beeldt dus een basis van Λ

kV af op een

lineair onafhankelijk stelsel van vectoren, maar dit is wegens lineairiteit equivalent met injectiviteit.

Lemma 2.1.19. 1. Voor een lineaire deelruimte U ⊂ V is Λ
kU op natuurlijke manier een lineaire deel-

ruimte van Λ
kV .

2. Voor lineaire deelruimten U, W ⊂ V definiëer

Λ
kU ∧ Λ

lW := span({ u ∧ w | u ∈ Λ
kU , w ∈ Λ

lW }) ⊂ Λ
k+lV .

(a) Indien U ∩W = {0} en u1, . . . , um resp. w1, . . . , wr een basis van U resp. W is, dan is

{ ui1 ∧ . . . ∧ uik ∧ wj1 ∧ . . . ∧ wjl | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m , 1 ≤ j1 < . . . < jl ≤ r }

een basis van Λ
kU ∧ Λ

lW .
(b) Indien V = U ⊕W en dim U = m geldt

Λ
kV =

m�

l=max(0,k+m−n)

Λ
lU ∧ Λ

k−lW .

3. Er geldt Λ
kV ∧ Λ

lV = Λ
k+lV .

Bewijs: 1. In het geval m := dimU < k geldt volgens Gevolg 2.1.17.2 dat Λ
kU = {0} ; dit geval is dus trivial

en we mogen aannemen dat m ≥ k . De natuurlijke inclusie ι : U �→ V is lineair en injectief, induceert dus

volgens Propositie 2.1.9 en Lemma 2.1.18 een natuurlijke injectieve lineaire afbeelding Λ
kι : Λ

kU −→ Λ
kV met

∀ (u1, . . . , uk) ∈ Uk
: Λ

kι(u1 ∧ . . . ∧ uk) = ι(u1) ∧ . . . ∧ ι(uk) ;

2.(a) Het is duidelijk dat Λ
kU ∧ Λ

lW door de ui1 ∧ . . . ∧ uik ∧ wj1 ∧ . . . ∧ wjl wordt opgespannen. Wegens

U ∩W = {0} is u1, . . . , um, w1, . . . , wr deel van een basis van V , dus zijn de ui1 ∧ . . .∧uik ∧wj1 ∧ . . .∧wjl deel

van een basis van Λ
k+lV en daarom lineair onafhankelijk.

2.(b)Wegens V = U ⊕W is er een basis b1, . . . , bn van V zodat b1, . . . , bm een basis van U en bm+1, . . . , bn

een basis van W is. Voor bi1 ∧ . . . ∧ bik met 1 ≤ i1 < . . . < il ≤ m < il+1 < . . . < ik ≤ n geldt l ≤ m en

k − l ≤ n−m , dus l ≥ max(0, k + m− n) . Dit betekent dat de basis

{ bi1 ∧ . . . ∧ bik | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n }
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van ΛkV gelijk is aan de disjunkte vereniging

m�

l=max(0,k+m−n)

{ bi1 ∧ . . . ∧ bik | 1 ≤ i1 < . . . < il ≤ m < il+1 < . . . < ik ≤ n } .

De bewering volgt omdat { bi1 ∧ . . . ∧ bik | 1 ≤ i1 < . . . < il ≤ m < il+1 < . . . < ik ≤ n } volgens (a) een basis

van ΛlU ∧ Λk−lW is .

3. ΛkV ∧ ΛlV ⊂ Λk+lV geldt per definitie, en het moge duidelik zijn dat Λk+lV wordt voortgebracht door

{ u ∧ w | u ∈ ΛkV , w ∈ ΛlV }.

Definitie 2.1.20. Een vector ω ∈ ΛkV heet reducibel indien er v1, . . . , vk ∈ V zijn met ω = v1 ∧ . . . ∧ vk ,
d.w.z. als ω ∈ im(νk) . Anders heet ω irreducibel.

Opmerking 2.1.21. Wees gewaarschuwd dat de afbeelding νk in het algemeen niet surjectief is, d.w.z. dat
i.h.a. een vector in ΛkV niet reducibel is.

Opgave 2.1.22. Laat zien dat ν2 surjectief is d.e.s.d. als n ≤ 3 .

Lemma 2.1.23. Laat (v1, . . . , vn) en (u1, . . . , un) twee bases van V zijn en A = (aij)i,j=1,...,n de inverteerbare
matrix met

vi =

n�

j=1

aijuj , i = 1, . . . , n .

Dan geldt
v1 ∧ . . . ∧ vn = det(A)u1 ∧ . . . ∧ un .

Bewijs: Omdat het wig-produkt n-lineair is geldt

v1 ∧ . . . ∧ vn =

�

j1,...,jn=1,...,n

aj11 · aj22 · . . . · ajnn · uj1 ∧ uj2 ∧ . . . ∧ ujn .

Omdat het alternerend is geldt

aj11 · aj22 · . . . · ajnn · uj1 ∧ uj2 ∧ . . . ∧ ujn = 0

indien {j1, . . . , jn} �= {1, . . . , n} , want dan zijn er k < l met jk = jl . De resterende termen zijn precies die

waarvoor een permutatie σ ∈ Sn bestaat met ji = σ(i) , 1 ≤ i ≤ n , dus degene van de vorm

aj11 · . . . · ajnn · uj1 ∧ . . . ∧ ujn = aσ(1)1 · . . . · aσ(n)n · uσ(1) ∧ . . . ∧ uσ(n)

= sign(σ) · aσ(1)1 · . . . · aσ(n)n · u1 ∧ . . . ∧ un ;

de laatste gelijkheid geldt omdat ∧ alternerend is. Er geldt dus

v1 ∧ . . . ∧ vn =

�
�

σ∈Sn

sign(σ) · aσ(1)1 · aσ(2)2 · . . . · aσ(n)n

�
· u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ un

= det(A) · u1 ∧ . . . ∧ un .

Propositie 2.1.24. Voor v1, . . . , vk, u1, . . . , uk ∈ V met v1 ∧ . . . ∧ vk �= 0 �= u1 ∧ . . . ∧ uk zijn de volgende twee
uitspraken equivalent.

1. ∃ λ : v1 ∧ . . . ∧ vk = λu1 ∧ . . . ∧ uk

2. span(v1, . . . , vk) = span(u1, . . . , uk)
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Bewijs: ⇒: Neem aan dat

U := span(v1, . . . , vk) �= span(u1, . . . , uk) =: U � .

Dan geldt
l := dim(U ∩ U �) < k ,

dus is er een basis (b1, . . . , bn) van V zodat
- (b1, . . . , bk) een basis is van U ,
- (bk−l+1, . . . , b2k−l) een basis is van U �.
b1 ∧ . . . ∧ bk en bk−l+1 ∧ . . . ∧ b2k−l zijn wegens l < k verschillende basisvectoren van ΛkV en dus lineair
onafhankelijk. Aan de andere kant zijn er volgens Lemma 2.1.23 µ, ν �= 0 met

µv1 ∧ . . . ∧ vk = b1 ∧ . . . ∧ bk , νu1 ∧ . . . ∧ uk = bk−l+1 ∧ . . . ∧ b2k−l .

Dit impliceert

b1 ∧ . . . ∧ bk = µv1 ∧ . . . ∧ vk = λµu1 ∧ . . . ∧ uk =
λµ

ν
bk−l+1 ∧ . . . ∧ b2k−l ,

een tegenspraak.

⇐: Wegens v1 ∧ . . . ∧ vk �= 0 �= u1 ∧ . . . ∧ uk en Lemma 2.1.8 is zowel (v1, . . . , vk) als ook (u1, . . . , uk) een basis
van U := span(v1, . . . , vk) = span(u1, . . . , uk). De bewering volgt dus uit Lemma 2.1.23 toegepast tot U .

Propositie 2.1.25. Laat U resp. U � een k- resp. k�-dimensionale lineaire deelruimte van V zijn, (v1, . . . , vk)
resp. (v�1, . . . , v�k�) een basis van U resp. U � en ω := v1 ∧ . . . ∧ vk, ω� := v�1 ∧ . . . ∧ v�k� . Dan geldt

U ∩ U � = {0} ⇔ ω ∧ ω� �= 0 .

Bewijs: ⇒: U ∩U � = {0} impliceert dat het stelsel (v1, . . . , vk, v�1, . . . , v
�
k�) lineair onhafhankelijk is en daarmee

deel uitmaakt van een basis van V . Dan is ω ∧ ω� een basisvector van Λk+k�V en daarmee �= 0.

⇐: U ∩ U � �= {0} betekent dim(U ∩ U �) ≥ 1. Dan zijn er bases (u1, . . . , uk) resp. (u�1, . . . , u�k�) van U resp. U �

met u1 = u�1. Definieer η := u1 ∧ . . . ∧ uk, η� := u�1 ∧ . . . ∧ u�k� ; dan volgt η ∧ η� = 0. Volgens Propositie 2.1.24
zijn er λ, λ� met ω = λη, ω� = λ�η�, dus hebben we ω ∧ ω� = λλ�η ∧ η� = 0.

Lemma 2.1.26. Voor 0 ≤ k ≤ n is de bilineaire vorm 3

ΛkV × Λn−kV −→ ΛnV ∼= K , (ω, η) �→ ω ∧ η ,

niet-ontaard.

Bewijs: Laat (b1, . . . , bn) een basis van V zijn. Schrijf

Bk = { bi1 ∧ . . . ∧ bik | 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n } =: { αi | 1 ≤ i ≤
�

n
k

�
}

Bn−k = { bj1 ∧ . . . ∧ bjn−k | 1 ≤ j1 < . . . < jn−k ≤ n } =: { βi | 1 ≤ i ≤
�

n
n− k

�
=

�
n
k

�
}

waarbij

αi = bi1 ∧ . . . ∧ bik , βi = bj1 ∧ . . . ∧ bjn−k ⇔ {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n} .

Dan geldt αi ∧ βi = ±δijb1 ∧ . . . ∧ bn ; de matrix van de bilineaire vorm t.o.v. deze bases is dus inverteerbaar.

3Ook voor verschillende K-vectorruimten V en U van met dim V = dim U noemen we een bilineaire afbeelding α : V × U −→ K
een bilineaire vorm (vergelijk Definitie 1.1.1. Zo’n α heet niet ontaard indien zijn matrix t.o.v. bases van V en U inverteerbaar is.

Zoals bij Lemma 1.1.11 bewijst men dat dit equivalent is met de isomorfie van de door α gëınduceerde afbeeldingen V −→ U∗ en

U −→ V ∗ , en andere analoge uitspraken.
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Propositie 2.1.27. Voor 1 ≤ k ≤ n is er een natuurlijk isomorfisme

φ : Λ
k
(V ∗

) −→
�
Λ

kV
�∗

zodat

φ(v∗1 ∧ . . . ∧ v∗k)(v1 ∧ . . . ∧ vk) = det ((v∗i (vj))i,j=1,...,k))

voor alle v∗1 , . . . , v∗k ∈ V ∗ , v1, . . . , vk ∈ V .

Bewijs: Voor vaste (v∗1 , . . . , v∗k) ∈ (V ∗)k definiëer

f(v∗1 ,...,v∗k) : V k −→ K , f(v∗1 ,...,v∗k)(v1, . . . , vk) := det ((v∗i (vj))i,j=1,...,k)) .

f(v∗1 ,...,v∗k) is k-lineair en alternerend omdat de determinant dat is in de kolommen, dus is er een unieke lineaire

afbeelding

ψ(v∗1 ,...,v∗k) : Λ
kV −→ K

zodat

∀ (v1, . . . , vk) ∈ V k
: ψ(v∗1 ,...,v∗k)(v1 ∧ . . . ∧ vk) = f(v∗1 ,...,v∗k)(v1, . . . , vk) = det ((v∗i (vj))i,j=1,...,k)) .

De afbeelding

ψ : (V ∗
)
k −→

�
Λ

kV
�∗

, (v∗1 , . . . , v∗k) �→ ψ(v∗1 ,...,v∗k)

is k-lineair en alternerend omdat de determinant dat is in de rijen, dus is er een unieke lineaire afbeelding

φ : Λ
k
(V ∗

) −→
�
Λ

kV
�∗

zodat

∀ (v∗1 , . . . , v∗k) ∈ (V ∗
)
k

: φ(v∗1 ∧ . . . ∧ v∗k) = ψ(v∗1 ,...,v∗k) ,

dus

φ(v∗1 ∧ . . . ∧ v∗k)(v1 ∧ . . . ∧ vk) = ψ(v∗1 ,...,v∗k)(v1 ∧ . . . ∧ vk) = det ((v∗i (vj))i,j=1,...,k))

voor alle (v∗1 , . . . , v∗k) ∈ (V ∗)k , (v1, . . . , vk) ∈ V k .

Laat b1, . . . , bn een basis van V zijn, b∗1, . . . , b
∗
n de duale basis van V ∗ en 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n , 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ n .

In het geval {i1, . . . , ik} = {j1, . . . , jk} is (b∗il
(bjm))l,m=1,...,k de eenheidsmatrix en geldt

φ(b∗i1 ∧ . . . ∧ b∗ik
)(bj1 ∧ . . . ∧ bjk) = 1 .

In het geval {i1, . . . , ik} �= {j1, . . . , jk} is er een 1 ≤ l ≤ k met il �∈ {j1, . . . , jk} . Dan staan in de l-de rij van

(b∗il
(bjm))l,m=1,...,k allemaal nullen en geldt

φ(b∗i1 ∧ . . . ∧ b∗ik
)(bj1 ∧ . . . ∧ bjk) = 0 .

M.a.w.: φ beeldt de basis {b∗i1 ∧ . . . ∧ b∗ik
} van Λk(V ∗) af op de basis van

�
ΛkV

�∗
die duaal is met de basis

{bi1 ∧ . . . ∧ bik} van ΛkV . Omdat φ lineair is volgt hieruit dat φ een isomorfisme is.

Propositie 2.1.28. 1. Er is een unieke bilineaire afbeelding

φ : Λ
kV × V ∗ −→ Λ

k−1V

z.d.d.

α∗
�
φ(ω, u∗)

�
= (α∗ ∧ u∗)(ω)

voor alle α∗ ∈ (Λk−1V )∗ , u∗ ∈ V ∗
en ω ∈ ΛkV . Hierbij beschouwen we α∗∧u∗ als element in (ΛkV )∗

via het isomorphisme

(Λ
k−1V )

∗ ∧ V ∗ ∼= Λ
k−1V ∗ ∧ V ∗

= Λ
kV ∗ ∼= (Λ

kV )
∗

(zie Propositie 2.1.27 en Lemma 2.1.19.3).
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2. Voor ω =
�

i1,...,ik

λi1...ikvi1 ∧ . . . ∧ vik ∈ ΛkV en u∗ ∈ V ∗ geldt

φ(ω, u∗) =
�

i1,...,ik

λi1...ik

�
k�

κ=1

(−1)k+κu∗(viκ) · vi1 ∧ . . . ∧ viκ−1 ∧ viκ+1 ∧ . . . ∧ vik

�
.

Bewijs: 1. Voor u∗ ∈ V ∗ en ω ∈ ΛkV is de afbeelding

ψ(ω, u∗) :
�
Λk−1V

�∗ −→ K , α∗ �→ (α∗ ∧ u∗)(ω) ,

lineair, dus is ψ(ω, u∗) een element van
��

Λk−1V
�∗�∗

.

Via het natuurlijk isomorfisme
��

Λk−1V
�∗�∗ ∼= Λk−1V correspondeert ψ(ω, u∗) met φ(ω, u∗) ∈ Λk−1V die

voldoet aan
∀ α∗ ∈

�
Λk−1V

�∗
: α∗(φ(ω, u∗)) = ψ(ω, u∗)(α∗) = (α∗ ∧ u∗)(ω) ;

hieruit volgt de unieke existentie van φ als afbeelding. Het is niet moeilijk te zien dat de afbeelding ψ (en
daarmee ook φ) bilineair is; b.v. geldt

ψ(ω1 + ω2, u
∗)(α∗) = (α∗ ∧ u∗)(ω1 + ω2) = (α∗ ∧ u∗)(ω1) + (α∗ ∧ u∗)(ω2)

= ψ(ω1, u
∗)(α∗) + ψ(ω2, u

∗)(α∗) = (ψ(ω1, u
∗) + ψ(ω2, u

∗)) (α∗)

voor alle α∗ ∈
�
Λk−1V

�∗
, en dus ψ(ω1 + ω2, u∗) = ψ(ω1, u∗) + ψ(ω2, u∗) .

2. Wegens de bilineariteit van φ is het voldoende te bewijzen

α∗ (φ(v1 ∧ . . . ∧ vk, u∗)) = α∗
�

k�

i=1

(−1)k+iu∗(vi) · v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ . . . ∧ vk

�

voor alle v1, . . . , vk ∈ V , u∗ ∈ V ∗ , α∗ ∈ (Λk−1V )∗ . Het is voldoende dit te doen voor alle α = u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1 ,

u∗1, . . . , u
∗
k−1 ∈ V ∗ , omdat

�
Λk−1V

�∗ ∼= Λk−1V ∗ door deze α’s wordt voortgebracht. Nu geldt

(u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1) (φ(v1 ∧ . . . ∧ vk, u∗)) = (u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1 ∧ u∗)(v1 ∧ . . . ∧ vk)

= det





u∗1(v1) u∗1(v2) . . . u∗1(vk)
...

...
...

...
u∗k−1(v1) u∗k−1(v2) . . . u∗k−1(vk)
u∗(v1) u∗(v2) . . . u∗(vk)




.

Ontwikkeling van de determinant m.b.t. de laatste rij levert

(u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1) (φ(v1 ∧ . . . ∧ vk, u∗)) =

=
k�

i=1

(−1)k+iu∗(vi) · det




u∗1(v1) . . . u∗1(vi−1) u∗1(vi+1) . . . u∗1(vk)

...
...

...
...

...
u∗k−1(v1) . . . u∗k−1(vi−1) u∗k−1(vi+1) . . . u∗k−1(vk)





=
k�

i=1

(−1)k+iu∗(vi) · (u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1) (v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ . . . ∧ vk)

= (u∗1 ∧ . . . ∧ u∗k−1)

�
k�

i=1

(−1)k+iu∗(vi) · v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ . . . ∧ vk

�
.

Voor ω ∈ ΛkV definiëeren we de lineaire afbeelding

i∗(ω) : V ∗ −→ Λk−1V , i∗(ω)(u∗) := φ(ω, u∗) .
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Gevolg 2.1.29. 1. Voor u∗ ∈ V ∗ , ω1 ∈ Λ
kV , ω2 ∈ Λ

lV geldt

i∗(ω1 ∧ ω2)(u
∗
) = (−1)

li∗(ω1)(u
∗
) ∧ ω2 + ω1 ∧ i∗(ω1)(u

∗
) .

2. Voor u∗1, u
∗
2 ∈ V ∗ , ω ∈ Λ

2V geldt

u∗1(i
∗
(ω)(u∗2)) = (u∗1 ∧ u∗2)(ω) = −(u∗2 ∧ u∗1)(ω) = −u∗2(i

∗
(ω)(u∗1)) .

Bewijs: 1. Wegens lineariteit is het voldoende het geval ω1 = v1 ∧ . . . ∧ vk , ω2 = u1 ∧ . . . ∧ ul te beschouwen.

Hiervoor geldt wegens Propositie 2.1.28.2

i∗(ω1 ∧ ω2)(u
∗
) =

k�

κ=1

(−1)
k+l+κu∗(vκ) · v1 ∧ . . . ∧ viκ−1 ∧ viκ+1 ∧ . . . ∧ vk ∧ ω2

+

l�

λ=1

(−1)
l+λω1 ∧ (u∗(uλ) · u1 ∧ . . . ∧ uλ−1 ∧ uλ+1 ∧ . . . ∧ ul)

= (−1)
li∗(ω1)(u

∗
) ∧ ω2 + ω1 ∧ i∗(ω1)(u

∗
) .

2. Wegens lineariteit is het voldoende het geval ω = v1 ∧ v2 te beschouwen. Hiervoor geldt

u∗1(i
∗
(ω)(u∗2)) = u∗1 (−u∗2(v1) · v2 + u∗2(v2) · v1) = −u∗2(v1) · u∗1(v2) + u∗2(v2) · u∗1(v1) = det ((u∗i (vj))i,j=1,2)

= (u∗1 ∧ u∗2)(ω) ;

dit bewijst de eerste identiteit. De tweede is duidelijk, en de derde volgt uit de eerste door 1 en 2 te verwisselen.

Stelling 2.1.30. Voor 0 �= ω ∈ Λ
2V definiëren we de lineaire deelruimten

Wω := i∗(ω)(V ∗
) ⊂ V

en
W �

ω := { v ∈ W | v ∧ ω = 0 } ⊂ W .

Dan geldt het volgende.

1. Wω is de minimale lineaire deelruimte van V zodat ω ∈ Λ
2Wω , d.w.z. dat

(a) ω ∈ Λ
2Wω ;

(b) als U ⊂ V een lineaire deelruimte is met ω ∈ Λ
2U , dan geldt Wω ⊂ U .

2. De volgende uitspraken zijn equivalent.

(a) ω is reducibel, d.w.z. er zijn u, v ∈ V met ω = u ∧ v .

(b) dim Wω = 2

(c) Wω = W �
ω

(d) ω ∧ ω = 0

Bewijs: 1.(a) Laat e1, . . . , el, fl+1, . . . , fn een basis van V zijn zodat Wω = span(e1, . . . , el) , en definiëer

U := span(fl+1, . . . , fn) , dan geldt V = Wω ⊕ U en Λ
2V = Λ

2Wω ⊕ (Wω ∧ U)⊕ Λ
2U (zie Lemma 2.1.19).

Laat e∗1, . . . , e
∗
l , f

∗
l+1, . . . , f

∗
n de duale basis van V ∗

zijn.

Voor l < α ≤ n geldt i∗(ω)(f∗α) ∈ Wω , dus zijn er λ1, . . . ,λl ∈ K zodat i∗(ω)(f∗α) =

l�
i=1

λiei . Voor 1 ≤ i ≤ l

geldt dan

λi = e∗i (i
∗
(ω)(f∗α)) = −f∗α(i∗(ω)(e∗i )) wegens Gevolg 2.1.29.2

= 0 omdat i∗(ω)(e∗i ) ∈ Wω

= span(e1, . . . , el) ⊂ ker(f∗α) .
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Er geldt dus
i∗(ω)(f∗α) = 0 , l < α ≤ n .

Schrijf

ω =
l�

i,j=1

λijei ∧ ej +
l�

i=1

n�

α=l+1

λiαei ∧ fα +
n�

α,β=l+1

λαβfα ∧ fβ

met λαβ + λβα = 0 voor l < α,β ≤ n . Dan geldt volgens Propositie 2.1.28.2 voor l < γ ≤ n

0 = i∗(ω)(f∗γ )

=
�

i,j

λij(−f∗γ (ei) · ej + f∗γ (ej) · ei) +
�

i,α

λiα(−f∗γ (ei) · fα + f∗γ (fα) · ei) +
�

α,β

λαβ(−f∗γ (fα) · fβ + f∗γ (fβ) · fα)

=
l�

i=1

λiγ · ei −
�

α

(λγα − λαγ) · fα =
l�

i=1

λiγ · ei − 2
�

α

λγα · fα .

Omdat e1, . . . , el, fl+1, . . . , fn een basis is volgt voor alle i,α, γ dat λiγ = λαγ = 0 , d.w.z.

ω =
l�

i,j=1

λijei ∧ ej ∈ Λ2Wω .

1.(b) Laat U ⊂ V een lineaire deelruimte zijn met ω ∈ Λ2U ; dan is ω te schrijven als eindige som ω =
�
i,j

ui ∧ uj

met ui, uj ∈ U . Voor alle v∗ ∈ V ∗ geldt dus volgens Propositie 2.1.28.2

i∗(ω)(v∗) =
�

i,j

(v∗(ui) · uj − v∗(uj) · ui) ∈ U ,

d.w.z. Wω = im(i∗(ω)) ⊂ U .

2.(a) ⇔ 2.(b): Er geldt dim Wω ≥ 2 omdat 0 �= ω ∈Wω . Indien ω reducibel is zijn er v1, v2 ∈ V met
0 �= ω = v1 ∧ v2 . Volgens Lemma 2.1.8 zijn v1 en v2 lineair onafhankelijk, en ω is bevat in Λ2W voor de
2-dimensionale lineaire deelruimte W := span(v1, v2) . Hieruit volgt met 1. dat Wω ⊂W , dus dat ook
dim Wω ≤ 2 , en daarmee dim Wω = 2 .
Indien dim Wω = 2 laat v1, v2 een basis van Wω zijn. Volgens 1. is ω ∈ Λ2Wω , dus is er een λ ∈ K met
ω = λ · v1 ∧ v2 = (λ · v1) ∧ v2 , d.w.z. ω is reducibel.

2.(b) ⇔ 2.(c): Wegens dim Wω = 2 en 1. geldt v ∧ ω ∈ Λ3Wω = {0} voor alle v ∈Wω ; dit bewijst (b) ⇒
(c).
Stel dat l := dimWω ≥ 3 . Omdat ∧ : Λ2Wω × Λl−2Wω −→ ΛlWω niet-ontaard is (Lemma 2.1.26) en ω �= 0 ,
is er een η ∈ Λl−2Wω zodat ω ∧ η �= 0 , maar dat kan niet indien Wω = W �

ω . Dit bewijst (c) ⇒ (b).

2.(c) ⇔ 2.(d): (c) is equivalent met

∀ v∗ ∈ V ∗ : i∗(ω)(v∗) ∧ ω = 0 .

Volgens Gevolg 2.1.29.1 (met l = 2 ) geldt

i∗(ω ∧ ω)(v∗) = i∗(ω)(v∗) ∧ ω + ω ∧ i∗(ω)(v∗) = 2i∗(ω)(v∗) ∧ ω ,

(c) is dus equivalent met
∀ v∗ ∈ V ∗ : i∗(ω ∧ ω)(v∗) = 0 ,

en dus ook met
∀ v∗ ∈ V ∗ ∀ η∗ ∈ Λ3V ∗ : (η∗ ∧ v∗)(ω ∧ ω) = η∗ (i∗(ω ∧ ω)(v∗)) = 0 .

Omdat (Λ4V )∗ = Λ4V ∗ = span({ η∗ ∧ v∗ | v∗ ∈ V ∗ , η∗ ∈ Λ3V ∗ }) is dit equivalent met

∀ σ∗ ∈ (Λ4V )∗ : σ∗(ω ∧ ω) = 0 ,

dus met ω ∧ ω = 0 .
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Gevolg 2.1.31. Laat e1, . . . , en een basis van V zijn en (x12, . . . , xn−1,n) de coördinaten in Λ2V horende bij
de basis e1 ∧ e2, . . . , en−1 ∧ en van Λ2V . Dan is

{ ω ∈ Λ2V | ω is reducibel }

de oplossingsverzameling van een stelsel van
�

n
4

�
homogene kwadratische vergelijkingen in de xij’s.

In het geval n = 4 is dit de ene vergelijking

x12x34 − x13x24 + x14x23 = 0 .

Bewijs: Volgens Stelling 2.1.30.2 is ω =
�
i<j

xijei ∧ ej reducibel d.e.s.d. als

0 = ω ∧ ω =
�

i<j,k<l

xijxklei ∧ ej ∧ ek ∧ el .

Schrijf dit in termen van de
�

n
4

�
basisvectoren ei ∧ ej ∧ ek ∧ el , 1 ≤ i < j < k < l ≤ n, dan zijn de

�
n
4

�

coëfficienten homogene kwadratische polynomen die allemaal moeten verdwijnen. In het geval n = 4 berekenen
we expliciet

0 = (x12e1 ∧ e2 + . . . + x34e3 ∧ e4) ∧ (x12e1 ∧ e2 + . . . + x34e3 ∧ e4)
= (x12x34 − x13x24 + x14x23)e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 .

Laat Alt2(V ) de vectorruimte zijn van alternerende bilineaire vormen op V , d.w.z.

Alt2(V ) = { α : V × V −→ K | α is alternerend en bilineair } .

Lemma 2.1.32. Stel dat char(K) �= 2 .

1. Er geldt

dim Alt2(V ) =
�

n

2

�
= dim Λ2V ∗ .

2. Er is een natuurlijk isomorfisme

β : Λ2V ∗ = Λ2(V ∗) −→ Alt2(V )

zodat
β(v∗ ∧ u∗)(v, u) = v∗(v)u∗(u)− v∗(u)u∗(v)

voor alle v∗, u∗ ∈ V ∗ , v, u ∈ V .

Bewijs: 1. M.b.v. een basis van V identificeren we Alt2(V ) met de scheefsymmetrische (n× n)-matrices met
coëfficiënten in K. Wegens char(K) �= 2 hebben deze nullen op de diagonaal, en zijn vastgelegd door de

�n
2

�

coëfficiënten daarboven.

2. Voor v∗, u∗ ∈ V ∗ is de afbeelding

bv∗,u∗ : V × V −→ K , bv∗,u∗(v, u) := v∗(v)u∗(u)− v∗(u)u∗(v) ,

bilineair en alternerend, dus een element van Alt2(V ). De afbeelding

b : V ∗ × V ∗ −→ Alt2(V ) , (v∗, u∗) �→ bv∗,u∗ ,

is bilineair en alternerend en induceert dus een lineaire afbeelding

β : Λ2V ∗ −→ Alt2(V )
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met

β(v∗ ∧ u∗
) = bv∗,u∗

voor alle v∗, u∗ ∈ V ∗
; wegens 1. is het voldoende te laten zien dat β surjectief is.

Laat B = {b1, . . . , bn} een basis van V zijn en B∗
= {b∗1, . . . , b∗n} de duale basis van V ∗

. Voor α ∈ Alt2(V )

definieer aij := α(bi, bj) , i, j = 1, . . . , n ; omdat α alternerend is geldt aij = −aji voor alle i, j = 1, . . . , n .
Verder geldt voor alle k, l = 1, . . . , n

β



1

2

n�

i,j=1

aijb
∗
i ∧ b∗j



 (bk, bl) =
1

2

n�

i,j=1

aij

�
β(b∗i ∧ b∗j )(bk, bl)

�

=
1

2

n�

i,j=1

aij ·
�
b∗i (bk)b∗j (bl)− b∗i (bl)b

∗
j (bk)

�
=

1

2

n�

i,j=1

aij · (δikδjl − δilδjk)

=
1

2
(akl − alk) = akl = α(bk, bl) ;

hieruit volgt β

�
1
2

n�
i,j=1

aijb∗i ∧ b∗j

�
= α .

Voor de rest van deze paragraaf stellen we n = 4.

Propositie 2.1.33. 1. De afbeelding

Q : Λ
2V × Λ

2V −→ Λ
4V ∼= C , Q(ω,ω�

) := ω ∧ ω� ,

is een niet-ontaarde symmetrische bilineaire vorm op Λ
2V , d.w.z.

∀ 0 �= ω ∈ Λ
2V ∃ ω� ∈ Λ

2V : Q(ω,ω�
) �= 0 .

2. Laat U resp. U � een 2-dimensionale lineaire deelruimte van V zijn, (v1, v2) resp. (v�
1, v

�
2) een basis van U

resp. U � en ω := v1 ∧ v2, ω�
:= v�

1wedgev�
2. Dan geldt

U ∩ U � �= {0} ⇔ Q(ω, ω�
) = 0 .

3. Voor ω ∈ Λ
2V geldt

Q(ω,ω) = 0 ⇔ ∃ v1, v2 ∈ V : ω = v1 ∧ v2 .

Bewijs: Laat B := (v1, . . . , v4) een basis van V zijn; dan is

Λ
2B := (b1, . . . , b6) := (v1 ∧ v2, v1 ∧ v3, v1 ∧ v4, v2 ∧ v3, v2 ∧ v4, v3 ∧ v4)

een basis van Λ
2V (zie Stelling 2.1.15).

1. Het is duidelijk dat Q bilineair en symmetrisch is. Hij is niet-ontaard wegens Lemma 2.1.26.

2. Dit volgt uit Propositie 2.1.25.

3. Dit volgt uit Stelling 2.1.30.2.

Lemma 2.1.34. Stel 0 �= ω ∈ Λ
2V .

1. Indien ω irreducibel is en 0 �= v ∈ V geldt ω ∧ v �= 0 .

2. De volgende drie uitspraken zijn equivalent.

(a) Q(ω,ω) �= 0, d.w.z. ω is irreducibel.
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(b) De alternerende bilineaire vorm

Lω : V × V −→ Λ4V , Lω(u, v) := Q(ω, u ∧ v) = ω ∧ u ∧ v ,

is niet-ontaard.
(c) Er is geen ω� ∈ Λ2V met Q(ω�, ω�) = Q(ω,ω�) = 0 en

{ τ ∈ Λ2V | Q(ω�, τ) = 0 } = { τ ∈ Λ2V | Q(ω, τ) = 0 } .

Bewijs: 1. Laat (v1, . . . , v4) een basis van V zijn met v1 = v . Voor ω =
4�

i,j=1
i<j

aijvi ∧ vj geldt

ω ∧ v = 0 ⇔
4�

i,j=2
i<j

aijvi ∧ vj = 0 ⇔ a23 = a24 = a34 = 0

⇔ ω = v1 ∧ (a12v2 + a13v3 + a14v4) ⇒ ω is reducibel ,

een tegenspraak.

2. (a) ⇒ (b): Dit volgt uit 1. en Lemma 2.1.26.

(b) ⇒ (a): Indien ω = v1 ∧ v2 reducibel is geldt Lω(v1, v) = 0 voor alle v ∈ V .

(a) ⇒ (c): Neem aan dat er toch zo’n ω� bestaat; dan geldt

ω ∈ { τ ∈ Λ2V | Q(ω�, τ) = 0 } = { τ ∈ Λ2V | Q(ω, τ) = 0 }

en dus Q(ω,ω) = 0 , een tegenspraak.

(c) ⇒ (a): Neem aan dat Q(ω,ω) = 0 , dan voldoet ω� := ω aan de eisen in (c), een tegenspraak.

2.2 De Plücker-inbedding

Laat V een n-dimensionale vectorruimte zijn en 0 ≤ k ≤ n.

Definitie 2.2.1. We definiëren de Grassmann-variëteit

G(k, V ) := { U ⊂ V | U is een k − dimensionale lineaire deelruimte van V } .

In het geval van V = Cn definiëren we
G(k, n) := G(k, Cn) .

Opmerking 2.2.2. 1. Via U ↔ P(U) kunnen we G(k, V ) identificeren met de verzameling van (k − 1)-
dimensionale lineaire deelruimten van P(V ). I.h.b. kunnen we G(2, V ) beschouwen als de verzameling van
lijnen in P(V ).

2. G(1, V ) = P(V )

3. G(2, V ) is de verzameling van lijnen in P(V ).

4. G(n− 1, V ) = P(V )∗

5. G(0, V ) en G(n, V ) bestaan elk uit één punt.

Lemma 2.2.3. Er is een natuurlijke identificatie

G(n− 1, V ) = P(V ∗) .
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Bewijs: Elk hypervlak in P(V ) correspondeert met een uniek hypervlak H ⊂ V , en zo’n H correspondeert
met een 0 �= α ∈ V

∗ die uniek is op een factor �= 0 na, dus met een punt in P(V ∗).

Definitie 2.2.4. Voor 1 ≤ k ≤ n definiëren we de afbeelding

pl : G(k, V ) −→ P
�
Λk

V
�

als volgt: voor U ∈ G(k, V ) laat (v1, . . . , vk) een basis van U zijn; dan geldt

pl(U) := π(v1 ∧ . . . ∧ vk) ,

waarbij π : Λk
V \ {0} −→ P

�
Λk

V
�

de natuurlijke projectie is. pl heet Plücker-inbedding.

Propositie 2.2.5. pl is goed gedefinieerd en injectief.

Bewijs: Dit volgt uit Propositie 2.1.24.

Propositie 2.2.6. Voor U, U
� ∈ G(2, V ) laat (v1, v2) resp. (v�

1, v
�
2) een basis zijn van U resp. U

�. Dan zijn de
volgende twee uitspraken equivalent.

1. P(U) ∩ P(U �) �= ∅

2. (v1 ∧ v2) ∧ (v�
1 ∧ v

�
2) = 0

Bewijs: P(U) ∩ P(U �) �= ∅ is equivalent met U ∩ U
� �= {0}, dus volgt de uitspraak uit Propositie 2.1.25.

2.3 De meetkunde van de Grassmann-variëteit G(2,4)

We beschouwen nu V = C4 met standaard basis (e0, . . . , e3) en standaard coördinaten (x0, . . . , x3). In Λ2C4

geeft dit de basis (f0, . . . , f5) = (e0 ∧ e1, . . . , e2 ∧ e3); de (homogene) coördinaten in Λ2C4 ∼= C6 (resp. in
P(Λ2C4) ∼= P5) t.o.v. deze basis schrijven we (y0, . . . , y5) (resp. (y0 : . . . : y5)).

We identificeren Λ4C met C m.b.v. de basis e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3.

Volgens Propositie 2.1.33 is de kwadratische vorm

Q : Λ2C4 × Λ2C4 −→ C , Q(ω,ω
�) = ω ∧ ω

�

niet-ontaard.

Uit Propositie 2.1.33.3 volgt

Gevolg 2.3.1. Voor ω ∈ Λ2C4 zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. Er zijn u, v ∈ C4 met ω = u ∧ v.

2. ω ∧ ω = Q(ω,ω) = 0.

Propositie 2.3.2. Voor de Plücker inbedding

pl : G(2, 4) −→ P5 = P(C6) ,

geldt het volgende. Laat p = (p0 : p1 : p2 : p3) en q = (q0 : q1 : q2 : q3) verschillende punten op de lijn
G(2, 4) � L ⊂ P3 = P(C4) zijn. Dan geldt

pl(L) :=
�����

p0 p1

q0 q1

���� :
����

p0 p2

q0 q2

���� :
����

p0 p3

q0 q3

���� :
����

p1 p2

q1 q2

���� :
����

p1 p3

q1 q3

���� :
����

p2 p3

q2 q3

����

�
.
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Bewijs: Laat U ⊂ C4 de 2-dimensionale lineaire deelruimte zijn met L = P(U) . Dan is v :=
3�

i=0
piei ,

u :=
3�

i=0
qiei een basis van U , en het is makkelijk te zien dat

v ∧ u =
3�

i,j=0
i<j

����
pi pj

qi qj

���� ei ∧ ej .

Notatie: L =
�

p
q

�
=

�
p0 : . . . : p3

q0 : . . . : q3

�

Stelling 2.3.3. Laat (y0 : . . . : y5) de homogene coördinaten in P5 zijn. Dan is het beeld

G := pl(G(1, 3))

de gladde kwadriek in P5 met vergelijking

y0y5 − y1y4 + y2y3 = 0 . (∗)

Bewijs: Dit volgt uit Gevolg 2.1.31.

Uit (∗) volgt dat G = { y ∈ P5 | yAyt = 0 } waarbij

A =





0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0




.

Definitie 2.3.4. Voor y0 = (y0
0 : . . . : y0

5) ∈ G heet de 4-dimensionale lineaire deelruimte Ty0 van P5 met
vergelijking

Q(y0, y) = y0Ayt = y0
0y5 − y0

1y4 + y0
2y3 + y0

3y2 − y0
4y1 + y0

5y0 = 0

het raakhypervlak aan G in y0.

Precies zoals voor raakvlakken aan gladde kwadrieken in P3 bewijst men

Propositie 2.3.5. Ky0 := Ty0 ∩G is de vereniging van alle lijnen in P5 door y0 die in G bevat zijn. I.h.b. geldt
y ∈ Ky0 d.e.s.d. als de lijn yy0 in G bevat is.

Stelling 2.3.6. Voor een lijn L ∈ P3 geldt

Kpl(L) = { pl(L�) | L� lijn in P3 met L ∩ L� �= ∅ } .

Bewijs: Voor y = pl(L) , y� = pl(L�) geldt wegens Propositie 2.2.6

L ∩ L� �= ∅ ⇔ Q(y, y�) = 0 ⇔ y� ∈ Ty ∩ G = Ky .

In het vervolg identificeren we G(1, 3) i.h.a. met G via pl, of we zeggen dat een deelverzameling van G corre-
spondeerd (via pl) met een verzameling lijnen in P3. We schrijven dan ook TL resp. KL in plaats van Tpl(L)

resp. Kpl(L).
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Definitie 2.3.7. (Schubert cykels) We definiëren
- voor een punt p ∈ P3 : σ(p) := {lijnen door p};
- voor een lijn L ⊂ P3 : σ(L) := {lijnen die L snijden};
- voor een vlak H ⊂ P3 : σ(H) := {lijnen in H};
- voor een vlak H ⊂ P3 en een punt p ∈ H : σ(p, H) := σ(p) ∩ σ(H) = {lijnen in H door p};
- voor een gladde kwadiek Q ⊂ P3 : σ(Q) := {lijnen in een regelsysteem van Q}.

Opmerking 2.3.8. Volgens Stelling 2.3.6 geldt σ(L) = KL.

Notaties: In het vervolg schrijven we (indien geen verwarring mogelijk is) p zowel voor (p0, . . . , p3) ∈ C4 als

ook voor (p0 : . . . : p3) ∈ P3
. We schrijven p ∧ q voor de vector in Λ2C4, maar (in het geval p ∧ q �= 0 ) ook

voor het corresponderende punt in P(Λ2C4) = P5 en de lijn pq ∈ P3
.

Gevolg 2.3.9. 1. Voor twee verschillende lijnen L, M ⊂ P3 geldt

L ∩M �= ∅ ⇔ LL,M ⊂ G ,

waarbij LL,M := pl(L)pl(M) de verbindingslijn in P5 is. In dit geval geldt LL,M = σ(p, H) waarbij
{p} = L ∩M en H = span(L ∪M).

2. Voor elk vlak H ⊂ P3 en punt p ∈ H is σ(p, H) een lijn in P5.

3. Indien L ⊂ G een lijn in P5 is, dan is er een uniek vlak H ⊂ P3 en een uniek punt p ∈ H met
H = σ(p, H) .

Bewijs: 1. De equivalentie volgt uit Propositie 2.3.5 en Stelling 2.3.6. Kies p �= q ∈ L en p �= r ∈ M ; dan

geldt

σ(p, H) = { p(λq + µr) | (λ : µ) ∈ P1
} = { p ∧ (λq + µr) | (λ : µ) ∈ P1

}

= { (λp ∧ q + µp ∧ r | (λ : µ) ∈ P1
} = LL,M .

2. Neem verschillende L en M in σ(p, H), dan volgt net als in het bewijs van 1. dat σ(p, H) = LL,M .

3. Neem verschillende L en M in L. Dan geldt volgens 1. L = LL,M = σ(p, H) waarbij {p} = L ∩M en

H = span(L ∪M)

Definitie 2.3.10. Laat M ⊂ P5 een lineaire deelruimte zijn. Dan heet M∩ G een lineair lijnencomplex in P3.

Opmerking 2.3.11. M ∩ G is de kwadriek in M gegeven door de restrictie tot M van de bij de matrix A

horende kwadratische vorm op C6, waarbij M ⊂ C6 de met M corresponderende lineaire deelruimte is.

De lineaire lijnencomplexen zijn bijzondere configuraties van lijnen in P3. Één doel van dit hoofstuk is alle

afzonderlijke types van deze complexen meetkundig te beschrijven.

We beginnen met het geval dat de lineaire deelruimte in kwestie bevat is in G.

Lemma 2.3.12. Laat P een projectief vlak zijn een X ⊂ P een deelverzameling zijn met de volgende twee
eigenschappen.

1. Er zijn punten p, q, r ∈ X die niet op één lijn liggen.

2. p, q ∈ P , p �= q ⇒ pq ⊂ X .

Dan geldt X = P .

Bewijs: Omdat p, q, r niet op één lijn liggen zijn er homogene coördinaten in P met p = (1 : 0 : 0) , q = (0 : 1 : 0) ,

r = (0 : 0 : 1) . Voor (x : y : z) ∈ P met (x, y) �= (0, 0) geldt dan

pq ⊂ X ⇒ xp + yq ∈ X ⇒ (xp + yq)r ⊂ X ⇒ (x : y : z) = xp + yq + zr ∈ X .
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Propositie 2.3.13. 1. (a) Voor elk vlak H ⊂ P3 en elk punt p ∈ H is σ(p, H) ⊂ G een lijn in P5.
(b) Laat L ⊂ G een lijn zijn in P5. Dan is er een vlak H ⊂ P3 en een punt p ∈ H zodat L = σ(p, H).

2. (a) Voor elk punt p ∈ P3 resp. vlak H ⊂ P3 is σ(p) resp. σ(H) een vlak in P5.
(b) Laat H ⊂ G een vlak in P5 zijn. Dan is er een punt p ∈ P3 zodat H = σ(p), of er is een vlak H ⊂ P3

zodat H = σ(H).

3. G bevat geen lineaire deelruimte van P5 met dimensie 3 of hoger.

Bewijs: 1. Dit is Gevolg 2.3.9.

2.(a) Neem drie lijnen L1, L2, L3 ∈ σ(p) die niet in één vlak in P3 liggen. Neem aan dat er een lijn σ(p) �� L ⊂ P3

is met L ∩ Li = {pi} �= ∅ , i = 1, 2, 3 . Dan geldt pi �= p en dus Li = ppi , i = 1, 2, 3 . Maar dan zijn L1, L2, L3

bevat in het vlak in P3 opgespannen door p en L, een tegenspraak. Hieruit volgt

σ(p) = { L ⊂ P3 lijn | L ∩ Li �= ∅ , i = 1, 2, 3 } = KL1 ∩KL2 ∩KL3 = G ∩ (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) .

Uit L1 �= L2 volgt TL1 �= TL2 en daarmee, omdat dim TL1 = dimTL2 = 4 ,

dim(TL1 ∩ TL2) < dim TL1 = 4 .

Omdat L1, L2, L3 niet in één vlak liggen is er een lijn L ∈ P3 met L ∩ L3 = ∅ , L ∩ L1 �= ∅ �= L ∩ L2 : neem
een lijn L in het vlak in P3 opgespannen door L1 en L2 met p �∈ L . Hiervoor geldt

L �∈ KL3 ⊂ TL3

en
L ∈ KL1 ∩KL2 ⊂ TL1 ∩ TL2 .

Hieruit volgt TL1 ∩ TL2 �⊂ TL3 en dus

dim(TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) < dim(TL1 ∩ TL2) < 4

ofwel
dim(TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) ≤ 2 .

Anderzijds liggen L1, L2, L3 ∈ σ(p) ⊂ TL1 ∩ TL2 ∩ TL3 wegens 1. niet op één lijn in P5, dus volgt dat

H := dim(TL1 ∩ TL2 ∩ TL3)

en H ⊂ P5 een projectief vlak is. σ(p) ⊂ H bevat de drie punten L1, L2, L3 die niet op één lijn in P5, en dus
ook niet op één lijn in H liggen. Verder geldt

L, M ∈ σ(p) , L �= M ⇒ LL,M = σ(p, span(L ∪M)) ⊂ σ(p) .

Uit Lemma 2.3.12 volgt nu
H = σ(p) ⊂ G .

Neem drie lijnen L1, L2, L3 ∈ σ(H) die niet door één punt gaan; dan liggen de drie snijpunten {pij} := Li ∩ Lj ,

1 ≤ i < j ≤ 3 , niet op één lijn. Neem aan dat er een lijn σ(H) �� L ⊂ P3 is met L ∩ Li = {pi} �= ∅ , i = 1, 2, 3 .

Dan geldt pi ∈ L ∩ Li ⊂ L ∩H , i = 1, 2, 3 . Maar L �⊂ H betekent dat L ∩ H één punt p is die gelijk zou
moeten zijn aan alle pi, d.w.z. dat alle Li door p zouden moeten gaan; een tegenspraak. Hieruit volgt

σ(H) = { L ⊂ P3 lijn | L ∩ Li �= ∅ , i = 1, 2, 3 } = KL1 ∩KL2 ∩KL3 = G ∩ (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) .

Uit L1 �= L2 volgt net als boven
dim(TL1 ∩ TL2) < dim TL1 = 4 .

Omdat L1, L2, L3 niet door één punt gaan is er een lijn L ∈ P3 met L ∩ L3 = ∅ , L ∩ L1 �= ∅ �= L ∩ L2 : neem
een lijn L door p12 met L �∈ H . Hiervoor geldt

L �∈ KL3 ⊂ TL3
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en
L ∈ KL1 ∩KL2 ⊂ TL1 ∩ TL2 .

Hieruit volgt weer TL1 ∩ TL2 �⊂ TL3 en dus

dim(TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) ≤ 2 .

Anderzijds liggen L1, L2, L3 ∈ σ(H) ⊂ TL1 ∩ TL2 ∩ TL3 wegens 1. niet op één lijn, dus volgt dat

H := dim(TL1 ∩ TL2 ∩ TL3)

en H ⊂ P5 een projectief vlak is. σ(H) ⊂ H bevat de drie punten L1, L2, L3 die niet op één lijn in P5, en dus
ook niet op één lijn in H liggen. Verder geldt

L, M ∈ σ(H) , L �= M ⇒ LL,M = σ(L ∩M,H) ⊂ σ(H) .

Uit Lemma 2.3.12 volgt
H = σ(H) ⊂ G .

2.(b) Neem drie punten L1, L2, L3 ∈ H die niet op één lijn in H liggen. Wegens LLi,Lj ⊂ H ⊂ G en 1. geldt

Li ∩ Lj =: {pij} �= ∅ , 1 ≤ i < j ≤ 3 .

Stel dat p12 = p13 = p23 = p . Dan geldt L1, L2, L3 ∈ σ(p) , en we hebben al bewezen dat σ(p) een vlak is.
Omdat L1, L2, L3 niet op één lijn liggen volgt

σ(p) = span(L1, L2, L3) = H .

Stel dat p12 �= p13 . Dan geldt p23 �∈ L1 omdat L2 �= L1 �= L3 , dus volgt L1, L2, L3 ∈ σ(H) voor het vlak
H = span(p12, p13, p23) ⊂ P3

. Net als boven concluderen we

σ(H) = span(L1, L2, L3) = H .

3. Zou G een lineaire deelruimte van dimensie ≥ 3 bevatten dan waren er coördinaten in P5 waarvoor de matrix
van de G definiërende kwadratische vorm de gedaante





∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0 0





heeft. Maar zo’n matrix heeft maximaal rang 4.

Gevolg 2.3.14. Voor een lijn L ⊂ P5 zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

1. L �⊂ G

2. L ∩ G bestaat uit twee verschillende punten, corresponderend met twee kruisende lijnen in P3, of L ∩ G
bestaat uit één punt L en L raakt in L aan G.

Lemma 2.3.15. Laat L1, L2, L3 ⊂ P3 drie kruisende lijnen zijn. Dan geldt:

1. H := span(L1, L2, L3) ⊂ P5 is een vlak en K := H ∩ G een gladde kegelsnede in H;

2. dim (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) = 2 , dus TL1 ∩ TL2 ∩ TL3 is een vlak.
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Bewijs: 1. Zouden L1, L2, L3 op één lijn L ⊂ P5 liggen zou L de kwadriek G in drie verschillende punten
snijden en daarom in G bevat zijn. Maar dan zouden L1, L2, L3 elkaar volgens Propositie 2.3.13.1 in één punt
p snijden; een tegenspraak. Hieruit volgt dat H inderdaad een vlak is.

Uit L1 ∩ L2 = ∅ volgt wegens Gevolg 2.3.9 dat H ⊃ LL1,L2 �⊂ G , en dus H �⊂ G . K is daarom een echte
kegelsnede in H. Omdat L1, L2, L3 ∈ K niet op één lijn liggen is K geen dubbeltellende lijn in H. Maar K kan
ook niet uit twee verschillende lijnen bestaan, want dan zou één daarvan twee van de Li’s bevatten, en hieruit
zou volgen dat deze twee elkaar snijden. Er blijft dus als enige mogelijkheid dat K een gladde kegelsnede is.

2. Wegens L1 �= L2 geldt TL1 �= TL2 en dus dim (TL1 ∩ TL2) ≤ 3 . Wegens Lemma 1.6.1 is er een lijn
L ⊂ P3 met L ∩ L1 �= ∅ �= L ∩ L2 en L ∩ L3 = ∅ , d.w.z. met L ∈ TL1 ∩ TL2 en L �∈ TL3 . Hieruit volgt
TL1 ∩ TL2 �⊂ TL3 en dus dim (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) < dim (TL1 ∩ TL2) ≤ 3 , ofwel dim (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) ≤ 2 . Aan
de andere kant geldt wegens TLi ⊂ P5 dat

dim (TL1 ∩ TL2) ≥ dim TL1 + dim TL2 − dim P5 = 4 + 4− 5 = 3 ,

en daarom
dim (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) ≥ dim (TL1 ∩ TL2) + dim TL3 − 5 ≥ 3 + 4− 5 = 2 .

We concluderen dim (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) = 2 .

Propositie 2.3.16. Laat H ⊂ P5 een vlak zijn.

1. De volgende twee uitspraken zijn equivalent.

(a) H ∩ G = M1 ∪M2 met M1,M2 ⊂ H twee verschillende lijnen.
(b) Er zijn een lijn L ⊂ P3

, punten p1, p2 ∈ L en vlakken L ⊂ H1, H2 ⊂ P3 zodat

p1 �= p2 , H1 �= H2

en
H ∩ G = σ(p1, H1) ∪ σ(p2, H2) .

2. Definiëer K := H ∩ G ; dan zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

(a) K is een gladde kegelsnede in H.
(b) Er is een gladde kwadriek Q ⊂ P3 zodat K één regelsysteem op Q is.

In dit geval is
H̄ :=

�

L∈K
TL

ook een vlak in P3; K̄ := H̄ ∩ G is een gladde kegelsnede in H̄ en gelijk aan het tweede regelsysteem op Q.

3. Laat Q ⊂ P3 een gladde kwadriek zijn en K ⊂ G een regelsysteem op Q. Dan is er een vlak H ⊂ P5

zodat K = H ∩ G een gladde kegelsnede in H is.

Bewijs: 1.(a) ⇒ 1.(b): Volgens Propositie 2.3.13.1 zijn er vlakken Hi ⊂ P3 en punten pi ∈ Hi zodat
Mi = σ(pi, Hi) , i = 1, 2 . Voor de lijn L ⊂ P3 met {L} = M1 ∩M2 geldt L ∈ σ(p1, H1) ∩ σ(p2, H2) en
dus p1, p2 ∈ L ⊂ H1, H2 . Neem aan dat p1 = p2 := p , dan geldt M1 ∪M2 ⊂ σ(p) , en derhalve

H = span(M1 ∪M2) = σ(p) ⊂ G ;

een tegenspraak. Er geldt dus p1 �= p2 . Op een analoge manier zou H1 = H2 =: H impliceren

H = σ(H) ⊂ G ;

er geldt dus ook H1 �= H2 .

1.(b) ⇒ 1.(a): Dit is triviaal.
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2.(a) ⇒ 2.(b): Laat L1, L2, L3 ∈ K drie paarsgewijs verschillende punten zijn. Omdat K geen lijn bevat geldt
voor 1 ≤ i < j ≤ 3

H ⊃ LLi,Lj �⊂ K = H ∩ G ;

hieruit volgt LLi,Lj �⊂ G en dus wegens Gevolg 2.3.9 Li ∩ Lj = ∅ . Volgens Propositie 1.6.6.1(a) is er een
unieke gladde kwadriek Q ⊂ P3 zodat L1, L2, L3 bij één regelsysteem R1 op Q horen. Het tweede regelsysteem
op Q is dan volgens Propositie 1.6.6.1(b) en Stelling 2.3.6

R2 = { M ⊂ P3 lijn | M ∩ Li �= ∅ , i = 1, 2, 3 } = KL1 ∩KL2 ∩KL3 = (TL1 ∩ TL2 ∩ TL3) ∩ G .

Laat M1, M2, M3 ∈ R2 paarsgewijs verschillend zijn, dan zijn dit kruisende lijnen en volgens Lemma 2.3.15 is
H� := TM1 ∩ TM2 ∩ TM3 een vlak. Wederom volgens Propositie 1.6.6.1(b) en Stelling 2.3.6 geldt

R1 = { L ⊂ P3 lijn | L ∩Mi �= ∅ , i = 1, 2, 3 } = KM1 ∩KM2 ∩KM3 = H
�
∩ G .

I.h.b. geldt L1, L2, L3 ∈ R1 ⊂ H�
. Omdat L1, L2, L3 niet op één lijn in P5 liggen volgt

H = span(L1, L2, L3) = H
�

en dus
K = H ∩ G = H

�
∩ G = R1 .

Omdat L ∩M �= ∅ voor alle L ∈ R1 , M ∈ R2 volgt verder

{M1, M2, M3} ⊂ R2 ⊂

�

L∈R1

TL =
�

L∈K
TL ⊂ TL1 ∩ TL2 ∩ TL3 =: H̄ .

Volgens Lemma 2.3.15 is H̄ een vlak; omdat M1, M2, M3 niet op één lijn liggen volgt

span(M1, M2, M3) =
�

L∈K
TL = H̄ .

Volgens Propositie 1.6.6.2 en Stelling 2.3.6 geldt

R2 = { M ⊂ P3 lijn | ∀ L ∈ R1 : M ∩ L �= ∅ } =
�

L∈K
KL =

�
�

L∈K
TL

�
∩ G = H̄ ∩ G .

Als regelsysteem bevat R2 geen waaier σ(p, H), dus bevat R2 = H̄ ∩ G geen lijn en is derhalve een gladde
kegelsnede in H̄.

2.(b) ⇒ 2.(a): Laat R1,R2 de twee regelsystemen op Q zijn met R1 = K , en M1, M2, M3 ∈ R2 . Zoals we
boven hebben gezien geldt voor het vlak H� := TM1 ∩ TM2 ∩ TM3 dat R1 = H� ∩ G ; dit is een gladde kegelsnede
omdat er geen lijn inzit. Wegens K ⊂ H en Gevolg 1.2.14 geldt

H
� = span(K) = H .

3. Dit volgt uit de discussie hierboven.

Propositie 2.3.17. 1. Voor een deelverzameling X ⊂ G zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

(a) Er is een 3-dimensionale lineaire deelruimte V ⊂ P5 zodat X = V ∩ G een gladde kwadriek in V

is.
(b) Er zijn twee kruisende lijnen L1, L2 ⊂ P3 zodat

X = TL1 ∩ TL2 ∩ G = { L ∈ G | L ∩ L1 �= ∅ �= L ∩ L2 } .

De twee regelsystemen op X zijn dan

R1 = { σ(p, span(p, L1) | p ∈ L2 } , R2 = { σ(p, span(p, L2) | p ∈ L1 } .

2. Voor een deelverzameling X ⊂ G zijn de volgende twee uitspraken equivalent.
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(a) Er is een 3-dimensionale lineaire deelruimte V ⊂ P5 zodat X = V ∩ G een kegel in V is met rang
3.

(b) Er is een lijn L0 ⊂ P3 en een gladde kwadriek Q ⊂ P3 met L0 ⊂ Q zodat

X =
�

p∈L0

σ(p, TpQ) .

3. Voor een deelverzameling X ⊂ G zijn de volgende twee uitspraken equivalent.

(a) Er is een 3-dimensionale lineaire deelruimte V ⊂ P5 zodat X = V ∩ G de vereniging van twee
verschillende vlakken in V is.

(b) Er is een vlak H ⊂ P3 en een punt p ∈ H zodat

X = σ(p) ∪ σ(H) .

Bewijs: 1.(a) ⇒ 1.(b): We gebruiken de volgende notatie: Voor een lijn L ⊂ P5 met L ⊂ G schrijven we HL
resp. pL voor het vlak in P3 resp. het punt in dit vlak waarvoor geldt L = σ(pL, HL) .

Laat R1,R2 de twee regelsystemen van X zijn en M1,M2 ∈ R2 verschillende regels. Voor alle L ∈ R1 en
i = 1, 2 geldt L ∩Mi �= ∅ , d.w.z.

∅ �= σ(pL, HL) ∩ σ(pMi , HMi) ⇒ ∃ L ∈ σ(pL, HL) : pMi ∈ L ⊂ HL .

Uit
σ(pM1 , HM1) ∩ σ(pM2 , HM2) = M1 ∩M2 = ∅

volgt pM1 �= pM2 en dus
P3

⊃ L1 := pM1pM2 ⊂

�

L∈R1

HL .

Aan de andere kant geldt voor verschillende L1,L2 ∈ R1

σ(pL1 , HL1) ∩ σ(pL2 , HL2) = L1 ∩ L2 = ∅

waaruit volgt HL1 �= HL2 en dus
L1 =

�

L∈R1

HL .

Geheel analoog is er een lijn L2 ⊂ P3 zodat

L2 =
�

M∈R2

HM .

Voor L ∈ X is er een L ∈ R1 met L ∈ L = σ(pL, HL) en dus L ⊂ HL ; wegens L1 ⊂ HL volgt L ∩ L1 �= ∅ .

Analoog volgt L ∩ L2 �= ∅ en dus

X ⊂ { L ∈ G | L ∩ L1 �= ∅ �= L ∩ L2 } = KL1 ∩KL2 = TL1 ∩ TL2 ∩ G .

Uit L1 ∩ L2 = ∅ volgt niet alleen HL1 �= HL2 maar ook pL1 �= pL2 en {pL1 , pL2} �⊂ HL1 ∩HL2 . Neem aan
dat pL1 �∈ HL2 maar pL2 ∈ HL1 . Dan geldt L0 := pL1pL2 ∈ L1 en L0 ∩ L = {pL2} �= ∅ voor alle L ∈ L2 .

Dit betekent dat LL0,L ⊂ G voor alle L ∈ L2 , d.w.z. dat

H := span(L0,L2) ⊂ V ∩ G = X .

Wegens pL1 �∈ HL2 geldt L0 �∈ L2 waaruit volgt dat H een vlak is. Maar een gladde kwadriek in een P3 bevat
geen vlak; een tegenspraak.

We concluderen dat voor L1,L2 ∈ R1 , L1 �= L2 , geldt

HL1 �= HL2 , pL1 �∈ HL2 , pL2 �∈ HL1 .
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I.h.b. geldt voor L1 = HL1 ∩HL2

L1 ∩ pL1pL2 = ∅ .

Voor alle M ∈ R2 geldt M ∩ Li �= ∅ waaruit volgt pLi ∈ HM , i = 1, 2 . Wegens pL1 �= pL2 volgt

L2 = HM1 ∩HM2 = pL1pL2

en daarmee
L1 ∩ L2 = ∅ .

I.h.b. geldt TL1 �= TL2 en dus dim (TL1 ∩ TL2) = 3 . Wegens X ⊂ TL1 ∩ TL2 geldt

V = span(X ) ⊂ TL1 ∩ TL2 .

Wegens dim(V) = dim (TL1 ∩ TL2) = 3 volgt V = TL1 ∩ TL2 en dus

X ⊂ TL1 ∩ TL2 ∩ G = V ∩ G = X ,

en we concluderen
X = TL1 ∩ TL2 ∩ G .

Voor alle L ∈ R1 geldt pL ∈ L2 en L1 ⊂ HL , dus HL = span(pL, L1) . Hieruit volgt

R1 = { σ(pL, span(pL, L1)) | L ∈ R1 } ⊂ { σ(p, span(p, L1)) | p ∈ L2 } .

Neem L = σ(p, span(p, L1)) met p ∈ L2 . Dit is een lijn in X en dus element van R1 of R2. Maar L ∈ R2

kan niet want dan zou gelden p ∈ L1 . We concluderen

R1 = { σ(p, span(p, L1) | p ∈ L2 } .

Op dezelfde manier zien we
R2 = { σ(p, span(p, L2) | p ∈ L1 } .

Opmerking: We hebben mede bewezen dat

L1 = { pL | L ∈ R2 } , L2 = { pL | L ∈ R1 } .

1.(b) ⇒ 1.(a): Zoals eerder geldt voor V := TL1 ∩ TL2 dat dim(V) = 3 . I.h.b. geldt V �⊂ G , dus is X een echte
kwadriek in V. Per definitie geldt voor alle p ∈ L1 dat σ(p, span(p, L2)) ∈ X , en het is niet moeilijk te zien
(omdat L1 en L2 kruisend zijn) dat voor p, q ∈ L1 , p �= q , geldt σ(p, span(p, L2)) ∩ σ(q, span(q, L2)) = ∅ .

Dit betekent dat de kwadriek X ⊂ V veel (tenminste 3) kruisende lijnen bevat, maar voor een kwadriek in een
3-dimensionale complex-projectieve ruimte kan dit alleen als die glad is.

2.(a) ⇒ 2.(b): Laat L0 de top van X zijn en H ⊂ V een vlak met L0 �∈ H ; dan is K := X ∩H en gladde
kegelsnede in H. Volgens Propositie 2.3.16 is er een gladde kwadriek Q ∈ P3 zodat K één regelsysteem R1 op
Q is. Omdat X een kegel is met top L0 geldt

∀ L ∈ K : LL0,L ⊂ G ⇔ L0 ∩ L �= ∅ ;

hieruit volgt dat L0 bevat is in het tweede regelsysteem R2 op Q. Verder geldt omdat X een kegel is

X =
�

L∈K
LL0,L =

�

L∈R1

σ(L0 ∩ L, span(L0, L)) .

Voor de gladde kwadriek Q in P3 en L0 ∈ R2 geldt

∀ p ∈ L0 ∃ Lp ∈ R1 : p = L0 ∩ Lp , TpQ = span(L0, Lp) .

Samenvattend hebben we

X =
�

L∈R1

σ(L0 ∩ L, span(L0, L)) =
�

p∈L0

σ(p, TpQ) .
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2.(b) ⇒ 2.(a): Omdat L0 ⊂ Q is er een regelsysteem R2 op Q met L0 ∈ R2 ; laat R1 het andere regelsysteem

op Q zijn. Volgens Propositie 2.3.16 is er een vlak H ⊂ P5 zodat R1 = H ∩ G een gladde kegelsnede is, en

wegens G � L0 �∈ R1 geldt L0 �∈ H . Dit betekent dat V := span(L0,H) ⊂ P5 een 3-dimensionale lineaire

deelruimte is en dus niet bevat in G. Voor p ∈ L0 laat Lp ∈ R1 de regel zijn met L0 ∩ Lp = {p} , dan geldt

wegens TpQ = span(L0, Lp) dat σ(p, TpQ) = LL0,Lp ⊂ V ∩ G . De kwadriek V ∩ G bevat dus

�

p∈L0

σ(p, TpQ) =

�

p∈L0

LL0,Lp =

�

L∈R1

LL0,L .

Dit is de kegel in V over de gladde kegelsnede R1 met top L0; omdat deze bevat is in de kwadriek V ∩G moeten

de twee gelijk zijn.

3.(a) ⇒ 3.(b): Schrijf X = H1 ∪H2 met H1,H2 ∈ V verschillende vlakken. Wegens dim(V) = 3 snijden de

twee vlakken elkaar in een lijn. Elk van de twee vlakken is volgens Propositie 2.3.13 van de vorm σ(p) of σ(H).

Neem aan dat Hi = σ(pi) , i = 1, 2 . Dan geldt p1 �= p2 , dus bestaat H1 ∩H2 = σ(p1) ∩ σ(p2) = {p1p2} uit

één punt; een tegenspraak. Ook Hi = σ(Hi) , i = 1, 2 , impliceert dat H1 ∩H2 = σ(H1) ∩ σ(H2) = {H1 ∩H2}

uit één punt bestaat, wat niet kan.

We mogen dus stellen dat H1 = σ(p) , H2 = σ(H) . Indien p �∈ H ; geldt H1 ∩H2 = σ(p) ∩ σ(H) = ∅ , weer

een tegenspraak. Er geldt dus p ∈ H .

3.(b) ⇒ 3.(a): Volgens Propositie 2.3.13 zijn σ(p) en σ(H) verschillende vlakken in G, en wegens p ∈ H is

σ(p) ∩ σ(H) = σ(p, H) een lijn. Dit betekent dat V := span(σ(p) ∪ σ(H)) dimensie 3 heeft en volgens Proposi-

tie 2.3.13 niet bevat is in G. Er volgt dat V ∩ G een echte kwadiek in V is die de twee verschillende vlakken

σ(p),σ(H) bevat en daarom hun vereniging is.

Opmerking 2.3.18. De kwadriek Q in deel 2.(b) is niet uniek bepaald door V, maar hangt af van de keuze van
een vlak in V dat X in een gladde kegelsnede snijdt.

Laat nu Z ⊂ P5 een 4-dimensionale lineaire deelruimte zijn. Omdat de kwadriek G rang 6 heeft is Q := Z ∩ G

een kwadriek in Z van rang 4 of 5. In het eerste geval is er een L0 ∈ G met

Q = KL0 = { L ∈ G | L ∩ L0 �= ∅ } .

Propositie 2.3.19. De volgende twee uitspraken zijn equivalent.

1. Z ∩ G heeft rang 5, d.w.z. is een gladde kwadriek in Z.

2. Er is een niet-ontaarde alternerende bilineaire vorm Γ : C4 × C4 −→ C zodat

Z ∩ G =

�

p∈P3

σ(p, P(ker(Γp))) ,

waarbij
Γp : C4

−→ C , Γp(u) := Γ(v, u) ,

voor 0 �= v ∈ C4 met p = P(C · v) . Merk op dat Γp alleen op een factor �= 0 na bepaald is, maar ker(Γp)

goed gedefinieerd is.

De vorm Γ is door Z op een factor �= 0 na uniek bepaald.

Bewijs: 1. ⇒ 2.: Omdat Q niet-ontaard is volgt uit Lemma 1.1.11 en Lemma 2.2.3 dat er een ω0 ∈ Λ2C4 is,

uniek op een factor �= 0 na, zodat

Z = { ω ∈ P5
| Q(ω0, ω) = 0 } .

Was ω0 reducibel, dus in G, dan was Q = Tω0G ∩ Z niet glad; ω0 is dus irreducibel. Volgens Lemma 2.1.34 is

de alternerende bilineaire vorm

Γ : C4
× C4

−→ Λ
4C = C , Γ(v, u) := Q(ω0, v ∧ u) = ω0 ∧ v ∧ u
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niet-ontaard. Uit Lemma 1.1.11 en Lemma 2.2.3 volgt voor alle p dat P(ker(Γp)) een vlak is, met p ∈ P(ker(Γp))

wegens v ∧ v = 0 . Voor een lijn L = pq = v ∧ u ∈ P5 geldt nu

L ∈ Z ⇔ Q(ω0, v ∧ u) = Γp(u) = 0 ⇔ u ∈ ker(Γp) ⇔ p ∈ L ∈ σ(P(ker(Γp))) ⇔ L ∈ σ(p, P(ker(Γp))) .

2. ⇒ 1.: Omdat Γ alternerend en bilineair is bestaat er een unieke lineaire afbeelding γ : Λ2C4 −→ C , dus een

element 0 �= γ ∈ (Λ2C4)∗ , zodat γ(v ∧ u) = Γ(v, u) voor alle v, u ∈ C4
. Omdat Q niet-ontaard is bestaat er

wegens Lemma 1.1.11 een uniek 0 �= ω0 ∈ Λ2C4 zodat

∀ ω ∈ Λ
2C4

: γ(ω) = Q(ω0, ω) .

Omdat Γ niet-ontaard is volgt uit Lemma 2.1.34 dat ω0 irreducibel is, hetgeen betekent dat het hypervlak

Z � := { ω ∈ P5 | Q(ω0, ω) = 0 } geen raakvlak van G is. Net als in 1. ⇒ 2. volgt nu

Z � ∩ G =

�

p∈P3

σ(p, P(ker(Γp))) = Z ∩ G .

Omdat Z ∩ G en Z � ∩ G gladde kwadrieken zijn volgt

Z �
= span(Z � ∩ G) = span(Z ∩ G) = Z .

We merken tenslotte op dat Γ door ω0 uniek is vastgelegd, en ω0 door Z op een factor �= 0 na.

Uit het bewijs hierboven volgt

Gevolg 2.3.20. De universele eigenschap van het ∧-produkt levert een natuurlijk isomorfisme

Alt
2
(C4

) ∼= (Λ
2C4

)
∗

.

De niet-ontaarde alternerende bilineaire vorm Q op Λ2C4 induceert een isomorfisme

q : (Λ
2C4

)
∗ −→ Λ

2C4

via Q(q(α), ω) = α(ω) voor alle α ∈ (Λ2C4)∗ , ω ∈ Λ2C4
, en een bijectie

P(Λ
2C4

) −→ (P(Λ
2C4

))
∗

= { Z ⊂ P(Λ
2C4

) | Z hypervlak } , ω �→ P(ker(Q(ω, .))) .

In totaal levert dit een door Q gëınduceerde bijectie

P(Alt
2
(C4

)) −→ (P(Λ
2C4

))
∗

die de niet-ontaarde alternerende bilineaire vormen modulo C∗ identificeert met de gladde hypervlaksneden van
Q.

Opgave 2.3.21. Bepaal de lijnenconfiguraties in P3 die corresponderen met de gladde kegelsneden in de vlakken
σ(p) en σ(H).
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1 Inleiding

Projectieve meetkunde kan worden opgebouwd vanuit vectorruimtes, zoals in dit
dictaat uitgebreid wordt behandeld. Het is echter ook mogelijk de theorie, met
name die van vlakken, axiomatisch op te bouwen. In dit deel van het dictaat
zal dit kort worden gedemonstreerd. Fascinerend is de rol die de stellingen van
Pappos en Desargues spelen in deze context.

2 Axiomatische projectieve meetkunde

Definitie 1. Een geordend paar (X,L), met X een verzameling en L ⊂ ℘(X)
een verzameling van deelverzamelingen van X, heet een projectief vlak, als geldt:

1. ∀l,m ∈ L : l $= m ⇒ |l ∩m| = 1.

2. ∀p, q ∈ X : p $= q ⇒ ∃!l ∈ L : p ∈ l ∧ q ∈ l.

3. ∃p1, p2, p3, p4 ∈ X : ∀i ∈ {1, 2, 3, 4} :

¬[∃l ∈ L : {p1, p2, p3, p4} \ {pi} ⊂ l].

De elementen van X worden punten genoemd en de elementen van L lijnen.

In gewoon Nederlands komt de definitie van een projectief vlak neer op het
volgende:

Definitie 2. Een verzameling X voorzien van een lijnenstructuur (d.w.z.: som-
mige deelverzamelingen van X worden gelabeld met het adjectief lijn) heet een
projectief vlak, als geldt:

1. Twee verschillende lijnen snijden elkaar altijd in één punt.

2. Door twee verschillende punten gaat exact één lijn.

3. Er zijn vier punten in algemene positie, d.w.z.: geen drie op één rechte.
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