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1. (Opgave 1.6.2 in het dictaat) Laat P een 3-dimensionale projectieve ruimte zijn en L1, L2, L3 ⊂ P drie
kruisende lijnen. Laat zien dat er homogene coördinaten x = (x0 : x1 : x2 : x3) in P zijn zodat

L1 = { x ∈ P | x0 = x2 = 0 } , L2 = { x ∈ P | x1 = x3 = 0 } , L3 = { x ∈ P | x0−x1 = x2−x3 = 0 } .

2. Beschouw P = P3(C) met homogene coördinaten x = (x0 : x1 : x2 : x3) en daarin de projectieve
vlakken H1 := { x ∈ P | x0 = 0 } , H2 := { x ∈ P | x3 = 0 } .

Dan zijn x̄ = (x1 : x2 : x3) resp. x̃ = (x0 : x1 : x2) homogene coördinaten in H1 resp. H2. Verder
zijn gegeven de kegelsneden K1 := { x̄ ∈ H1 | x1x2 − x1x3 = 0 } , K2 := { x̃ ∈ H2 | x20 + x1x2 = 0 } .

(a) Maak een verhelderende schets van deze configuratie.

(b) Bewijs dat de kwadrieken Q ⊂ P met Q ∩Hi = Ki , i = 1, 2 , een door C geparametriseerde
familie (Qλ)λ∈C vormen.

(c) Bewijs dat precies één van de Qλ in (a) niet glad is, maar een kegel. Bepaal de top hiervan.

(d) Wat gebeurt er in de limiet λ −→ ∞ met Qλ en Qλ ∩Hi , i = 1, 2 ?

N.B. Bij de delen (a), (b) en (d) is een zinvolle interpretatie van de vraag deel van de opgave.

3. (a) Laat × : R3 × R3 −→ R3
, (u, v) �→ u× v het gebruikelijke uitproduct zijn. Bewijs dat × een

isomorfisme Λ2R3 −→ R3 induceert.

(b) Laat V een n-dimensionale R-vectorruimte zijn. Bewijs dat de afbeelding ν
2 : V × V −→ Λ2

V ,

(u, v) �→ u ∧ v , surjectief is d.e.s.d. als n ≤ 3 .

4. We beschouwen de Grassmann-variëteit G = G(2, 4) van lijnen in P3 = P3(C) via de Plücker inbed-
ding als deelverzameling van P5 = P5(C) .
Voor p ∈ P3 beschouw de Schubert cykel σ(p) = {lijnen in P3 door p} (zie Definitie 2.3.7); dit is een
projectief vlak in P5 volgens Propositie 2.3.13.

(a) Laat H ⊂ P3 een projectief vlak zijn met p �∈ H . Bewijs dat de afbeelding

H −→ σ(p) , q �→ pq ,

een projectieve transformatie is.

(b) Met welke lijnenconfiguraties in P3 corresponderen de gladde kegelsneden in het vlak σ(p)?
(Hint: Gebruik deel (a) en Propositie 1.2.5.)


