
INLEIDING TOT DE

NUMERIEKE WISKUNDE

M.N. Spijker

en

J.A. van de Griend

april 2008

MATHEMATISCH INSTITUUT
UNIVERSITEIT LEIDEN





INLEIDING TOT DE

NUMERIEKE WISKUNDE

M.N. Spijker

en

J.A. van de Griend



copyright c© 2008 M.N. Spijker en J.A. van de Griend

Adres van de schrijvers

Mathematisch Instituut

Postbus 9512

2300 RA Leiden

Nederland



iii

INHOUD

1 Inleiding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1 Inhoud Numerieke Wiskunde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Representatie van getallen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.3 Afrondfouten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.4 Doorwerking van fouten aan het begin van een algoritme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1

Hoofdstuk 1 Inleiding

1.1 Inhoud Numerieke Wiskunde

In de Numerieke Wiskunde gaat het om het berekenen van waarden y.

Voorbeeld 1.1 Laten V en W twee gegeven platte vlakken zijn met V ⊥W en zij B een aanliggende

bol met straal 1.

Gevraagd is de grootheid y =[inhoud van het grootste bolletje dat tussen V , W en B door kan

rollen]/[inhoud van B].

Noem de straal van dat grootste bolletje r. Na enige berekening blijkt te gelden r = (
√

2−1)/(
√

2+

1), y = ( 4
3πr3)/( 4

3π) = r3, en dus

(a) y = [(
√

2 − 1)/(
√

2 + 1)]3.

Aangezien y = (
√

2 − 1)6 = 99 − 70
√

2, geldt ook

(b) y = 99 − 70
√

2.

Analoog is y = 1/(
√

2 + 1)6 = 1/(99 + 70
√

2), zodat

(c) y = 1/(99 + 70
√

2).

Bij toepassing van deze drie rekenmethoden, met
√

2 vervangen door 1.4, vinden we

in geval (a): 1/216, in geval (b): 1, in geval (c): 1/197.

In werkelijkheid geldt 1/198 < y < 1/197.

In de Numerieke Wiskunde zijn 3 onderdelen te onderscheiden.

1e Het ontwerpen van rekenmethoden (vaak door gebruikers, b.v. ingenieurs, sterrenkundigen,

informatici).

2e Het toepassen van rekenmethoden (vaak met computer, b.v. in de techniek, meteorologie, drink-

watervoorziening).

3e Het onderzoek van rekenmethoden (vaak door wiskundigen). De betrouwbaarheid van de bere-

kende waarde ỹ wordt onderzocht, i.h.b.

de absolute fout ỹ − y met absolute waarde | ỹ − y|;
de relatieve fout ( ỹ − y)/y met absolute waarde |( ỹ − y)/y|.
Foutenoorzaken:

i) meetfouten (in natuurkundig experiment), schattingsfouten, statistische fluctuaties (uitkomst

enquête),

ii) afrondfouten (er wordt slechts in eindig aantal cijfers gerekend),

iii) afbreekfouten (b.v. e = 1 + 1
1! + 1

2! + 1
3! + · · · wordt afgebroken).

De Numerieke Wiskunde is een zeer uitgebreid vakgebied. Per jaar verschijnen circa 10 000 nieuwe

artikelen!

1.2 Representatie van getallen

In een (digitale) computer zijn slechts eindig veel getallen te representeren. Deze heten represen-

teerbare getallen.

Bij drijvende punt (floating point) representatie zijn deze getallen van de vorm x = a × B b, met

grondtal B. In de meeste computers is B = 2m, m = 1 of 4. We bekijken in het volgende slechts

het geval B = 10.



2 1.3 Afrondfouten

Elk representeerbaar getal, ongelijk aan nul, wordt geschreven als x = a × 10b, waarbij

a = ±0.α1α2 . . . αt, αi geheel (1 ≤ i ≤ t), 0 ≤ αi ≤ 9 (1 ≤ i ≤ t), α1 6= 0;

b geheel.

Bij deze representatie is t een vast getal, terwijl b en de getallen α1, α2, . . . , αt variabel zijn.

De grootheid a wordt mantisse genoemd, b de exponent en t het aantal cijfers.

Hoewel in een computer b slechts eindig veel waarden kan aannemen, leggen we in het volgende,

ter wille van de eenvoud, geen beperkingen op aan b.

Het getal nul wordt geschreven als 0. 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
t cijfers

×100.

Opgave 1.1 Onderzoek of onderstaande getallen te representeren zijn in het 2-tallig stelsel met 3

cijfers in de mantisse (B = 2, t = 3):

4, 4
100

, 6, 7
16

, 12, 13
2

.

Bepaal, indien dit mogelijk is, de drijvende punt representatie.

1.3 Afrondfouten

Zij gegeven een waarde x 6= 0, die we willen verwerken in een berekening. We zullen x in de machine

vervangen door een representeerbare x̃ = ±0.α1α2 . . . αt × 10b.

Voorbeeld 1.2 Zij t = 3 en x in decimale notatie gelijk aan −0.073867 × 103.

Om x̃ te verkrijgen gaan we als volgt te werk.

Normaliseer tot ±0.γ1γ2γ3 . . . × 10d met γ1 6= 0 : x =−0.73867 × 102

Tel ±0. 00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
t cijfers

5 × 10d er bij op : −0.0005 × 102
+

−0.73917 × 102

Kap af op t cijfers : x̃ =−0.739 × 102.

De zo verkregen x̃ heet ontstaan uit x door afronding op t cijfers. Voor elk ander representeerbaar

getal y geldt:

| x̃ − x| ≤ |y − x|.

We noteren x̃ als x̃ = fl(x) of x̃ = flt(x).

Voorbeeld 1.3 Zij t = 3 en x = −0.073867 × 103. Dan is x̃ = −0.739 × 102 en geldt

∣∣∣∣
x̃ − x

x

∣∣∣∣ =
0.00033

0.73867
<

0.00050

0.10000
= 0.005.

Zelfs geldt voor t = 3 en elke x 6= 0 dat de bijbehorende x̃ voldoet aan

∣∣∣∣
x̃ − x

x

∣∣∣∣ < 0.005.
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Voor algemene t en x 6= 0 kunnen we afleiden dat

∣∣∣∣
fl(x) − x

x

∣∣∣∣ < 5 × 10−t.

Definieer eps door eps = 5 × 10−t; eps heet de nauwkeurigheid van de representatie.

Opgave 1.2 Bewijs voor alle x 6= 0 : fl(x) = (1 + ε)x met |ε| < eps.

Opgave 1.3 x = 50.7349, y = 50.7351, t = 4, x̃ = fl(x), ỹ = fl(y). Zijn de absolute fouten x̃ − x

en ỹ − y in absolute waarde aan elkaar gelijk? Zijn de relatieve fouten
x̃ − x

x
en

ỹ − y

y
in absolute

waarde aan elkaar gelijk?

1.4 Doorwerking van fouten aan het begin van een algoritme

1.4.1 Afhankelijkheid van één veranderlijke

Voorbeeld 1.4 Gevraagd : y = 99 − 70
√

2 = 1/(99 + 70
√

2). Beschikbaar: benadering ã = 1.4 =

fl2(a) van a =
√

2.

1. Benadering van y met behulp van de eerste uitdrukking geeft ỹ = 99 − 70 × ã = 1.

2. Bij gebruik van de tweede uitdrukking vinden we ỹ = 1/(99 + 70 × ã) = 0.005076 . . . .

Hoe is dit verschil te verklaren? Welke waarde is het best?

Algemene situatie

Gevraagd: y afhangend van een getal a.

Beschikbaar: ã waarmee ỹ verkregen wordt.

Zij ∆a = ã − a en ∆y = ỹ − y. Hoe hangt ∆y af van ∆a?

Definieer een functie f zó dat f(a) = y en f( ã) = ỹ . Omdat f ′(a) = lim
h→0

f(a + h) − f(a)

h
, geldt

(1.1) ∆y ' f ′(a)∆a.

Voorbeeld 1.5 Zij gevraagd (zie voorbeeld 1.4) y = 99 − 70a = 1/(99 + 70a) met a =
√

2 en zij

beschikbaar ã = 1.4.

We kiezen twee verschillende functies f behorend bij de twee benaderingen uit voorbeeld 1.4.

1. Kies f(x) = 99 − 70x. Dan is inderdaad y = f(a), ỹ = f( ã). Formule (1.1) leidt tot

∆y ' −70∆a. Hier geldt zelfs ∆y = −70∆a. Dus |∆y| = 70|∆a| ≤ 70 × 0.05 = 3.5 ; ỹ = 1.

We kunnen slechts concluderen dat −2.5 ≤ y ≤ 4.5.

2. Kies f(x) = 1/(99 + 70x). We zien y = f(a) en ỹ = f( ã). f ′(x) = −70(99 + 70x)−2

leidt met (1.1) tot ∆y ' −70(99 + 70
√

2)−2∆a ' −70(99 + 70 × 1.4)−2∆a. Hieruit volgt

|∆y| ' 0.002 × |∆a|, |∆y| . 0.002 × 0.05 = 10−4, ỹ = 0.005076 . . . en 0.0049 . y . 0.0052.



4 1.4 Doorwerking van fouten aan het begin van een algoritme

1.4.2 Afhankelijkheid van meer dan één veranderlijke

We bekijken in deze paragraaf twee speciale gevallen van afhankelijkheid, n.l. de vermenigvuldiging

en de aftrekking van twee grootheden a en b waarvan we slechts benaderingen ã en b̃ kennen.

Vermenigvuldiging

Zij y = ab en ỹ = ã b̃ met ∆a = ã − a en ∆b = b̃ − b. Hoe hangt ∆y af van ∆a en ∆b?

1e stap. Veronderstel eerst ∆b = 0 en kies f(x) = xb. Dan is y = f(a) en ỹ = f( ã) zodat (1.1)

toepasbaar is. Uit f ′(x) = b vinden we ∆y ' b∆a.

2e stap. Veronderstel ∆a = 0 en kies f(x) = ax. Dan is y = f(b) en ỹ = f( b̃) zodat (1.1)

toepasbaar is met f ′(x) = a. Zo vinden we ∆y ' a∆b.

3e stap. We passen het zgn. superpositie-principe toe: (de totale fout in ã b̃) is te benaderen door

(de fout in ã b) + (de fout in a b̃). Zo vinden we voor ∆y = ã b̃ − ab dus

∆y ' b∆a + a∆b.

4e stap. Om het verband tussen de relatieve fouten te vinden, delen we de laatste relatie door

y = ab. We zien

(1.2)
∆y

y
' ∆a

a
+

∆b

b
.

Aftrekking

Zij y = a − b en ỹ = ã − b̃ met ∆a = ã − a en ∆b = b̃ − b. Hoe hangt ∆y af van ∆a en ∆b?

Door drie stappen uit te voeren (als boven), of rechtstreeks, vinden we ∆y = ∆a−∆b. Deling door

y = a − b leidt tot

(1.3)





∆y

y
= γ1

∆a

a
+ γ2

∆b

b
,

γ1 =
1

1 − b/a
, γ2 =

1

1 − a/b
.

Voorbeeld 1.6 Neem aan dat a = 0.807194 en b = 0.804609. Dan is ã = fl3(a) = 0.807 en

b̃ = fl3(b) = 0.805.

Bekijk eerst het product van a en b: y = ab met ỹ = ã b̃ . Dan is y = 0.649475 . . ., ỹ = 0.649635,

zodat |rel. fout| ' 0.0002 dus circa 0.02%.

Bekijken we nu het verschil van a en b: y = a−b met ỹ = ã − b̃ . Dan is y = 0.002585 en ỹ = 0.002,

zodat |rel. fout| ' 0.2 dus circa 20%. Dit was op grond van (1.3) te verwachten.

Opgave 1.4 Zij y = a/b en ỹ = ã/ b̃ met ∆a = ã − a en ∆b = b̃ − b. Toon aan dat

∆y

y
' ∆a

a
− ∆b

b
.
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Opgave 1.5 Zij y = a + b en ỹ = ã + b̃ met ∆a = ã − a en ∆b = b̃ − b. Toon aan dat





∆y

y
= γ1

∆a

a
+ γ2

∆b

b
, waarbij

γ1 =
1

1 + b/a
, γ2 =

1

1 + a/b
.

1.4.3 Lange algoritmen

In principe is ook hier (1.1) toepasbaar. Soms is de bepaling van f ′(a) lastig. We geven een

illustratie aan de hand van de Gulden Snede. De eis
1 − a

a
=

a

1
leidt tot

(1.4) a2 + a − 1 = 0.

Hieruit volgt a = (
√

5 − 1)/2 en fl6(a) = 0.618034. Gevraagd wordt een tabel met yn = an (n =

1, 2, . . . , 100). Er zijn verschillende methoden om deze tabel te construeren.

Methode M1

y1 = a, yn = a × yn−1 (n = 2, 3, . . . , 100).

Methode M2

Uit (1.4) zien we dat an + an−1 − an−2 = 0. Dit leidt tot y0 = 1, y1 = a, yn = yn−2 − yn−1 (n =

2, 3, . . . , 100).

Aangezien a in de laatste methode maar één keer voorkomt en een aftrekking goedkoper is dan

een vermenigvuldiging lijkt methode M2 de beste. Exacte uitvoering van beide methoden, met a

vervangen door ã = 0.618 034, leidt tot de getallen die in de tabel zijn weergegeven.

n fl6( ỹ n) (M1) fl6( ỹ n) (M2)

2 0.381966 × 100 0.381966 × 100

10 0.813062 × 10−2 0.813000 × 10−2

20 0.661070 × 10−4 −0.100000 × 10−4

50 0.355319 × 10−10 −0.141597 × 103

100 0.126252 × 10−20 −0.398507 × 1013

Ter vergelijking diene de waarde a100 = 0.126251333 . . . × 10−20.

Onderzoek van methode M1 levert het volgende op.

Omdat yn = an en ỹn = ( ã )
n

definiëren we fn(x) = xn. Op grond van (1.1) is ∆yn ' nan−1∆a en

∆yn

yn
' n

∆a

a
.

Onderzoek van methode M2 geeft het volgende te zien.

Er geldt:

y0 = 1, y1 = a, yn = yn−2 − yn−1 (n = 2, 3, . . . , 100) en

ỹ0 = 1, ỹ1 = ã , ỹn = ỹn−2 − ỹn−1 (n = 2, 3, . . . , 100).
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Definieer nu

f0(x) = 1, f1(x) = x, fn(x) = fn−2(x) − fn−1(x) (n = 2, 3, . . . , 100).

Het is te bewijzen dat

fn(x) =
a−1 + x

a−1 + a
an +

a − x

a + a−1
(−a)−n.

Dus (voor grote n)

∆yn = (a−1 + a)−1[an − (−a)−n]∆a ' −(−1.62)n

2.24
∆a.

Als n = 100, dan is de factor vóór ∆a ongeveer gelijk aan −4 × 1020.

1.4.4 Algemene situatie

Uit (1.1) vinden we voor de relatieve fouten

(1.5)
∆y

y
' γ

∆a

a
, γ =

a

y
f ′(a).

Dit getal γ heet het conditiegetal van y m.b.t. a.

Voorbeeld 1.7 In voorbeeld 1.4 leidt de eerste uitdrukking voor y tot

f(x) = 99 − 70x, a =
√

2 en γ =

√
2

99 − 70
√

2
(−70) ' −19600.

De tweede uitdrukking geeft

f(x) =
1

99 + 70x
, a =

√
2 en γ =

√
2(99 + 70

√
2)

(99 + 70
√

2)
2 (−70) ' −0.50.

De opgave y te berekenen heet goed geconditioneerd m.b.t. a als |γ| klein is, en slecht geconditioneerd

m.b.t. a als |γ| groot is.

Opgave 1.6

(a) f1(x) =
√

x + 1 − √
x. Bewijs dat voor het conditiegetal γ van y met y = f1(a), voor a > 0,

geldt: − 1
2

< γ < 0.

(b) f2(x) =
(√

x + 1 +
√

x
)−1

. Doe hetzelfde als in onderdeel (a).

Opgave 1.7 f(x) = 10(1 − x2)
−1

voor x 6= 1, x 6= −1. Voor welke waarden van a is de opgave

f(a) te berekenen slecht geconditioneerd? Voor welke goed geconditioneerd?

1.5 De rekenkundige operaties

Als x en y beide representeerbaar zijn (met t cijfers), is het mogelijk dat x × y of x + y dit niet is.
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Voorbeeld 1.8 Zij t = 3, x = 0.333 en y = 0.666. Dan is x × y = 0.221778. In dit geval zouden

we willen dat de machine 0.222 oplevert.

Machineversies van +, −, × en / duiden we aan met resp. ⊕, 	, ⊗ en �. We veronderstellen dat

deze bewerkingen in de machine verstandig georganiseerd zijn, zodat voor representeerbare x en y

{
x ⊕ y = fl(x + y), x 	 y = fl(x − y),

x ⊗ y = fl(x × y), x � y = fl(x/y) .

Voorbeeld 1.9 Zij t = 3, x = 0.100×101 en y = 0.499×10−2. Dan is x+y = (0.100+0.000499)×
101 = 0.100499 × 101, zodat x ⊕ y = 0.100 × 101 en dus x ⊕ y = x.

Bekijk verder (x ⊕ y) ⊕ y en x ⊕ (y ⊕ y).

(x⊕y)⊕y = x⊕y = x, terwijl x⊕(y⊕y) = x⊕fl(y+y) = x⊕fl(0.998×10−2) = x⊕(0.998×10−2) =

fl(x + 0.998 × 10−2) = fl(0.100998 × 101) = 0.101 × 101.

We zien dat (x ⊕ y) ⊕ y 6= x ⊕ (y ⊕ y) en dat het nauwkeurigste resultaat wordt verkregen door de

optelling met de kleinste getallen te beginnen.

1.6 Stabiliteit van een algoritme

Bekijk de algemene situatie:

(gegevens a, b, c, . . .) algoritme A−−−−−−−−→ (verlangde waarde y).

In de praktijk verkrijgt men ỹ uit:

(gegevens ã , b̃ , c̃ , . . .) algoritme Ã−−−−−−−−→ (verkregen waarde ỹ ).

In het algemeen is ã 6= a, b̃ 6= b, enz. Bijvoorbeeld a = (de ‘echte’ druk P ), ã = (de gemeten druk

P̃ ).

Voorts is in het algemeen Ã 6= A. Bijvoorbeeld

A : (a, b, c) −→ (a + b)/c

en

Ã : (a, b, c) −→ (a ⊕ b) � c.

Men schrijft wel Ã = fl(A) (floating point realisatie van A).

De algoritme A heet stabiel als kleine |relatieve fouten| in a, b, c, . . . en kleine |relatieve fouten|
tengevolge van Ã i.p.v. A een kleine |( ỹ − y)/y| veroorzaken.

Voorbeeld 1.10 De ruimte tussen twee concentrische cilinders is gevuld met vloeistof.

Gevraagd: het vloeistofvolume v.

Gegeven:

de hoogte van beide cilinders = 1 (meter),

de straal van de binnenste cilinder r̃ = 0.897 (meter),

de afstand tussen de cilinderwanden d̃ = 0.0014 (meter) (d is, absoluut gezien, dus nauwkeu-

riger gemeten dan r).

We bekijken twee algoritmen om het volume v te berekenen.
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Algoritme A1: v =
(
(r + d)2 − r2

)
π met bijbehorende

algoritme Ã1 : ṽ =
(
( r̃ ⊕ d̃) ⊗ ( r̃ ⊕ d̃) 	 ( r̃ ⊗ r̃ )

)
⊗ fl(π).

Met t = 3 cijfers blijkt ṽ = 0.00314.

Algoritme A2: v = (2r + d)dπ met bijbehorende

algoritme Ã2 : ṽ =
{(

( d̃ ⊕ r̃ ) ⊕ r̃
)
⊗ d̃

}
⊗ fl(π).

Met t = 3 cijfers blijkt ṽ = 0.00791.

Hoe is dit verschil te begrijpen? Welke waarde is het best?

Het verschil in uitkomst is niet te verklaren uit een andere doorwerking van fouten in de gebruikte

gegevens

0.897, 0.0014 en fl(π) = 3.14.

Immers
(
(r + d)2 − r2

)
p = (2r + d)dp (voor alle d, r en p), zodat

(
( r̃ + d̃ )2 − r̃ 2) · fl(π) =

(2 r̃ + d̃) d̃ · fl(π).

De oorzaak van het verschil ligt dus in het effect dat de fl - operaties gezamenlijk op het eindant-

woord hebben.

We bekijken eerst algoritme A1 nader.

Veronderstel dat alles exact (zonder fouten) verloopt, met als enige uitzondering

(1.6) (r + d) ⊗ (r + d) in plaats van (r + d) × (r + d).

We analyseren het effect van deze fout op het eindantwoord.

Zij




a = (r + d)2, y = (a − r2)π,

ã = (r + d) ⊗ (r + d), ỹ = ( ã − r2)π,

∆a = ã − a, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = (x − r2)π. Dan is y = f(a), ỹ = f( ã) en f ′(x) = π. Uit (1.5) volgt

∆y

y
' γ

∆a

a
met γ =

a

y
π =

a

a − r2
=

(r + d)2

(2r + d)d
' 321.

Met t = 3 geldt

∣∣∣∣
∆a

a

∣∣∣∣ < 5 × 10−3, en derhalve

∣∣∣∣
∆y

y

∣∣∣∣ . 321 × 5 × 10−3 ' 1.6.

Een fout in het eindantwoord van circa 160 % is dus mogelijk, alléén al tengevolge van oorzaak

(1.6).

Conclusie: Algoritme A1 is niet erg stabiel.

We bekijken nu algoritme A2: ṽ =
{(

( d̃ ⊕1 r̃ ) ⊕2 r̃
)
⊗1 d̃

}
⊗2 fl(π).

Bij deze algoritme zijn er zeven foutenbronnen, nl. vier operaties en drie invoergegevens. We

onderzoeken ze apart.
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De operaties

1. Eerste optelling. Zij 



a = d + r, y = (a + r)dπ;

ã = d ⊕ r, ỹ = ( ã + r)dπ;

∆a = ã − a, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = (x + r)dπ, zodat f(a) = y, f( ã) = ỹ en f ′(x) = dπ.

Uit (1.5) volgt
∆y

y
' γ⊕1

∆a

a
met conditiegetal

γ⊕1
=

a

y
dπ =

d + r

d + 2r
' 1

2 .

2. Tweede optelling. Zij 



a = (d + r) + r, y = adπ;

ã = (d + r) ⊕ r, ỹ = ãdπ;

∆a = ã − a, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = xdπ, zodat f(a) = y, f( ã) = ỹ en f ′(x) = dπ.

Uit (1.5) volgt
∆y

y
' γ⊕2

∆a

a
met conditiegetal

γ⊕2
=

a

y
dπ = 1.

3. Eerste vermenigvuldiging. Zij





a = (2r + d) × d, y = aπ;

ã = (2r + d) ⊗ d, ỹ = ãπ;

∆a = ã − a, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = xπ, zodat f(a) = y, f( ã) = ỹ en f ′(x) = π.

Uit (1.5) volgt
∆y

y
' γ⊗1

∆a

a
met conditiegetal

γ⊗1
=

a

y
π = 1.

4. Tweede vermenigvuldiging. Zij





a =
(
(2r + d)d

)
× π, y = a;

ã =
(
(2r + d)d

)
⊗ π, ỹ = ã ;

∆a = ã − a, ∆y = ỹ − y.

Hier is
∆y

y
' γ⊗2

∆a

a
met conditiegetal

γ⊗2
= 1.

De gegevens

Er geldt y =
(
(r + d)2 − r2

)
π = (2r + d)dπ.
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1. Fout in r. Zij {
ỹ =

(
( r̃ + d)2 − r̃ 2)π = (2 r̃ + d)dπ;

∆r = r̃ − r, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = (2x + d)dπ, zodat f(r) = y, f( r̃ ) = ỹ en f ′(x) = 2dπ.

Dan geldt
∆y

y
' γr

∆r

r
met conditiegetal

γr =
r

y
2dπ =

2r

2r + d
' 1.

2. Fout in d. Zij {
ỹ = (2r + d̃) d̃π;

∆d = d̃ − d, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = (2r + x)xπ, zodat f(d) = y, f( d̃) = ỹ en f ′(x) = 2(r + x)π.

Dan geldt
∆y

y
' γd

∆d

d
met conditiegetal

γd =
d

y
2(r + d)π =

2(r + d)

2r + d
' 1.

3. Fout in π. Zij {
ỹ = (2r + d)d · fl(π);

∆π = fl(π) − π, ∆y = ỹ − y.

Definieer f(x) = (2r + d)dx, zodat f(π) = y, f( fl(π) ) = ỹ en f ′(x) = (2r + d)d.

Dan geldt
∆y

y
' γπ

∆π

π
met conditiegetal

γπ =
π

y
(2r + d)d = 1.

Door gebruik te maken van het superpositie-principe krijgen we voor de totale relatieve fout in v:

(1.7)
∆v

v
' γ⊕1

· ε⊕1
+ γ⊕2

· ε⊕2
+ γ⊗1

· ε⊗1
+ γ⊗2

· ε⊗2
+ γr · εr + γd · εd + γπ · επ.

Hierbij zijn ε⊕1
, ε⊕2

, ε⊗1
, ε⊗2

de relatieve fouten in respectievelijk de eerste optelling, de tweede

optelling, de eerste vermenigvuldiging, de tweede vermenigvuldiging en stellen εr, εd, επ de relatieve

fouten in respectievelijk r̃ , d̃ , fl(π) voor.

Nu geldt:

∣∣∣∣
∆v

v

∣∣∣∣ . |γ⊕1
| · |ε⊕1

| + |γ⊕2
| · |ε⊕2

| + |γ×1
| · |ε⊗1

| + |γ×2
| · |ε⊗2

| + |γr| · |εr + |γd| · |εd| + |γπ| · |επ|

' 1
2 · |ε⊕1

| + 1 · |ε⊕2
| + 1 · |ε⊗1

| + 1 · |ε⊗2
| + 1 · |εr| + 1 · |εd| + 1 · |επ|.
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Als elke foutenbron een relatieve fout introduceert die in absolute waarde ≤ ε is, dan geldt voor de

totale fout ∆v = ṽ − v: ∣∣∣∣
∆v

v

∣∣∣∣ . 13
2 ε.

De stabiliteit van A2 zou men dus kunnen karakteriseren door de som van de absolute waarden van

alle optredende conditiegetallen γ, d.w.z. door

circa ( 1
2

+ 1 + 1 + 1) + (1 + 1 + 1) = 13
2

.

Men noemt deze som het stabiliteitsgetal van algoritme A2.

Voor algoritme A1 vindt men een stabiliteitsgetal

circa (· · · + 321 + · · · + 1) + (1 + 1 + 1) > 325.

Aangezien 13
2

< 325 noemt men algoritme A2 stabieler dan algoritme A1.

In het algemeen is voor een willekeurige algoritme ter berekening van een grootheid y het stabili-

teitsgetal σ in twee delen op te splitsen,

σ = σG + σA.

Hierbij is σG gelijk aan de som van de absolute waarden van de conditiegetallen die betrekking

hebben op de gegevens a, b, c, . . . . De waarde σG is een maat voor de gevoeligheid van y voor

storingen in a, b, c, . . . . Analoog is σA een maat voor de gevoeligheid ten aanzien van fouten

gëıntroduceerd bij de uitvoering van de algoritme Ã (in plaats van A).

Opgave 1.8 We onderzoeken het probleem de waarde y =
√

a + 1 −√
a te berekenen. Er worden

twee algoritmen bekeken (zie ook opgave 1.6).

Algoritme A1. p = a + 1, q =
√

p, r =
√

a, y = q − r.

Algoritme A2. p = a + 1, q =
√

p, r =
√

a, s = q + r, y = 1/s.

In werkelijkheid werken we met ã = fl(a) i.p.v. met a en met de volgende twee algoritmen.

Algoritme Ã1 . p̃ = ã ⊕ 1, q̃ = fl(
√

p̃), r̃ = fl(
√

ã ), y1 = q̃ 	 r̃ .

Algoritme Ã2 . p̃ = ã ⊕ 1, q̃ = fl(
√

p̃), r̃ = fl(
√

ã ), s̃ = q̃ ⊕ r̃ , y2 = 1 � s̃ .

Zij a = 12345.

(a) Gebruik drijvende punt aritmetiek met grondtal B = 10 en t = 6 cijfers. Bepaal de waarden

y1 en y2.

(b) Bewijs voor Algoritme A1 dat het stabiliteitsgetal σ1 voldoet aan 61727 < σ1 < 61731.

(c) Bewijs voor Algoritme A2 dat het stabiliteitsgetal σ2 voldoet aan 3 < σ2 < 4.

(d) Bespreek de nauwkeurigheid van de waarden y1 en y2 met behulp van wat in de onderdelen

(b) en (c) gevonden is.

(e) Met Algoritme Ã1 wordt de waarde y1 berekend met B = 10 en t ≥ 1. Bepaal de kleinste

waarde t waarvoor te verwachten is dat de absolute waarde van de relatieve fout in y1 hoogstens

1 % is.

(f) Beantwoord dezelfde vraag voor Algoritme Ã2 en y2.
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Opgave 1.9 We onderzoeken het probleem voor a ∈ [0, 1
4π] de waarde y =

√
1 − (sin(a))2 te

berekenen. We bekijken daartoe de volgende algoritme:

Algoritme A: y = SQRT(1 	 SIN( ã ) ⊗ SIN( ã )).

Hierbij zijn SQRT en SIN resp. de computerversies van
√

en sin .

(a) Bepaal het conditiegetal van y m.b.t. a.

(b) Bereken de conditiegetallen behorend bij de operaties van algoritme A.

Zij a ' 0.7. De absolute waarde van de relatieve fout in a is ten hoogste 5 · 10−5. We berekenen de

waarde y met behulp van algoritme A met grondtal B = 10 en mantisselengte = t.

(c) Hoe groot moet t minstens zijn opdat men kan verwachten dat de absolute waarde van de

relatieve fout in y ten hoogste gelijk is aan 5 · 10−4?

Opgave 1.10 Men beschikt voor a ∈ [0, 1
4
π] over de waarde van cos(a). Met behulp van de formule

cos(a) =
{
1 −

(
cos( 1

2
π − a)

)2} 1
2

alsook met behulp van de formule

cos(a) = 2
(
cos( 1

2a)
)2 − 1

kan men voor a ∈ [ 1
4
π, 1

2
π] de waarde van cos(a) bepalen. De formules geven aanleiding tot de

volgende algoritmen ter berekening van y = cos(a). Beide algoritmen starten met de waarde

ã = fl(a).

Algoritme Ã1 . p = fl
(
cos(fl(π) � 2 	 ã)

)
, y1 = fl

(√
1 	 p ⊗ p

)
.

Algoritme Ã2 . q = fl
(
cos( ã � 2)

)
, y2 = 2 ⊗ (q ⊗ q) 	 1.

(a) Toon aan dat het stabiliteitsgetal σ1 van de exacte versie van Algoritme Ã1 voor a ∈ [ 14π, 1
2π)

gegeven wordt door

σ1 = 3
2
π · tan(a) + 3

2
(cos(a))−2.

(b) Toon aan dat het stabiliteitsgetal σ2 van de exacte versie van Algoritme Ã2 voor a ∈ [ 14π, 1
2π)

gegeven wordt door

σ2 = 5 + (4 + 2a sin(a))/ cos(a).

(c) Welke algoritme verdient de voorkeur als a ' 1
4π ? En als a ' 1

2π ?

(d) Voer beide algoritmen uit in drijvende punt aritmetiek met grondtal B = 10 en t = 3 cijfers.

Welke algoritme geeft het nauwkeurigste antwoord voor a = 0.8 ? En voor a = 1.5 ? Is dit in

overeenstemming met wat in onderdeel (c) gevonden is?
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Opgave 1.11 Met � en � duiden we respectievelijk aan: veel kleiner dan en veel groter dan.

Geef, zo mogelijk, een numeriek goede algoritme ter berekening van de volgende vier uitdrukkingen.

(a) y =
1

1 + 2a
− 1 − a

1 + a
(|a| � 1),

(b) y =

√
a +

1

a
−
√

a − 1

a
(a � 1),

(c) y =
1 − cos(a)

a
(0 < |a| � 1),

(d) y =
√

1 − a2 (0 < a < 1, a ' 1).

1.7 Vectorcomputers en parallelle computers

1.7.1 Vectorcomputers

Bij sommige numerieke algoritmen komen veel bewerkingen voor tussen twee vectoren (zoals op-

telling en inwendig product). Zulke algoritmen kunnen zeer goed worden uitgevoerd op een zgn.

vectorcomputer of vectorprocessor. Dit type computer beschikt over hardware-instructies voor het

werken met vectoren. Vectorcomputers gebruiken zgn. pipelining (pipeline(E.) = lopende band).

Hierbij wordt gebruik gemaakt van een opsplitsing van een aritmetische operatie in deeloperaties.

Elke deeloperatie wordt in één zgn. klokcyclus uitgevoerd. Als voorbeeld van zo’n aritmetische

operatie nemen we de optelling van twee getallen in drijvende puntaritmetiek met grondtal B = 2.

Uitgaande van twee getallen a = α × 2p en b = β × 2q met 1
2 ≤ |α| < 1 en 1

2 ≤ |β| < 1 worden de

volgende vier deeloperaties uitgevoerd.

D1. Bepaal r = max(p, q) en v = |p − q|; verschuif de cijfers in de mantisse van het getal met de

kleinste exponent v plaatsen naar rechts.

Merk op dat het bij deze verschuiving mogelijk is dat cijfers ‘uit de mantisse verdwijnen’.

D2. Tel bij de gewijzigde mantisse de ongewijzigde mantisse van het andere getal op en noem het

resultaat γ. Dan geldt 0 ≤ |γ| < 2.

D3. Verschuif, onder de voorwaarde dat γ 6= 0, de cijfers in de mantisse van γ juist u plaatsen naar

rechts zodanig dat voor de nieuwe mantisse, δ, geldt: 1
2
≤ |δ| < 1.

Merk op dat ook hier cijferverlies kan optreden en dat u negatief kan zijn.

D4. Bepaal s = r + u. De door deze algoritme bepaalde som van a en b heeft als mantisse δ en als

exponent s.

Voorbeeld 1.11 Alle in dit voorbeeld voorkomende mantissen en exponenten zijn in het tweetallig

stelsel genoteerd.

Zij a = 0.111 × 211 en b = 0.111 × 210. De vier deeloperaties verlopen nu als volgt.

1. r = max(11, 10) = 11 en v = |11 − 10| = 1. Het getal met de kleinste exponent is b.

Verschuiving naar rechts van de cijfers in de bijbehorende mantisse over 1 cijfer leidt tot

0.011.

2. γ = 0.011 + 0.111 = 1.010.

3. δ = 0.101 zodat u = 1.

4. s = 11 + 1 = 100. De waarde voor a + b die op deze wijze berekend wordt is dus 0.101 × 2100.
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De som van twee vectoren x en y (x, y ∈ R
n met componenten respectievelijk ξ1, ξ2, . . . , ξn en

η1, η2, . . . , ηn) wordt nu als volgt bepaald:

1. Deeloperatie D1 start met het paar (ξ1, η1).

2. Na één klokcyclus is D1 voltooid. Nu start D2 met het resultaat van D1 en start D1 met het

paar (ξ2, η2).

3. Na weer een klokcyclus zijn D1 en D2 klaar. Nu start D3 met het resultaat van D2, start D2

met het resultaat van D1 en start D1 met het paar (ξ3, η3).

4. Na de derde klokcyclus zijn D1, D2 en D3 voltooid. Nu starten D4, D3 en D2 met de resultaten

van resp. D3, D2 en D1 en start D1 met het paar (ξ4, η4).

5. Na de vierde klokcyclus zijn D1, D2, D3 en D4 klaar. De som van ξ1 en η1 is bepaald en D4,

D3 en D2 starten met de resultaten van resp. D3, D2 en D1. D1 start met het paar (ξ5, η5).

Enzovoorts.

Na iedere klokcyclus is weer een som van twee componenten bepaald. De som van de twee vectoren

x en y wordt zodoende in n + 3 klokcycli berekend. Vergeleken met een ‘gewone’ (sequentiële)

computer is dit dus ongeveer vier maal zo snel.

1.7.2 Parallelle computers

Sommige algoritmen bevatten veel berekeningen die onderling onafhankelijk zijn. Zulke algoritmen

zijn uitermate geschikt om te worden uitgevoerd op een parallelle computer. Zo’n computer beschikt

over een aantal, van elkaar onafhankelijke, processoren, die gegevens met een centraal geheugen (of

met elkaar) kunnen uitwisselen.

Voorbeeld 1.12 Zij gegeven de matrix A = (ai,j) ∈ R
n,n en de vector b = (βi) ∈ R

n. Gevraagd

wordt het product c = (γi) = Ab ∈ R
n te berekenen.

Neem aan dat de parallelle computer, die we gebruiken, over p = n processoren beschikt. Elke

processor kan dan precies één component γi van c berekenen. De i-de processor voert de volgende

algoritme uit:

1. s := 0

2. for j := 1 to n do s := s + ai,j × βj

3. γi := s

Elke processor moet dus dezelfde hoeveelheid rekenwerk uitvoeren. Vergelijken we deze wijze van

berekening van c met de berekening van c op een sequentiële computer, dan zien we dat de be-

rekening op de parallelle computer p maal zo snel verloopt als op een computer met slechts één

processor.

In voorbeeld 1.12 hebben we geen rekening gehouden met de tijd die per processor nodig is voor het

ophalen van elementen van A en b uit het centrale geheugen. Op veel parallelle computers gebeurt

het verzenden van data in eenheden van zgn. packets. Een packet kan een beperkt aantal reële

getallen bevatten, b.v. 64. Het verzenden van één reëel getal kost dan evenveel als het versturen

van 64 getallen. Het is derhalve zinvol voorbeeld 1.12 als volgt te generaliseren.

Voorbeeld 1.13 Zij gegeven de matrix A ∈ R
n,n en de vector b ∈ R

n. Gevraagd wordt het

product c = Ab te berekenen.

Neem aan dat de parallelle computer, die we gebruiken, over p = n
k processoren beschikt.
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Verdeel de matrix A in blokken van k × k - matrices en splits de vector b in vectoren ter lengte k.

We hebben dan de volgende situatie:




c1

c2

...

cp


 =




A1,1 A1,2 · · · A1,p

A2,1 A2,2 · · · A2,p

...
...

. . .
...

Ap,1 Ap,2 · · · Ap,p







b1

b2

...

bp


 ,

waarbij ci, bi ∈ R
k (i = 1, 2, . . . , p) en Ai,j ∈ R

k,k (i, j = 1, 2, . . . , p).

De i-de processor voert nu de volgende algoritme uit:

1. s :=




0

0
...

0




2. for j := 1 to p do s := s + Ai,j × bj

3. ci := s

De berekening verloopt nu p(= n
k ) maal zo snel als wanneer een sequentiële computer gebruikt zou

zijn.

In voorbeeld 1.13 worden per processor 2nk operaties uitgevoerd. Veronderstel dat de benodigde

tijd voor het oversturen van k2 getallen even groot is als die voor het versturen van 1 getal. Dan is

het aantal verstuurde packets per processor gedaald van 2n (in voorbeeld 1.12) tot 2p (in voorbeeld

1.13): een verbetering met een factor k. De waarde van k, die een zo klein mogelijke verwerkingstijd

oplevert hangt af van de verhouding tussen de benodigde tijd voor één operatie en de benodigde

tijd voor het versturen van één packet.
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Hoofdstuk 2 Niet-lineaire vergelijkingen

2.1 Inleiding

Laat N(t) de grootte van een bevolking ten tijde t aanduiden en ν het aantal immigranten per jaar.

Via enkele simpele overwegingen kan men het volgende model opstellen:

N(t) = N(0) eλt +
ν

λ
(eλt − 1) (t ≥ 0).

Hierbij stelt λ een vaste parameter voor, die bepaald wordt door de verhouding tussen het aantal

geboorten en het aantal sterfgevallen.

Gegeven: N(0) = 1 000 000, ν = 435 000 en N(1) = 1 564 000.

Gevraagd: λ.

Blijkbaar moet λ voldoen aan F (λ) = 0, waarbij F gedefinieerd is door

F (x) = 1 000 000 ex + 435 000
ex − 1

x
− 1 564 000.

λ is dus een oplossing van de vergelijking F (x) = 0.

Hoe berekent men λ, en hoe werken onnauwkeurigheden in de gegeven N(0), ν en N(1) door in λ?

In dit hoofdstuk bekijken we methoden om vragen van bovenstaand type op te lossen.

2.2 Bisectie

Gegeven: a < b, F ∈ C[a, b], F (a)F (b) < 0.

Gevraagd: x∗ met F (x∗) = 0.

Merk op dat zo’n x∗ bestaat; misschien zelfs meer dan één.

We beschrijven een procédé dat benaderingen x1, x2, x3, . . . levert van een x∗ met F (x∗) = 0.

Bisectie-methode

(i) a1 := a, b1 := b, k := 1;

(ii) xk := 1
2
(ak + bk);

(iii) als F (ak)F (xk) > 0, dan ak+1 := xk, bk+1 := bk;

als F (ak)F (xk) ≤ 0, dan ak+1 := ak, bk+1 := xk;

(iv) k := k + 1;

(v) ga naar (ii).

We zien:

(2.1) ak ≤ x∗ ≤ bk, bk − ak =
b − a

2k−1
(k = 1, 2, 3, . . .)

Stel dat we wensen: |xk − x∗| < TOL.

Uit (ii) en (2.1) volgt

(2.2) |xk − x∗| ≤ 1
2
(bk − ak) (k = 1, 2, 3, . . .).

Wanneer we in ons procédé deel (ii) vervangen door
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(ii′) dk := 1
2 (bk − ak); xk := ak + dk; als dk < TOL, dan STOP;

dan levert de algoritme keurig een xk op die aan onze wens voldoet.

We kunnen deze index k zelfs van tevoren berekenen. De eis dk < TOL uit (ii′) is (zie (2.1))

gelijkwaardig met 2−k(b − a) < TOL. De gezochte waarde k is dus gelijk aan het kleinste gehele

getal dat groter is dan 2log((b − a)/TOL).

Sterke punten van de methode:

1. De rij x1, x2, x3, . . . convergeert naar x∗.

2. Na elke iteratieslag is een scherpere insluiting van x∗ bekend.

3. A priori is bekend hoeveel rekenwerk er nodig is om een |abs. fout| < TOL te bereiken.

Zwak punt van de methode:

Er is een trage convergentie naar x∗.

Definitie 2.1 Veronderstel dat de rij {xk}∞k=1 convergeert naar x∗. Veronderstel bovendien dat

er een constante K bestaat zó dat |xk − x∗| ≤ K · |βk| voor alle k ≥ 1. Dan zeggen we dat de rij

{xk}∞k=1 convergeert naar x∗ met convergentiesnelheid O(βk) en we noteren

xk = x∗ + O(βk).

Bij de bisectiemethode geldt op grond van (2.1) en (2.2) dat

(2.3) |xk − x∗| ≤ (b − a)2−k voor k = 1, 2, 3, . . . .

De convergentiesnelheid bij de bisectiemethode is dus gelijk aan O(2−k). Daar 2−10 ' 10−3 zijn er

circa 10 stappen van de methode nodig om 3 goede cijfers extra te verkrijgen in de benadering xk

van x∗.

Voorbeeld 2.1 Zij F (x) = x3 + 4.0 x2 − 10 voor 1 ≤ x ≤ 2, a = 1 en b = 2.

Toepassing van de bisectie levert een rij {xk}∞k=1 op waarvan enkele waarden in de volgende tabel

zijn vermeld.

k fl5(xk)

1 1.5000

3 1.3750

6 1.3594

9 1.3652

12 1.3650

Op grond van (2.3) is |x12 − x∗| ≤ 2−12 = 0.000244 . . . en

∣∣∣∣
x12 − x∗

x∗

∣∣∣∣ '
∣∣∣∣
x12 − x∗

x12

∣∣∣∣ ≤ 0.0005.



2.3 Doorwerking van fouten in de gegevens 19

Opgave 2.1 Gegeven is de functie F met F (x) = x2 − 2. We passen bisectie toe om het nulpunt√
2 van F te benaderen. We nemen als startinterval [1.4, 1.5].

(a) Bepaal een zo klein mogelijke index k zodat |xk −
√

2| < 0.02.

(b) Bereken xk, waarbij k de index uit onderdeel (a) is.

2.3 Doorwerking van fouten in de gegevens

We willen weten wat het effect van fouten in de gegeven F is op de bijbehorende x∗. We zullen dit

illustreren aan de hand van voorbeeld 2.1 waarbij

F (x) = x3 + 4.0 x2 − 10.

Veronderstel dat 4.0 en 10 zijn gevonden in een (b.v. natuurkundig) experiment met fouten die in

absolute waarde hoogstens gelijk zijn aan resp. 0.05 en 0.5. We zullen het effect schatten dat de

fout in de waarde 10 heeft op de waarde x∗.

Noteer x3 + 4x2 − u = 0, waarbij x ∈ [1, 2] van u ' 10 afhangt. Schrijf x = f(u). Dan is

3f(u)
2 · f ′(u) + 8f(u) · f ′(u) − 1 = 0

en

(2.4) f ′(u) =
1

f(u) · (3f(u) + 8)
.

Zij v = 10. Dus (x∗)3 + 4(x∗)2 − v = 0.

Zij w ' 10, met (y∗)3 + 4(y∗)2 − w = 0.

Dan geldt: x∗ = f(v), y∗ = f(w) en derhalve

x∗ − y∗ ' f ′(v) (v − w).

Zij ∆v = v − w met |∆v| ≤ 0.5 en ∆x = x∗ − y∗. Dus

(2.5) ∆x ' f ′(10)∆v.

Aangezien f(10) ' 1.3650, vinden we uit (2.4) en (2.5):

∆x ' 1

1.4 (3 × 1.4 + 8)
∆v ' 0.06 × ∆v

en

|∆x| . 0.06 × 0.5 = 0.03.

Op grond van de mogelijke fout in de gegeven waarde 10 kunnen we het volgende concluderen:

(i) Het is onmogelijk het verlangde nulpunt met een absolute fout te benaderen die in absolute

waarde gegarandeerd kleiner dan 0.03 is,

(ii) We hadden kunnen volstaan met x6 of x7 te bepalen (want 2−7 = 0.0078 . . . en dus |x7−x∗| <

0.008).
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Opgave 2.2 We willen de wortel x∗ van de vergelijking x3+4.0x2−10 = 0 met de bisectiemethode

benaderen en nemen aan dat de fout in het gegeven 4.0 in absolute waarde ten hoogste 0.05 bedraagt.

(a) Ga na met welke absolute nauwkeurigheid de verlangde wortel te benaderen is.

(b) Welke k is passend om de wortel te benaderen met xk, indien we starten met a1 = 1 en

b1 = 2?

Opgave 2.3 De grootste wortel van de vergelijking x2 −λx+1.0001 = 0 duiden we aan met f(λ).

(a) Bepaal het conditiegetal van f in λ = 2.0001.

(b) Zij λ̃ = 2.0002, λ = 2.0001, x̃ = f( λ̃) en x = f(λ). Schat, met behulp van onderdeel (a), de

relatieve fout
x̃ − x

x
.

2.4 De methode van Newton

Gegeven is een reële functie F en een benadering x0 van een nulpunt x∗ van de functie F .

Een methode om een ‘betere’ benadering van x∗ te vinden verkrijgen we door F (x) rond x0 te

benaderen door F (x0) + F ′(x0) · (x − x0). Indien F ′(x0) 6= 0 heeft deze benaderende functie een

nulpunt x1. Deze x1 zal vaak een betere benadering van x∗ zijn dan x0. Er geldt

x1 = x0 −
(
F ′(x0)

)−1
F (x0).

Zo voortgaande vinden we een rij {xk}∞k=1 met

xk+1 = xk −
(
F ′(xk)

)−1
F (xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

Deze methode heet de methode van Newton.

Voorbeeld 2.2 Zij F (x) = x − 1
5 sin(x) − 1

2 voor 1
2 ≤ x ≤ 1.

Er geldt: F ( 1
2 ) = −0.095 . . . , F (1) = 0.331 . . . en F ′(x) > 0 voor 1

2 ≤ x ≤ 1.

Enkele benaderingen xk van het nulpunt van F (x) zijn hierna vermeld.

k fl7(xk) (Newton) fl7(xk) (Bisectie)

0 0.5

1 0.616 297 2 0.750 000 0

2 0.615 468 2 0.625 000 0

3 0.615 468 2 0.562 500 0

11 0.615 468 2 0.615 478 5

20 0.615 468 2 0.615 468 5

Voor de benadering x20 behorend bij de bisectiemethode geldt: |x20 − x∗| ≤ 2−21 < 0.000 000 5.

De convergentie bij de methode van Newton is zeer snel, mits:

(i) F ′(x∗) 6= 0,

(ii) |x0 − x∗| klein genoeg.

In paragraaf 8.4 zullen we hier nader op terugkomen.
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Opgave 2.4 Gegeven is de functie F met F (x) = x (x2 − 5). We willen de methode van Newton

gebruiken om de nulpunten van F te benaderen.

(a) Teken de grafiek van F .

(b) Voer twee stappen van de methode van Newton uit. Neem x0 = 1.

(c) Convergeert de methode van Newton met x0 = 1 naar een nulpunt van F ? Zo ja, naar welk

nulpunt?

2.5 De iteratie xk+1 = g(xk)

De methode van Newton kan geschreven worden in de vorm xk+1 = g(xk) met g(x) = x −(
F ′(x)

)−1
F (x).

Men kan ook met andere functies g itereren om x∗ te benaderen.

Voorbeeld 2.3 De vergelijking x3 + 4x2 − 10 = 0 is te herschrijven als x = 1
2 (10 − x3)

1
2 . Een

mogelijk iteratief proces is

xk+1 = 1
2

(
10 − (xk)

3) 1
2 (k = 0, 1, 2, . . .).

Dit levert de volgende tabel op:

k fl5(xk)

0 1.5000

5 1.3601

10 1.3654

15 1.3652

Dit proces is van de vorm xk+1 = g(xk) met g(x) = 1
2
(10 − x3)

1
2 .

Stelling 2.1 Zij g ∈ C1[a, b], g : [a, b] → [a, b], θ = max
a≤x≤b

|g′(x)| met θ < 1 en x0 ∈ [a, b]. Dan

geldt:

(i) Er is precies één x∗ ∈ [a, b] met x∗ = g(x∗).

(ii) Zij xk+1 = g(xk) voor k ≥ 0. Dan voldoet xk aan

|xk − x∗| ≤ θk · |x0 − x∗| ≤ θk · (b − a) voor k ≥ 1.

(iii) Met xk als in (ii) geldt

|xk − x∗| ≤ θ

1 − θ
|xk − xk−1| voor k ≥ 1.

Opmerkingen

1e. Een x∗ als in (i) heet dekpunt van g.

2e. Onder (ii) staat een a-priori afschatting; de snelheid van convergentie is O(θk).

3e. Onder (iii) staat een a-posteriori afschatting.

In paragraaf 8.3 zullen we op het bovenstaande terugkomen.
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Opgave 2.5 Bewijs stelling 2.1.

Opgave 2.6 Gegeven is de rij {xk}∞k=0, waarbij xk+1 = 1
2

(
xk+e−xk

)
(k = 0, 1, 2, . . .) en x0 ∈ [0, 1]

gegeven.

(a) Bewijs dat er precies één x∗ ∈ [0, 1] bestaat zodat lim
k→∞

xk = x∗.

Laat ook zien dat x∗ onafhankelijk is van de keuze van x0.

(b) Laat zien dat |xk − x∗| < 3−k voor k = 1, 2, 3, . . ..

(c) Bepaal met behulp van de afschatting uit onderdeel (b) een zo klein mogelijke index k zodat

|xk − x∗| < 5 × 10−8.
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Hoofdstuk 3 Interpolatie

3.1 De interpolatieformule van Lagrange

Voorbeeld 3.1 Een metalen staaf is verwarmd tot 100 ◦C. Op zeker tijdstip wordt de verwarming

afgezet. In een vast punt van de staaf wordt de dalende temperatuur om de 5 minuten afgelezen.

De volgende tabel ontstaat zo.

tijd (in min) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

temp (in ◦C) 100 74 55 42 33 24 17 13 11 10 9

Na dit experiment wordt gevraagd: de temperatuur na 31 minuten.

Problemen van dit, en soortgelijk type, kunnen met de methoden uit dit hoofdstuk worden opgelost.

Algemene situatie

Gegeven zij t1, t2, . . . , tn en η1, η2, . . . , ηn met ti 6= tj (als i 6= j).

Gevraagd wordt een ‘nette’ functie Φ(t) zó dat

Φ(ti) = ηi (i = 1, 2, . . . , n).

Een Φ met de verlangde eigenschap heet een interpolerende functie.

P (t) = ξ1 + ξ2t + · · · + ξntn−1 heet een polynoom van orde n met coëfficiënten ξ1, ξ2, . . . , ξn. Als

ξn 6= 0 heet P (t) een polynoom van graad n − 1.

We zullen in dit hoofdstuk interpolatie met polynomen bekijken (Φ(t) is dan van de vorm P (t)).

Stelling 3.1 Er is precies één interpolerend polynoom van orde n.

Bewijs. 1. Bekijk eerst de opgave voor een vaste, doch willekeurige, i (1 ≤ i ≤ n) een polynoom

van orde n te vinden met

P (t1) = 0, P (t2) = 0, . . . , P (ti−1) = 0, P (ti) = 1, P (ti+1) = 0, . . . , P (tn) = 0.

Definieer

Li(t) =
(t − t1) · . . . · (t − ti−1)(t − ti+1) · . . . · (t − tn)

(ti − t1) · . . . · (ti − ti−1)(ti − ti+1) · . . . · (ti − tn)
.

We zien dat deze Li(t) aan de opgave voldoet.

2. Bekijk

P (t) = L1(t)η1 + L2(t)η2 + · · · + Ln(t)ηn.

Het is duidelijk dat P (t) een polynoom van orde n is en dat

P (tj) = L1(tj)η1 + L2(tj)η2 + · · · + Ln(tj)ηn = ηj voor j = 1, 2, . . . , n.

Deze P is dus een polynoom met de verlangde eigenschappen.

3. Stel dat Q nòg een polynoom is met de verlangde eigenschappen. Dan is f := P − Q een

polynoom van orde n met f(t1) = f(t2) = · · · = f(tn) = 0. Hieruit volgt f(t) ≡ 0.
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De formule P (t) = L1(t)η1 + L2(t)η2 + · · · + Ln(t)ηn heet de interpolatieformule van Lagrange.

Voorbeeld 3.2 Zie de tabel in voorbeeld 3.1 en kies n = 3, t1 = 25, t2 = 30, t3 = 35, η1 = 24,

η2 = 17, en η3 = 13. Dan is

P (31) =
1 × (−4)

−5 × (−10)
× 24 +

6 × (−4)

5 × (−5)
× 17 +

6 × 1

10 × 5
× 13 =

= −0.08 × 24 + 0.96 × 17 + 0.12 × 13 = 15.96

Naar aanleiding van voorbeeld 3.2 merken we het volgende op:

1e. Indien aan de waarden een meetfout ∆ηi met |∆ηi| ' 0.5 kan kleven, dan is het redelijk 15.96

af te ronden op 16.

2e. Het is gewenst ook een indruk te krijgen van de betrouwbaarheid van de waarde 15.96 in

zoverre die waarde bepaald is door de keuze n = 3 en ti = 25, 30, 35. We zouden hiertoe

ook met andere ti’s en met andere orde willen interpoleren. Hiertoe moeten geheel nieuwe

berekeningen gemaakt worden. Dit bezwaar van de formule van Lagrange is ńıet aanwezig bij

de methode in paragraaf 3.2.

Opgave 3.1 Bewijs dat
n∑

j=1

Lj(t) = 1 voor alle t ∈ R.

3.2 De methode van Neville

Definitie 3.1 Bij gegeven t1, t2, . . . , tn en η1, η2, . . . , ηn met ti 6= tj (als i 6= j) definiëren we voor

alle j en k met 1 ≤ j + 1 ≤ j + k ≤ n het polynoom Pj+1,j+2,...,j+k als het polynoom van orde k

met

Pj+1,j+2,...,j+k(ti) = ηi (i = j + 1, j + 2, . . . , j + k).

Dus: P1(t) = η1, P2(t) = η2, P3(t) = η3, enz.

Voorts bijvoorbeeld:

P12(t) =
(t − t1)P2(t) − (t − t2)P1(t)

t2 − t1
,

P23(t) =
(t − t2)P3(t) − (t − t3)P2(t)

t3 − t2
.

Algemeen geldt:

(3.1) Pj,j+1,...,j+k(t) =
(t − tj)Pj+1,j+2,...,j+k(t) − (t − tj+k)Pj,j+1,...,j+k−1(t)

tj+k − tj
.

Uit de volgende drie opmerkingen valt te concluderen dat (3.1) juist is.

Noem het rechterlid van (3.1) even P (t); dan geldt:

1. P is een polynoom van orde k + 1,

2. P (tj) = ηj en P (tj+k) = ηj+k,

3. Voor i met j < i < j + k geldt P (ti) = ηi.
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We kunnen al deze polynomen overzichtelijk plaatsen in het volgende schema

t1 η1 = P1(t)

t2 η2 = P2(t) P12(t)

t3 η3 = P3(t) P23(t) P123(t)

t4 η4 = P4(t) P34(t) P234(t) P1234(t)
...

...
...

...
...

. . .

Bij de methode van Neville berekent men achtereenvolgens kolommen in dit schema voor een vaste

(in getalvorm gegeven) waarde t = t .

Voorbeeld 3.3 Uitgaande van een gedeelte van de gegevens uit voorbeeld 3.1 vinden we de vol-

gende tabel:

i ti vi ηi

(
= Pi(31)

)
Pi−1,i(31) Pi−2,i−1,i(31) Pi−3,i−2,i−1,i(31)

1 20 11 33

2 25 6 24 13.2

3 30 1 17 15.6

4 35 −4 13 16.2 15.96

5 40 −9 11 14.6 16.04 15.992

6 45 −14 10 12.8

Deze getallen zijn verkregen met t = 31, vi = t − ti en

Pj,...,l( t) =
vjPj+1,...,l( t ) − vlPj,...,l−1( t )

vj − vl
.

Bijvoorbeeld:

P34( t) =
1 × 13 − (−4) × 17

1 − (−4)
= 16.2,

P234( t ) =
6 × 16.2 − (−4) × 15.6

6 − (−4)
= 15.96,

P2345( t ) =
6 × 16.04 − (−9) × 15.96

6 − (−9)
= 15.992.

Indien men achtereenvolgens polynomen P1(t), P12(t), P123(t), . . . wil bepalen (en ńıet alleen de

waarden P1( t ), P12( t), P123( t ), . . . voor één gegeven t), dan is de methode van Neville en ook de

methode van Lagrange niet handig. De methode uit paragraaf 3.3 wèl.

3.3 De interpolatieformule van Newton

We willen P1,2,...,k uit P1,2,...,k−1 opbouwen zonder alles over te doen (zoals bij de methode van

Lagrange).

Merk op dat (3.1) kan worden herschreven als
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Pj,j+1,...,j+k(t) = Pj,j+1,...,j+k−1(t) + r(t)

waarbij

r(t) =
t − tj

tj+k − tj
·
(
Pj+1,j+2,...,j+k(t) − Pj,j+1,...,j+k−1(t)

)
.

Er geldt:

1. r is een polynoom van orde k + 1,

2. r(t) = 0 voor t = tj , tj+1, . . . , tj+k−1,

3. r(tj+k) = ηj+k − Pj,j+1,...,j+k−1(tj+k).

Hieruit volgt dat r(t) = ξ(t − tj) · (t − tj+1) · . . . · (t − tj+k−1) voor zekere waarde ξ. Noteer deze

ξ als f [tj, tj+1, . . . , tj+k]. Dit getal wordt de k-de gedeelde differentie genoemd. Definieer verder

f [tj ] = ηj .

Er geldt dus

Pj,j+1,...,j+k(t) = Pj,j+1,...,j+k−1(t) + f [tj, tj+1, . . . , tj+k] · (t − tj) · (t − tj+1) · . . . · (t − tj+k−1).

Gelijkstelling van de coëfficiënten van tk in het linker- en rechterlid van (3.1) levert

(3.2) f [tj, tj+1, . . . , tj+k] =
f [tj+1, tj+2, . . . , tj+k] − f [tj , tj+1, . . . , tj+k−1]

tj+k − tj
.

Voorbeeld 3.4 Uitgaande van een gedeelte van de gegevens uit voorbeeld 3.1 vinden we de vol-

gende tabel:

i ti ηi(= f [ti]) f [ti−1, ti] f [ti−2, ti−1, ti] f [ti−3, ti−2, ti−1, ti]

1 25 24

2 30 17 −1.4

3 35 13 −0.8 0.06

4 40 11 −0.4 0.04 −0.00133/

Optelling van de volgende identiteiten

P1,2,...,k(t) = P1,2,...,k−1(t) + f [t1, t2, . . . , tk] · (t − t1) · . . . · (t − tk−1)

P1,2,...,k−1(t) = P1,2,...,k−2(t) + f [t1, t2, . . . , tk−1] · (t − t1) · . . . · (t − tk−2)
...

P12(t) = P1(t) + f [t1, t2] · (t − t1)

P1(t) = f [t1]

leidt tot

(3.3)
P1,2,...,k(t) =f [t1] + f [t1, t2](t − t1) + f [t1, t2, t3](t − t1)(t − t2) + · · ·

+ f [t1, t2, . . . , tk](t − t1) · . . . · (t − tk−1)
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Uit (3.3) volgt bijvoorbeeld

P1(t) = f [t1] ,

P12(t) = f [t1] + f [t1, t2] · (t − t1) ,

P123(t) = f [t1] + f [t1, t2] · (t − t1) + f [t1, t2, t3] · (t − t1)(t − t2) .

Met de gegevens uit voorbeeld 3.4 vinden we zo

P1234(t) = 24 − 1.4 (t − 25) + 0.06 (t − 25)(t − 30) − 0.00133/ (t − 25)(t − 30)(t − 35).

Horner heeft een efficiënte methode bedacht, waarmee de waarde van een polynoom P (t) = ξ1 +

ξ2(t − t1) + · · · + ξn(t − t1) · . . . · (t − tn−1) voor een gegeven t = t berekend kan worden. Schrijf

P ( t) = ξ1 + ( t − t1)
(
ξ2 + ( t − t2){ξ3 + · · · + ( t − tn−1)[ξn] · · ·}

)

en start de berekening ‘van binnen uit’.

We kunnen dit idee als volgt formuleren:

pn = ξn,

pi = ξi + ( t − ti)pi+1 (i = n − 1, n − 2, . . . , 1)

P ( t ) = p1

De waarde van het bovenstaande polynoom P1234(t) voor t = t berekenen we op de volgende wijze:

p4 = −0.00133 · · · ,
p3 = 0.06 + ( t − 35) p4,

p2 = −1.4 + ( t − 30) p3,

p1 = 24 + ( t − 25) p2, P1234( t ) = p1.

We krijgen zo bijvoorbeeld:

t P1234( t) Te gebruiken

31 15.992 16

32 15.096 15

33 14.304 14

34 13.608 14

Opgave 3.2 Zij f(t) een polynoom van orde 4. Neem aan dat t1 < t2 < t3 < t4 < t5. Zij verder

ηi = f(ti) voor i = 1, 2, . . . , 5.

Toon aan dat f [t1, t2, t3, t4, t5] = 0.

3.4 De restterm bij interpolatie met polynomen

Zij f gedefinieerd op [α, β]. Laten ti (i = 1, 2, . . . , n) onderling verschillende punten uit [α, β] zijn

met bijbehorende functiewaarden ηi = f(ti). Duid met P het interpolerende polynoom P12···n aan.

Zij t ∈ [α, β]. Definieer r(t) door f(t) = P (t) + r(t). Kunnen we iets over de grootte van r(t)

zeggen?

Stelling 3.2 Neem aan dat de n-de afgeleide f (n)(t) op [α, β] bestaat. Dan is er bij elke t ∈ [α, β]

een τ ∈ [α, β] zó dat

r(t) =
(t − t1)(t − t2) · . . . · (t − tn)

n!
f (n)(τ).
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Bewijs. Zij t een willekeurig, en verder vast, getal met α ≤ t ≤ β.

Als t = ti voor zekere i, dan voldoet de keuze τ = ti.

Veronderstel daarom dat t 6= ti voor alle i.

Definieer K door r(t) = (t − t1) · . . . · (t − tn) · K en bekijk de hulpfunctie g gedefinieerd door

g(s) = f(s) − P (s) − K · (s − t1)(s − t2) · . . . · (s − tn) voor α ≤ s ≤ β.

De functie g heeft n + 1 verschillende nulpunten, n.l. t1, t2, . . . , tn, t.

Tussen elk tweetal opéénvolgende nulpunten is een punt s met g ′(s) = 0. Dus heeft g′ minstens n

verschillende nulpunten. Evenzo heeft g(2) minstens n − 1 verschillende nulpunten, enzovoorts.

Tenslotte vinden we dat g(n) minstens één nulpunt heeft. Noem één zo’n nulpunt τ . Dan geldt:

0 = g(n)(τ) = f (n)(τ) − 0 − K · n!. Dus K =
1

n!
f (n)(τ).

Voorbeeld 3.5 Zij f(t) = sin(πt) voor 0 ≤ t ≤ 1
2
. We krijgen dan bijvoorbeeld de volgende tabel

van gedeelde differenties.

i ti ηi f [ti−1, ti] f [ti−2, ti−1, ti] f [ti−3, ti−2, ti−1, ti] f [t1, t2, t3, t4, t5]

1 0 0

2 1
6

1
2

3

3 1
4

1
2

√
2 6(

√
2 − 1) 12(2

√
2 − 3)

4 1
3

1
2

√
3 6(

√
3 −

√
2) 36(

√
3 − 2

√
2 + 1) 36(3

√
3 − 8

√
2 + 6)

5 1
2 1 3(2 −

√
3) 12(−3

√
3 + 2

√
2 + 2) 36(−6

√
3 + 8

√
2 − 1) 72(−9

√
3 + 16

√
2 − 7)

Voor het interpolerende polynoom geldt nu

P (t) = 3t + 12(2
√

2 − 3) t(t − 1
6
) + 36(3

√
3 − 8

√
2 + 6) t(t − 1

6
)(t − 1

4
)

+ 72(−9
√

3 + 16
√

2 − 7) t(t − 1
6
)(t − 1

4
)(t − 1

3
).

Definieer voor 0 < t < 1
2 de relatieve fout ε(t) door ε(t) =

f(t) − P (t)

f(t)
. Omdat f(t) ≥ 2t (voor

0 ≤ t ≤ 1
2 ) geldt

|ε(t)| =
|f(t) − P (t)|

|f(t)| =
|r(t)|
|f(t)|

≤ |r(t)|
2t

=
|t(t − 1

6 )(t − 1
4 )(t − 1

3 )(t − 1
2 )| · |f (5)(τ)|

2t · 5! .

Door de functie f(t) = sin(πt) vijf keer te differentiëren vinden we |f (5)(t)| ≤ π5. Dus

|ε(t)| ≤ π5

2 · 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · |(t − 1
6
)(t − 1

4
)(t − 1

3
)(t − 1

2
)|.

Het is in te zien dat

|(t − 1
6 )(t − 1

4 )(t − 1
3 )(t − 1

2 )| ≤ 1
6 · 1

4 · 1
3 · 1

2 .

Door gebruik te maken van de afschatting π < 3.2 vinden we

|ε(t)| <
(3.2)5

2 · 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 4 · 3 · 2 ≤ 1
100 .

Conclusie: op het interval (0, 1
2 ) is sin(πt) te benaderen door P (t) met een fout die in absolute

waarde minder dan 1% bedraagt.
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Opmerkingen naar aanleiding van stelling 3.2

1e. We zien onze intüıtie bevestigd die zegt dat het, bij gegeven t, verstandig is de steunpunten

ti dicht bij t te kiezen.

2e. (a) Voor gladde f ( hogere afgeleiden van matige grootte) is een grote waarde van n (in de

praktijk n ≤ 6) gunstig.

(b) Voor niet-gladde f is een kleine waarde van n (in de praktijk n = 2) gunstig.

Opgave 3.3 Laat de rij t1, t2, . . . , tn voldoen aan −1 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ 1. Zij f(t) = et en

r(t) = f(t) − P12...n(t) voor −1 ≤ t ≤ 1.

Bepaal een n zó dat

|r(t)| ≤ 0.001 voor t ∈ [−1, 1]

onafhankelijk van de ligging van de punten t1, t2, . . . , tn.

Opgave 3.4 Zij f ∈ C4[α, β] en t1, t2 ∈ [α, β] met t1 6= t2. Er bestaat precies één polynoom P

van orde 4 zodanig dat

P (i)(tj) = f (i)(tj) (i = 0, 1; j = 1, 2)

(N.B. f (0)(t) = f(t) voor alle t).

Bewijs nu de volgende foutafschatting:

Bij elke t ∈ [α, β] bestaat er een τ ∈ [α, β] zó dat

f(t) − P (t) =
(t − t1)

2 (t − t2)
2

4!
f (4)(τ).
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Hoofdstuk 4 Numerieke integratie en extrapolatie

4.1 De trapeziumregel

In het algemeen is het niet mogelijk, voor gegeven f , de waarde I =
β∫
α

f =
β∫
α

f(t) dt exact te

bepalen.

Voorbeeld 4.1 I =
1∫
0

e−t2 dt. Hier is géén elementaire uitdrukking voor bekend.

Voorbeeld 4.2 I =
2∫
1

1

t
dt = log 2. In dit geval is er wel een uitdrukking, maar niet direct een

waarde gegeven.

Voorbeeld 4.3 De snelheid van een lichaam is op tijdstippen t = 0, 1, . . . , 100 bekend als f(t).

Gevraagd wordt de afgelegde weg
100∫
0

f .

Voorbeeld 4.4 Op een beeldscherm is een doorsnede C van een lichaamscel gegeven door op-

eenvolgende zgn. pixels (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , N) op de rand van de cel. In de kankerdiagnostiek

doet zich het probleem voor de oppervlakte van de cel te bepalen. Deze oppervlakte is gelijk aan∫
C

∫
1 d(x, y).

In zulke gevallen zijn numerieke methoden vereist.

We bespreken in deze paragraaf de zgn. trapeziumregel.

Zij t1 = α, t2 = β, η1 = f(α) en η2 = f(β). Benader f door P = P12 (zie paragraaf 3.2) en benader

I =
β∫
α

f door Ĩ =
β∫
α

P . Merk op dat Ĩ de oppervlakte is van een trapezium als f(α) en f(β) beide

positief zijn.

Noteer h = β − α. Dan is

(4.1) Ĩ =
h

2
(η1 + η2).

Kunnen we een uitspraak doen over de fout in de benadering Ĩ ?

Zij r(t) gedefinieerd door f(t) = P (t) + r(t). Dan is r(t) = 1
2
(t − α)(t − β)f ′′(τ(t)) (zie paragraaf

3.4), en

Ĩ − I =

β∫

α

P −
β∫

α

f =

β∫

α

(P − f) =

β∫

α

(−r).

Zij verder m = min{f ′′(t)
∣∣ α ≤ t ≤ β} en M = max{f ′′(t)

∣∣ α ≤ t ≤ β}.
Uit het voorgaande volgt

β∫

α

− (t − α)(t − β)

2
m ≤ Ĩ − I ≤

β∫

α

− (t − α)(t − β)

2
M.
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Daar

−1

2

β∫

α

(t − α)(t − β) dt = −h3

2

1∫

0

s(−1 + s) ds =
h3

12

geldt
h3

12
m ≤ Ĩ − I ≤ h3

12
M,

en dus Ĩ − I =
h3

12
w voor zekere w ∈ [m,M ].

Als f ′′ continu is, geldt w = f ′′(τ) voor zekere τ ∈ [α, β]. Dus Ĩ − I =
h3

12
f ′′(τ). We hebben

zodoende de volgende stelling afgeleid.

Stelling 4.1 Neem aan dat f ′′(t) bestaat en continu is voor α ≤ t ≤ β. Dan is er een τ ∈ [α, β] zó

dat

(4.2) Ĩ − I =
h3

12
f ′′(τ).

Voorbeeld 4.5 Zij I =
1∫
0

e−t2 dt. Dan is Ĩ = 1
2 (1 +

1

e
) = 0.6839 . . . . Met f(t) = e−t2 , geldt

−2 ≤ f ′′(t) ≤ 1 (voor 0 ≤ t ≤ 1).

Dus volgens stelling 4.1 is − 2
12 ≤ Ĩ − I ≤ 1

12 . Hieruit volgt 0.600 < I < 0.851, en ook

Î = 0.73 met | Î − I| < 0.13.

4.2 De regel van Simpson

Zij h = 1
2 (β − α), t1 = α, t2 = α + h, t3 = α + 2h. Zij verder ηi = f(ti) (i = 1, 2, 3) en P = P123.

Benader I =
β∫
α

f door Ĩ =
β∫
α

P . Uit P (t) = L1(t) η1 + L2(t) η2 + L3(t) η3 vinden we

Ĩ =

β∫

α

L1 · η1 +

β∫

α

L2 · η2 +

β∫

α

L3 · η3.

Uitwerking van deze integralen leidt tot

(4.3) Ĩ =
h

3
(η1 + 4η2 + η3),

de zogenaamde regel van Simpson.

De volgende stelling geldt voor de regel van Simpson.

Stelling 4.2 Neem aan dat f (4)(t) bestaat en continu is voor α ≤ t ≤ β. Dan is er een τ ∈ [α, β]

zó dat

(4.4) Ĩ − I =
h5

90
f (4)(τ).
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Opgave 4.1 maakt deze stelling plausibel.

Voorbeeld 4.6 Zij I =
1∫
0

e−t2 dt en Ĩ = 1
6 (1 + 4e−

1
4 + e−1) = 0.7471 . . . . Met f(t) = e−t2 geldt

−20 ≤ f (4)(t) ≤ 12 (voor 0 ≤ t ≤ 1).

Dus volgens stelling 4.2 is − 20
2880

≤ Ĩ − I ≤ 12
2880

. Hieruit volgt 0.742 < I < 0.755, en ook

Î = 0.749 met | Î − I| < 0.007.

Opgave 4.1 (Maak géén gebruik van stelling 4.2) Beschouw de regel van Simpson, die een bena-

dering Ĩ levert van een integraal I =
β∫
α

f(t) dt.

(a) Bewijs dat Ĩ = I als f een polynoom van orde 3 is.

(b) Bewijs dat Ĩ = I als f(t) = (t − α)(t − 1
2 (α + β))(t − β).

(c) Bewijs dat Ĩ = I als f een polynoom van orde 4 is.

(d) Veronderstel dat voor alle f , als in stelling 4.2, geldt: Ĩ−I = Kh5f (4)(τ) voor zekere τ ∈ [α, β].

Leid af dat K = 1
90 .

4.3 De uitgebreide trapeziumregel

4.3.1 Willekeurige steunpunten

We bespreken nu een toepassing van de trapeziumregel bij integratie over mogelijk lange intervallen

[α, β] en snel fluctuerende functiewaarden f(t).

Een éénmalig gebruik over het hele interval levert mogelijk een te grote fout (zie paragraaf 4.1).

Veronderstel dat er steunpunten τi (i = 0, 1, . . . , N) gegeven zijn met τ0 = α < τ1 < τ2 < · · · <

τN = β. Neem verder aan dat de functiewaarden ηi = f(τi) (i = 0, 1, . . . , N) gegeven zijn.

Pas op elk interval [τi−1, τi] de trapeziumregel toe en tel alle benaderingen op. Met hi = τi − τi−1

vinden we

Ĩ =
h1

2
(η0 + η1) +

h2

2
(η1 + η2) + · · · + hN

2
(ηN−1 + ηN )

=
h1

2
η0 +

h1 + h2

2
η1 + · · · + hN−1 + hN

2
ηN−1 +

hN

2
ηN

=
h1

2
η0 +

1

2

N−1∑

i=1

(hi + hi+1)ηi +
hN

2
ηN

.

Dus

(4.5) Ĩ = 1
2

{
(τ1 − τ0)η0 +

N−1∑

i=1

(τi+1 − τi−1)ηi + (τN − τN−1)ηN

}
.

Dit is de uitgebreide trapeziumregel bij willekeurige steunpunten.
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Voorbeeld 4.7 Gegeven zijn punten Pi = (xi, yi) voor i = 1, 2, . . . , N op de rand van een cel C

zoals in voorbeeld 4.4. Gevraagd wordt O = (oppervlakte C). Definieer de punten P0 = PN en

PN+1 = P1.

Veronderstel eerst dat x0 < x1 < · · · < xM en xM > xM+1 > · · · > xN . Neem verder aan dat de

rand van de cel kan worden beschreven door twee functies f1 en f2 die elk gedefinieerd zijn op het

interval [α, β] met α = x0 en β = xM met de volgende eigenschappen:

(i) f1(α) = f2(α) en f1(β) = f2(β),

(ii) f1(t) > f2(t) voor alle t ∈ (α, β),

(iii) f1(xi) = yi voor i = 0, 1, . . . ,M ,

(iv) f2(xi) = yi voor i = M,M + 1, . . . , N .

Dan geldt wegens (4.5) voor het oppervlak O van de cel:

O =

β∫

α

f1(t) dt +

α∫

β

f2(t) dt

' 1
2

{
(x1 − x0)y0 +

M−1∑

i=1

(xi+1 − xi−1)yi + (xM − xM−1)yM

}

+ 1
2

{
(xM+1 − xM )yM +

N−1∑

i=M+1

(xi+1 − xi−1)yi + (xN − xN−1)yN

}
.

Dus

(4.6) O ' 1
2

N∑

i=1

(xi+1 − xi−1)yi.

Het blijkt dat formule (4.6) ook geldig is in situaties waarin de rand van de cel slechts beschreven

kan worden door meer dan twee functies f1 en f2.

4.3.2 Equidistante steunpunten

Vanaf nu veronderstellen we dat de steunpunten op gelijke afstand van elkaar liggen.

Noteer h = (β − α)/N , zodat τi = α + ih. De uitgebreide trapeziumregel krijgt nu de eenvoudige

gedaante

(4.7) Ĩ = h ( 1
2η0 + η1 + η2 + · · · + ηN−1 + 1

2ηN ).

De fout Ĩ − I in de uitgebreide trapeziumregel is de som van de N fouten die aanwezig zijn in

de benaderingen h
2 (ηi−1 + ηi) van

τi∫
τi−1

f . Voor elk van die fouten is de stelling uit paragraaf 4.1

toepasbaar. Zo vinden we de volgende stelling.

Stelling 4.3 Neem aan dat f ′′(t) bestaat en continu is voor α ≤ t ≤ β. Dan is er een σ = σN ∈
[α, β] zo dat

(4.8) Ĩ − I =
β − α

12
f ′′(σ) · h2.
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Voorbeeld 4.8 I =
1∫
0

e−t2 dt. Stel dat we een benadering Ĩ wensen met | Ĩ − I| < 10−6. Volgens

stelling 4.3 is | Ĩ − I| ≤ 1
12

× 2×N−2. Het is dus mogelijk de gewenste nauwkeurigheid te bereiken

met N zó dat 1
6 N−2 < 10−6. De kleinste N waarvoor dit geldt is N = 409.

Voorbeeld 4.9

π
4∫
0

e(sin t)2 dt. Noteer h =
π

4N
en T (h) = Ĩ voor alle natuurlijke getallen N . In de

volgende tabel zijn afgeronde waarden van h en T (h) gegeven.

N h T (h)

1 0.785 398 1.040 150

2 0.392 699 0.974 708

4 0.196 350 0.958 670

8 0.098 175 0.954 687
...

...
...

64 0.012 272 0.953 383

128 0.006 136 0.953 368

256 0.003 068 0.953 364

512 0.001 534 0.953 363

De benaderingen dalen monotoon naar de correcte waarde 0.953 363. Dit suggereert dat het wellicht

mogelijk is bijvoorbeeld uit T ( 1
4π) en T ( 1

8π) een betere benadering Î te vinden door te extrapoleren

naar h = 0. We gaan daartoe als volgt te werk. Noteer h0 = 1
4π, h1 = 1

8π en duid met P het

interpolerend polynoom van orde 2 aan waarvoor P (h0) = T (h0) en P (h1) = T (h1). Kies als nieuwe

benadering van I de waarde Î = P (0). Met behulp van bijvoorbeeld de methode van Neville vinden

we de waarde Î = 0.909 266. We zien dat dit idee hier averechts werkt, want

| Î − 0.953 363| > |T ( 1
8
π) − 0.953 363|.

We bespreken in paragraaf 4.4 een methode die in het algemeen wèl goed werkt.

Ter voorbereiding het volgende.

Zij f(t) gedefinieerd voor α ≤ t ≤ β, h = (β − α)/N en T (h) = h( 1
2
η0 + η1 + · · · + ηN−1 + 1

2
ηN ),

waarbij ηi = f(α + ih) voor i = 0, 1, . . . , N .

De formule T (h) = I +
β − α

12
f ′′(σ)h2 is te verscherpen tot

(4.9) T (h) = I + γ(1)h2 + γ(2)h4 + · · · + γ(s)h2s + (β − α) · β(s+1) · f (2s+2)(τ)h2s+2.

voor zekere τ ∈ [α, β].

Dit is de formule van Euler-MacLaurin.

De waarden γ(l) zijn bekend: γ(l) = β(l)
{

f (2l−1)(β)− f (2l−1)(α)
}

, waarbij β(1) = 1
12

, β(2) = − 1
720

,

β(3) = 1
30240

, . . . .

Met de notatie S(h) = I + γ(1)h2 + γ(2)h4 + · · ·+ γ(s)h2s kunnen we (4.9) ook schrijven als T (h) =

S(h) +O(h2s+2). We bedoelen daarmee dat er een constante K is zó dat |T (h) − S(h)| ≤ K h2s+2

voor alle h = (β − α)/N met N = 1, 2, 3, . . . .

Formule (4.9) geldt onder de aanname dat f (2s+2)(t) bestaat en continu is voor α ≤ t ≤ β.
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Opgave 4.2 Geef een volledig bewijs van stelling 4.3 (aanwijzing: gebruik de tussenwaardestelling).

Opgave 4.3 Zij f(t) = log(1 + t) voor 1 ≤ t ≤ 3 en laat f̃ een benadering zijn van f op [1, 3] met

| f̃ (t) − f(t)| ≤ 0.001 voor 1 ≤ t ≤ 3.

I =
3∫
1

f(t)dt.

Met Ĩ duiden we de uitgebreide trapeziumregel met N +1 steunpunten aan toegepast op de functie

f op het interval [1, 3].

Met Ĩ̃ duiden we de uitgebreide trapeziumregel met N +1 steunpunten aan toegepast op de functie

f̃ op het interval [1, 3].

(a) Toon aan dat | Ĩ̃ − Ĩ | ≤ 0.002.

(b) Toon aan dat | Ĩ̃ − I| ≤ 0.002 +
1

6N2
.

(c) Bepaal N zó dat | Ĩ̃ − I| ≤ 0.01.

4.4 Extrapolatie naar h = 0

De formule van Euler-MacLaurin zal de basis vormen voor onze extrapolatietechniek. Er zal een

schema ontstaan van de vorm

h0 T (h0) = T00

h1 T (h1) = T10 T11

h2 T (h2) = T20 T21 T22

h3 T (h3) = T30 T31 T32 T33

h4 T (h4) = T40 T41 T42 T43 T44

...
...

...
...

...
...

Hierbij heeft T (h) dezelfde betekenis als aan het einde van paragraaf 4.3, en is

hi = θi h0 met 0 < θ < 1 en 0 < h0.

Het is de bedoeling dat in dit schema naar rechts en naar beneden de benaderingen van I beter

worden.

Berekening van T11

We willen T11 uit T00 en T10 berekenen volgens de formule T11 = AT00 + BT10. Daar

AT00 + B T10 = A(I + γ(1)h0
2 + γ(2)h0

4 + · · ·) + B(I + γ(1)h1
2 + γ(2)h1

4 + · · ·)
= (A + B)I + (Ah0

2 + Bh1
2)γ(1)

+ (4e en hogere machten van h0 en h1),

eisen we A + B = 1 en A(h0)
2 + B(h1)

2 = 0.

Dit leidt tot

A =
−(h1/h0)

2

1 − (h1/h0)2
en B =

1

1 − (h1/h0)2
.

We verwachten dat T11 = AT00 + B T10 (met deze A en B) een verbeterde benadering zal zijn.
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Berekening van Ti,1

Analoog aan het bovenstaande komen we tot Ti,1 = ATi−1,0 + B Ti,0 met

A =
−(hi/hi−1)

2

1 − (hi/hi−1)2
en B =

1

1 − (hi/hi−1)2
.

Berekening van T2,2

Op grond van bovenstaande constructie is het plausibel dat

Ti,1 = I + δ(2) hi
4 + δ(3) hi

6 + · · · + δ(s) hi
2s + O(hi

2s+2).

Dan geldt

AT11 + B T21 = (A + B)I + (Ah1
4 + Bh2

4)δ(2)

+ (6e en hogere machten van h1 en h2).

De eisen A + B = 1 en A(h1)
4 + B(h2)

4 = 0 leiden tot

A =
−(h2/h1)

4

1 − (h2/h1)4
en B =

1

1 − (h2/h1)4
.

Met deze A en B is te verwachten dat T22 = AT11 + B T21 een betere benadering is dan T1,1 of

T2,1.

Berekening van Ti,j

Algemeen definiëren we Ti,j = ATi−1,j−1 + B Ti,j−1, waarbij

A =
−(hi/hi−1)

r

1 − (hi/hi−1)r
en B =

1

1 − (hi/hi−1)r
.

Hierbij is r gelijk aan de macht van h in de foutenterm die, bij de berekening van Ti,j , geëlimineerd

wordt.

In de praktijk berekent men Ti,j meestal met de formule

(4.10) Ti,j = Ti,j−1 +
1

(hi−1/hi)r − 1
· (Ti,j−1 − Ti−1,j−1).

Op grond van de formule van Euler-MacLaurin is bovenstaande waarde r gelijk aan 2j. Voor het

speciale geval dat hi = 2−ih0 leidt formule (4.10) dus tot

(4.11) Ti,j = Ti,j−1 +
1

4j − 1
(Ti,j−1 − Ti−1,j−1).

Dit is de zogenaamde integratiemethode van Romberg.
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Voorbeeld 4.10 We illustreren de methode van Romberg aan de hand van voorbeeld 4.9. We

krijgen dan het volgende schema

N i Ti,0 Ti,1 Ti,2 Ti,3

1 0 1.040 150

2 1 0.974 708 0.952 894

4 2 0.958 670 0.953 324 0.953 352

8 3 0.954 687 0.953 360 0.953 362 0.953 363
...

...
...

...
...

...

64 6 0.953 383 0.953 363 0.953 363 0.953 363

128 7 0.953 368 0.953 363 0.953 363 0.953 363

256 8 0.953 364 0.953 363 0.953 363 0.953 363

512 9 0.953 363 0.953 363 0.953 363 0.953 363

De trapeziumregel kost dus 513
9 = 57 maal zoveel functiewaarde-berekeningen als de methode van

Romberg indien 6 cijfers na de punt gewenst zijn!

In bovenstaand voorbeeld werkt de extrapolatiemethode erg goed. Is dit toevallig of kunnen we

altijd verwachten dat de extrapolatiemethode ‘convergentieversnellend’ werkt? In het volgende

gaan we op deze vraag in en beperken ons daarbij ńıet tot numerieke integratie, maar werken in

een zeer algemeen kader.

Gezocht zij een willekeurige waarde Y . Berekend zij, met een niet nader gespecificeerd numeriek

proces, een benadering y(h) ' Y voor h = hi, waarbij

(4.12) hi = θi h0 met 0 < θ < 1 en 0 < h0.

Uit theoretische analyse zij bekend, voor zekere s ≥ 1, dat

(4.13) y(h) = Y + γ(1) hp1 + γ(2) hp2 + · · · + γ(s) hps + O(hps+1) met 0 < p1 < p2 < · · · < ps+1.

We berekenen Ti,j uit de algemene formule voor extrapolatie naar h = 0,

(4.14)





Ti,0 = y(hi)

Ti,j = Ti,j−1 +
1

θ−r − 1
(Ti,j−1 − Ti−1,j−1) met r = pj .

Stelling 4.4 (over extrapolatie naar h = 0) Onder de aannamen (4.12), (4.13) en (4.14) geldt,

voor 0 ≤ j ≤ s, dat

(4.15a) Ti,j = Y + γ
(j+1)
j (hi)

pj+1 + · · · + γ
(s)
j (hi)

ps + O((hi)
ps+1) (voor i = j, j + 1, j + 2, . . .).

Hierbij zijn γ
(l)
j coëfficiënten die onafhankelijk van i zijn, en moet het rechterlid van (4.15a) voor

het geval j = s gëınterpreteerd worden als: Y + O((hi)
ps+1). Bovendien geldt, voor elke l met

j + 1 ≤ l ≤ s, dat

(4.15b) γ
(l)
j = 0 dan en slechts dan als γ(l) = 0.
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Bewijs. Voor j = 0 geldt (4.15) met γ
(l)
j = γ(l).

Veronderstel dat (4.15) geldt met j vervangen door (j − 1) ≥ 0. Dan is

Ti,j =
1

1 − θr
Ti,j−1 +

−θr

1 − θr
Ti−1,j−1

= Y +

s∑

l=j

γ
(l)
j−1

{ 1

1 − θr
(hi)

pl +
−θr

1 − θr
(hi−1)

pl

}
+ O((hi)

ps+1) + O((hi−1)
ps+1)

= Y +

s∑

l=j

γ
(l)
j−1

1 − θr−pl

1 − θr
(hi)

pl + O((hi)
ps+1)

= Y +
s∑

l=j+1

γ
(l)
j (hi)

pl + O((hi)
ps+1) met γ

(l)
j =

1 − θr−pl

1 − θr
γ

(l)
j−1.

Voorbeeld 4.11 I =
π∫
0

e(sin t)2 dt ' 5.508 43. Toepassing van de methode van Romberg met

[α, β] = [0, π] en f(t) = e(sin t)2 levert het volgende schema op.

hi Ti,0 Ti,1 Ti,2 Ti,3

π 3.141 59

π/2 5.840 66 6.740 35

π/4 5.510 14 5.399 96 5.310 60

π/8 5.508 43 5.507 86 5.515 05 5.518 30

Hier treedt evident géén convergentieversnelling op. Dit was te verwachten op grond van boven-

staande stelling en het feit dat de relaties (4.12), (4.13) en (4.14) hier gelden met θ = 1
2
, pj = 2j,

γ(1) = 1
12

(f ′(β) − f ′(α)) = 0, γ(2) = −1
720

(f ′′′(β) − f ′′′(α)) = 0, γ(3) = 0, enzovoorts.

Immers: nu geldt al voor j = 0 en elke s ≥ 1 dat Ti,j = I + O((hi)
2s) (voor i = j, j + 1, j + 2,

. . .).

Opgave 4.4 Welke moeilijkheid doet zich voor als we I =
1∫
0

√
t et dt willen benaderen met de

methode van Romberg?

Hoe kan men deze moeilijkheid wegnemen, zodat men toch de methode van Romberg kan toepassen?

Opgave 4.5 Definieer Y = π, y(h) = sin(πh)/h.

(a) Toon aan dat er getallen γ(1), γ(2), . . . bestaan zó dat

y(h) = Y + γ(1)h2 + γ(2)h4 + . . . + γ(s)h2s + O(h2s+2).

(b) Met y(hi+1) =
√

2 y(hi)

{
1 +

√
1 −

(
hi · y(hi)

)2
}− 1

2

voor i = 0, 1, 2, . . . vindt men

i hi Ti,0 = y(hi)

0 1
2 2.000 000 0

1 1
4

2.828 427 1

2 1
8 3.061 467 5

3 1
16 3.121 445 2
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Pas het algemene proces voor extrapolatie naar h = 0 toe op de gegeven tabel.

N.B. Geef alle uitkomsten afgerond op 7 cijfers en ga na of de extrapolatietechniek hier goed

werkt (fl7(π) = 3.141 593).

Opgave 4.6 Gezocht zij de waarde Y = e.

Berekend is een aantal benaderingen y(h) van Y voor een aantal waarden van h.

h y(h)

1 4.001 62
1
2 2.906 82
1
4 2.755 91
1
8

2.726 81

Uit theoretische analyse is bekend dat

y(h) = Y + γ(1)h + γ(2)h2 + γ(3)h3 + γ(4)h4 + O(h5) .

Rond bij de berekeningen in (a) en (b) af op vijf cijfers na de decimale punt.

(a) Bepaal met behulp van extrapolatie naar h = 0 een zo nauwkeurig mogelijke benadering van

Y .

Nadere analyse van y(h) leert dat γ(1) = 0.

(b) Door gebruik te maken van deze nieuwe informatie kunnen we opnieuw een zo nauwkeurig

mogelijke benadering Ỹ van Y bepalen. Laat zien dat Ỹ ' 2.718 1.
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Hoofdstuk 5 Beginwaardeproblemen

5.1 Voorbeeld van een beginwaardeprobleem

Voorbeeld 5.1 Gegeven zij de volgende situatie.

Aan een rivier die in zee uitmondt, ligt een fabriek. Halverwege tussen de fabriek en de zee

is een aftappunt voor drinkwater. Door de fabriek wordt een stof geloosd waardoor ter plekke

de concentratie van die stof in de rivier gelijk is aan c(t) waarbij t de tijd voorstelt. Deze stof

diffundeert met gegeven diffusiecoëfficiënt D en reageert met gegeven reactieconstante K. De rivier

stroomt met snelheid v. In de zee is de concentratie van de stof gelijk aan nul te stellen. Op het

begintijdstip t = 0 is in de hele rivier deze gevaarlijke stof geheel afwezig.

Gevraagd wordt de concentratie van de stof te voorspellen bij het aftappunt.

Om deze vraag te beantwoorden, discretiseren we de rivier als volgt. We brengen langs de rivier

een schaalverdeling aan en wel zó dat de fabriek bij 0 ligt en de zee bij 1. Het aftappunt ligt dan

bij 1
2
. We verdelen het interval [0, 1] in n + 1 stukken ter lengte δ = 1/(n + 1) met n een oneven

geheel getal ≥ 1. Ter plekke lδ noteren we de concentratie als Ul(t). Eenvoudige natuurkundige

overwegingen leiden tot het inzicht dat (voor grote n)

(5.1a) U ′
l (t) = P + Q + R (voor l = 1, 2, . . . , n),

waarbij

P = Dδ−2{Ul−1(t) − 2Ul(t) + Ul+1(t)} (diffusie),

Q = − 1
2vδ−1{Ul+1(t) − Ul−1(t)} (stroming),

R = −K Ul(t) (zgn. 1e orde reactie),

U0(t) = c(t) en Un+1(t) = 0

en

(5.1b) Ul(0) = 0 (l = 1, 2, . . . , n).

We zien dat het voorspellen van de concentratie in de rivier ter plekke lδ neerkomt op het bepalen

van de functies U1(t), U2(t), . . . , Un(t) die aan (5.1a) en (5.1b) voldoen.

Problemen zoals in voorbeeld 5.1 en gevallen waarbij de diffusie of reactie gecompliceerder plaats

vindt dan in dit voorbeeld, kunnen met de methoden uit dit hoofdstuk aangepakt worden.

5.2 Beginwaardeproblemen voor stelsels differentiaalvergelijkingen

We bekijken het algemene beginwaardeprobleem




U ′
1(t) = f1(t, U1(t), U2(t), . . . , Un(t))

U ′
2(t) = f2(t, U1(t), U2(t), . . . , Un(t))

...

U ′
n(t) = fn(t, U1(t), U2(t), . . . , Un(t))

(5.2a)
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met 



U1(α) = u0,1

U2(α) = u0,2

...

Un(α) = u0,n

(5.2b)

In (5.2a) zijn f1, f2, . . . , fn gegeven en U1, U2, . . . , Un onbekend. Een voorbeeld van (5.2a) zien we

in (5.1a) met 



fl(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn) = pl + ql + rl

en

pl = Dδ−2 {ξl−1 − 2ξl + ξl+1}, ξ0 = c(t), ξn+1 = 0,

ql = − 1
2
vδ−1 {ξl+1 − ξl−1},

rl = −K ξl.

In (5.2b) zijn α en u0,1, u0,2, . . . , u0,n gegeven. Relatie (5.1b) is een voorbeeld van (5.2b) met α = 0

en alle u0,l = 0.

Bij het algemene beginwaardeprobleem (5.2) wordt gevraagd voor t > α de waarden te bepalen van

de functies U1(t), U2(t), . . . , Un(t) die aan de relaties (5.2a) en (5.2b) voldoen. In het algemeen kan

dit niet ‘exact’ en zijn numerieke methoden vereist.

Voor een beknopte schrijfwijze voeren we de volgende notaties in.

x =




ξ1

ξ2

...

ξn


 ∈ R

n, U(t) =




U1(t)

U2(t)
...

Un(t)


, U ′(t) =




U ′
1(t)

U ′
2(t)
...

U ′
n(t)


,

f(t, x) =




f1(t, x)

f2(t, x)
...

fn(t, x)


 =




f1(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn)

f2(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn)
...

fn(t, ξ1, ξ2, . . . , ξn)


 (voor t ∈ R, x ∈ R

n) en u0 =




u0,1

u0,2

...

u0,n


.

Nu is (5.2) beknopt te schrijven als

U ′(t) = f(t, U(t)),(5.3a)

U(α) = u0.(5.3b)

Voorbeeld (5.1) kunnen we schrijven in de vorm (5.3) met

f(t, x) = Ax + g(t) (voor t ∈ R, x ∈ R
n).

Hierbij is

A =




δ1 β2 O

γ2
. . .

. . .

. . .
. . . βn

O γn δn




en g(t) = (Dδ−2 + 1
2
vδ−1)c(t) ·




1

0
...

0


 met

γi = Dδ−2 + 1
2
vδ−1, δi = −2Dδ−2 − K, βi = Dδ−2 − 1

2
vδ−1.

Ga na dat dit zo is!
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Opgave 5.1 Definieer n, f , α en u0 zó dat (5.3) staat voor het beginwaardeprobleem

U ′(t) = t2 + (U(t))
2
, U(0) = 1.

Opgave 5.2 Laat zien dat het beginwaardeprobleem

{
2 + sin(U(t))

}
U ′(t) = U(t)3, U(1) = 2

equivalent is met een probleem van type (5.3).

Opgave 5.3 Definieer n, f , α en u0 zó dat (5.3) staat voor





U ′
1(t) − U1(t)U2(t)U3(t) = 0,
{
1 + (U1(t))

2}
U ′

2(t) + U3(t) = 0,

t + t2 U1(t) + t3 U2(t) + U ′
3(t) = 0,

U1(−1) = 0,

U2(−1) = 5,

U3(−1) = 2.

Opgave 5.4 Laat zien dat het beginwaardeprobleem

U ′′(t) = (U ′(t))
2

+ (U(t))
2
, U(0) = 1, U ′(0) = 3

equivalent is met een probleem van type (5.3).

5.3 De methode van Euler

We kiezen een stapgrootte h > 0, en roosterpunten t0 = α, t1 = α + h, t2 = α + 2h, . . . . In deze

roosterpunten zullen we benaderingen uk ' U(tk) vinden.

Daar U ′
1(t) = f1(t, U(t)), geldt

U1(t1) = U1(t0) +

t1∫

t0

f1(t, U(t)) dt.

De benaderingsformule

(5.4)

β∫

α

g(t) dt ' (β − α) g(α)

leidt tot

U1(t1) ' U1(t0) + h f1(t0, U(t0)).

Door deze redenering ook voor U2(t1), U3(t1), . . . , Un(t1) te houden, vinden we in totaal voor de

vector U(t1) dat

U(t1) ' U(t0) + h f(t0, U(t0)).
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Aangezien U(t0) = u0, definiëren we

u1 = u0 + h f(t0, u0) met u1 =




u1,1

u1,2

...

u1,n


 ' U(t1),

u2 = u1 + h f(t1, u1) met u2 ' U(t2),

enzovoorts.

De algemene formule luidt

(5.5) uk = uk−1 + h f(tk−1, uk−1) (k = 1, 2, 3, . . .).

Dit is de methode van Euler.

Opgave 5.5 Kies n = 1, en laat L de raaklijn zijn aan de grafiek van U in t = α. Geldt in het

algemeen dat (t1, u1) op L ligt? Geldt in het algemeen dat (t2, u2) op L ligt?

5.4 De trapeziumregel

De trapeziumregel is een verbeterde versie van (5.4):

(5.6)

β∫

α

g(t) dt ' 1
2 (β − α) {g(α) + g(β)}.

Door (5.6) op analoge manier te gebruiken als (5.4) komen we tot het numerieke proces

(5.7) uk = uk−1 +
h

2
{f(tk−1, uk−1) + f(tk, uk)} (k = 1, 2, 3, . . .).

Deze methode wordt ook trapeziumregel genoemd. Men noemt deze methode impliciet omdat er

géén expliciete uitdrukking voor uk is gegeven.

We bekijken nu een variant van de trapeziumregel die de prettige eigenschap heeft dat hij expliciet

is. Door f(tk, uk) te vervangen door de predictor f(tk, uk−1 + h f(tk−1, uk−1)), komen we tot het

proces

(5.8)





uk = uk−1 + 1
2 (q1 + q2), waarbij

q1 = h f(tk−1, uk−1),

q2 = h f(tk, uk−1 + q1).

Dit is een expliciete variant van de trapeziumregel. In het algemeen is deze methode nauwkeuriger

dan de methode van Euler, maar vergt per stap meer rekenwerk.

Opgave 5.6 Bekijk het beginwaardeprobleem

U ′(t) =
(
U(t)

)2
+ 1, U(0) = 0.

We willen een benadering u1 van U( 1
2
) bepalen en gebruiken hiervoor de trapeziumregel met stap-

grootte h = 1
2 .

(a) Stel de bijbehorende vergelijking voor u1 op.

(b) Los deze vergelijking op. Welke oplossing van deze vergelijking is de meest betrouwbare

benadering van U( 1
2 )?
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5.5 De klassieke methode van Runge en Kutta

De regel van Simpson is te schrijven als

(5.9)

β∫

α

g(t) dt ' β − α

6
{g(α) + 4 g

(
1
2 (α + β)

)
+ g(β)}.

Het volgende proces vertoont gelijkenis met (5.9).

(5.10)





uk = uk−1 + 1
6 (q1 + 2 q2 + 2 q3 + q4), waarbij

q1 = h f(tk−1, uk−1),

q2 = h f(tk−1 + 1
2 h, uk−1 + 1

2 q1),

q3 = h f(tk−1 + 1
2 h, uk−1 + 1

2 q2),

q4 = h f(tk, uk−1 + q3).

Deze zgn. klassieke methode van Runge en Kutta is in het algemeen nauwkeuriger dan de methoden

uit de paragrafen 5.3 en 5.4, maar eist per stap vier berekeningen van een functiewaarde van f .

5.6 Bestudering van de fout voor U ′(t) = U(t) met U(0) = 1

We bekijken alle hiervoor genoemde methoden bij de oplossing van U ′(t) = U(t) met U(0) = 1.

We zullen de benaderingen in t = 1 met elkaar vergelijken.

Voor de verschillende methoden vinden we achtereenvolgens:

(a) Euler: uk = (1 + h)uk−1,

(b) Trapeziumregel: uk =
1 + h/2

1 − h/2
uk−1,

(c) Expliciete variant: uk = (1 + h + 1
2h2)uk−1,

(d) Klassieke Runge-Kutta methode: uk = (1 + h + 1
2h2 + 1

6h3 + 1
24h4)uk−1.

Met h = 1
10 en 10 stappen vinden we de benaderingen

(a) u10 = 2.59374 . . . ,

(b) u10 = 2.72055 . . . ,

(c) u10 = 2.71408 . . . ,

(d) u10 = 2.71827 . . . .

Ter vergelijking diene U(1) = 2.71828 . . . .

Foutanalyse in geval (a)

Voor k ≥ 1 met tk = kh ≤ 1 geldt:





U(tk) = (1 + h)U(tk−1) + rk met rk =
h2

2
eτk en 0 < τk < 1,

uk = (1 + h)uk−1.

Voor δk = U(tk) − uk geldt

0 < δk = (1 + h) δk−1 + rk ≤ eh δk−1 +
h2

2
e.
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Dus 



(δk + γ) ≤ eh (δk−1 + γ) met

γ =
1

eh − 1

h2

2
e.

Hieruit volgt

(δk + γ) ≤ ekh (δ0 + γ).

Aangezien hk ≤ 1, geldt

δk ≤ (e − 1)γ.

Hieruit volgt dat

0 < U(tk) − uk <
(e − 1)e

2
h

voor k = 1, 2, 3, . . . en kh ≤ 1. De fout in t = 1 is dus willekeurig klein te krijgen door h > 0 klein

genoeg te kiezen.

Opgave 5.7

(a) Leid analoog aan het bovenstaande een afschatting af voor de expliciete variant van de trape-

ziumregel.

(b) Doe hetzelfde voor de trapeziumregel zelf.

5.7 De algemene Runge-Kutta methode

We bekijken het volgende zeer algemene proces

(5.11)





uk = uk−1 + b1q1 + b2q2 + · · · + bmqm, waarbij

q1 = h f(tk−1 + c1h, uk−1 + a1,1q1 + a1,2q2 + · · · + a1,mqm),

q2 = h f(tk−1 + c2h, uk−1 + a2,1q1 + a2,2q2 + · · · + a2,mqm),

...

qm = h f(tk−1 + cmh, uk−1 + am,1q1 + am,2q2 + · · · + am,mqm).

Hierbij zijn bi en ai,j gegeven coëfficiënten die de methode vastleggen, en is

ci = ai,1 + ai,2 + · · · + ai,m.

Alle tot dusver behandelde methoden hebben de structuur van (5.11).

Definitie 5.1

1. Als ai,j = 0 (voor alle j ≥ i) noemen we de bijbehorende methode expliciet.

2. De matrix M , gegeven door

M =




a1,1 a1,2 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,m

...
...

...

am,1 am,2 · · · am,m

b1 b2 · · · bm




,

noemen we de Runge-Kutta matrix.

3. m noemen we het aantal stadia van de methode.
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Opgave 5.8 Bepaal de Runge-Kutta matrix voor

(a) de trapeziumregel,

(b) de klassieke methode van Runge en Kutta.

5.8 De orde van nauwkeurigheid

We veronderstellen:

(i) De functie f in probleem (5.3) heeft partiële afgeleiden van willekeurig hoge orde,

(ii) Probleem (5.3) heeft een oplossing U(t) voor α ≤ t ≤ β,

(iii) U(β) wordt benaderd met methode (5.11), waarbij h = (β − α)/k en uk ' U(β).

Stelling 5.1 (over de fout bij Runge-Kutta methoden) Voor de componenten uk,l − Ul(β) van de

fout uk − U(β) geldt, voor elke s ≥ 1,

(5.12)





uk,l − Ul(β) = γ(1)hp1 + γ(2)hp2 + · · · + γ(s)hps + O(hps+1)

voor alle k ≥ zekere k0, voor 1 ≤ l ≤ n.

Hierbij zijn p1 < p2 < p3 < · · · alléén afhankelijk van M (ńıet van (5.3), β, l, h) en γ (1), γ(2),

γ(3),. . . alléén afhankelijk van M , (5.3), β en l (ńıet van h).

Definitie 5.2 Het getal p1 heet de orde van de betreffende Runge-Kutta methode.

Hieronder zijn enkele pi - waarden getabelleerd.

Naam p1 p2 p3 p4 p5

(a) Euler 1 2 3 4 5

(b) Trapeziumregel 2 4 6 8 10

(c) Expliciete variant 2 3 4 5 6

(d) Klassieke RK 4 5 6 7 8

Interpretatie van de orde

Vergelijk de methoden genoemd onder (a) en (d). Neem aan dat de rekentijd nodig voor één

functieberekening gelijk is aan c. Voor de totale rekentijd R voor methode (a) geldt:

R ' ck = c(β − α)h−1,

zodat h ' [zekere constante] × R−1. Voor de totale rekentijd R voor methode (d) geldt:

R ' 4ck = 4c(β − α)h−1,

zodat h ' [zekere constante] × R−1.

In geval (a) vinden we dat |fout| ' [zekere constante] × h ' [zekere constante] × R−1. In geval (d)

geldt |fout| ' [zekere constante] × h4 ' [zekere constante] × R−4

Conclusie

Bij hoge nauwkeurigheidseisen (d.w.z. |fout| � 1) is de klassieke RK-methode efficiënter dan de

methode van Euler.
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5.9 Extrapolatie naar h = 0

Op grond van stelling 5.1 (over de fout bij Runge-Kutta methoden) is stelling 4.4 (over extrapolatie

naar h = 0) uit paragraaf 4.4 toe te passen. Bij de trapeziumregel is de ‘ordewinst’ per overgang

op een nieuwe kolom gelijk aan 2; bij de andere drie methoden uit de tabel uit paragraaf 5.8 is de

‘ordewinst’ gelijk aan 1.

Voorbeeld 5.2 Gegeven is de differentiaalvergelijking U ′(t) = U(t) met U(0) = 1. Kies een vaste

t = 0.2. Dan is U(t) = 1.221 402 7 . . . .

We kiezen de expliciete variant van de Trapeziumregel en verkrijgen dan het volgende schema van

afgeronde waarden.

h k uk = Ti,0 Ti,1 Ti,2 Ti,3 Ti,4

1/5 1 1.220000

1/10 2 1.221025 1.221367

1/20 4 1.221305 1.221398 1.221402

1/40 8 1.221378 1.221402 1.221403 1.221403

1/80 16 1.221396 1.221403 1.221403 1.221403 1.221403

Deze getallen zijn berekend m.b.v. de algemene formule voor extrapolatie naar h = 0 (formule

4.14) met θ = 1
2 en r = pj = j + 1. De formule voor Ti,j wordt dan

Ti,j = Ti,j−1 +
1

2j+1 − 1
(Ti,j−1 − Ti−1,j−1).

Toepassingen van extrapolatie naar h = 0:

(i) In het punt t waar men U(t) wil benaderen wordt het mogelijk de nauwkeurigheid der bena-

dering te schatten.

(ii) In het punt t (als boven) is de nauwkeurigheid der benaderingen uk te vergroten (zonder veel

extra werk!).

(iii) Door de extrapolatie gedurende de reis van α naar t te doen, is efficiënte bepaling van variabele

stapgrootten mogelijk.

5.10 Speciale Runge-Kutta methoden

We noemen nog een aantal speciale gevallen van het algemene proces (5.11).

1. Zij m = 1, M =

(
θ

1

)
met 0 ≤ θ ≤ 1. M definieert de zgn. θ - methode en heeft 1 stadium.

Enkele bekende methoden zijn hieronder getabelleerd.

θ Naam p1 p2 p3 p4

0 Methode van Euler 1 2 3 4
1
2

Impliciete middelpuntsregel 2 4 6 8

1 Achterwaartse methode van Euler 1 2 3 4
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2. Zij m ≥ 1 gegeven. De maximale orde noteren we als Pmax. Het is te bewijzen dat Pmax = 2m,

en dat de bijbehorende M uniek is en een impliciete methode definieert. Voor m = 1 geldt

dus M =

(
1
2

1

)
.

3. Zij m ≥ 1 gegeven. De maximale orde, onder de eis dat de methode expliciet is, noteren we

als pmax. Enkele waarden van pmax zijn:

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

pmax 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 8

De wijze waarop pmax van m afhangt is gecompliceerd en geheimzinnig. Jarenlang was bij-

voorbeeld de waarde van pmax voor m = 10 onbekend. In 1985 werd door John C. Butcher in

een zeer moeilijk bewijs aangetoond dat voor m = 10 geldt: pmax = 7.

4. Een handige methode met m = 6 en p1 = pmax = 5 is afkomstig van Lawson:




0 0 0 0 0 0

1
2 0 0 0 0 0

3
16

1
16

0 0 0 0

0 0 1
2 0 0 0

0 − 3
16

6
16

9
16

0 0

1
7

4
7

6
7 − 12

7
8
7 0

7
90

0 32
90

12
90

32
90

7
90
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Hoofdstuk 6 Directe methoden voor lineaire vergelijkingen

6.1 Voorbeeld, notaties en definities

Voorbeeld 6.1 We bekijken nog eens voorbeeld 5.1 en nemen aan dat de lozing door de fabriek juist

zó verloopt dat de concentratie ter plekke constant is: c(t) ≡ c0 > 0. Gevraagd wordt de concentra-

tie te voorspellen bij het aftappunt voor grote t > 0. Om deze vraag te beantwoorden discretiseren

we als in voorbeeld 5.1 en komen zo met δ = 1/(n+1), en Ui(t) = (concentratie ter plekke iδ) voor

i = 1, 2, . . . , n tot het stelsel differentiaalvergelijkingen

U ′(t) = AU(t) + g(t),

waarbij

A =




δ1 β2

γ2
. . .

. . .

. . .
. . . βn

γn δn




en g(t) = (D δ−2 + 1
2v δ−1) c(t)




1

0
...

0


 .

Definieer de stationaire toestand door U ′(t) ≡ 0, en noteer

{
ξi = (Ui(t) in stationaire toestand),

η1 = −(D δ−2 + 1
2 v δ−1)co.

Dan geldt 



δ1ξ1 + β2ξ2 = η1

γ2ξ1 + δ2ξ2 + β3ξ3 = 0
...

γn−1ξn−2 + δn−1ξn−1 +βnξn = 0

γnξn−1 + δnξn = 0

Dit is een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden. Voor de oplossing geldt ξi = (concentratie

in iδ voor grote t).

Merk op dat hoe groter n, des te meer de waarden ξi te vertrouwen zijn. Maar grote n betekent

veel rekenwerk en veel afrondfouten.

Het (verstandig) oplossen van problemen van bovenstaand type komt in dit hoofdstuk aan de orde.

We noteren

A =




a1,1 · · · a1,n

a2,1 · · · a2,n

...
...

am,1 · · · am,n


 , y =




η1

η2

...

ηm


 ∈ R

m en x =




ξ1

ξ2

...

ξn


 ∈ R

n.

Het algemene probleem

(6.1) Ax = y
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is equivalent met

(6.2)





a1,1ξ1 + · · ·+ a1,nξn = η1

a2,1ξ1 + · · ·+ a2,nξn = η2

...

am,1ξ1 + · · ·+ am,nξn = ηm

We schrijven het ook kortweg als

(6.3)

a1,1 a1,2 · · · a1,n η1

...
...

...
...

am,1 am,2 · · · am,n ηm

Met a1 =




a1,1

...

am,1


, a2 =




a1,2

...

am,2


, . . . , an =




a1,n

...

am,n


 is (6.1) te schrijven als

(6.4) ξ1a1 + ξ2a2 + · · · + ξnan = y.

Definitie 6.1

1. De ruimte opgespannen door a1, a2, . . . , an is

span(a1, a2, . . . , an) =
{
ξ1a1 + ξ2a2 + . . . + ξnan

∣∣ ξ1 ∈ R, ξ2 ∈ R, . . . , ξn ∈ R
}
.

2. a1, a2, . . . , an heten lineair onafhankelijk als voor elke j met 1 ≤ j ≤ n geldt:

span(a1, a2, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an) 6= span(a1, a2, . . . , an).

3. A heet regulier als a1, a2, . . . , an lineair onafhankelijk zijn; anders singulier.

Opmerking

a1, a2, . . . , an zijn lineair onafhankelijk ⇐⇒ als
n∑

i=1

ξiai = 0, dan zijn alle ξi = 0.

6.2 Inleiding tot het geval m = n

Tenzij anders vermeld is in dit hoofdstuk van nu af aan m = n.

Stelling 6.1 De volgende beweringen zijn equivalent.

(i) A is regulier,

(ii) Ax = 0 =⇒ x = 0,

(iii) voor alle y ∈ R
n is er een x ∈ R

n met Ax = y,

(iv) voor alle y ∈ R
n is er precies één x ∈ R

n met Ax = y,

(v) det(A) 6= 0.

Indien A regulier is, bestaat er precies één n × n matrix B zó dat voor alle y geldt

Ax = y ⇐⇒ x = B y.

Deze B heet de inverse van A en wordt genoteerd als B = A−1.
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Definitie 6.2

1. A heet een bovendriehoeksmatrix als ai,j = 0 (i > j).

2. A heet een onderdriehoeksmatrix als ai,j = 0 (i < j).

3. A heet een diagonaalmatrix als ai,j = 0 (i 6= j).

4. A heet de eenheidsmatrix als ai,j = 0 (i 6= j) en ai,i = 1. We noteren de eenheidsmatrix als

I =




1 O

1
. . .

O 1


 .

Eigenschappen

1e IA = AI = A.

2e Voor reguliere A geldt AA−1 = A−1A = I.

6.3 De eliminatiemethode van Gauss

Het probleem

(6.5)





a1,1ξ1 + · · ·+ a1,nξn = η1

...
...

...

an,1ξ1 + · · ·+ an,nξn = ηn

of Ax = y met A =




a1,1 · · · a1,n

...
...

an,1 · · · an,n




zullen we herleiden tot

(6.6)





r1,1ξ1 + · · ·+ r1,nξn = ζ1

. . .
...

...

rn,nξn = ζn

of R x = z met R =




r1,1 · · · r1,n

. . .
...

O rn,n




Doordat R een bovendriehoeksmatrix is, kan (6.6) gemakkelijk opgelost worden:

ξi = (ζi −
∑

j>i

ri,jξj)/ri,i (i = n, n − 1, . . . , 1),

mits alle ri,i 6= 0.

De gedaante (6.6) wordt in (n − 1) stappen verkregen.

Bekijk de eerste stap: trek λi × (eerste vergelijking) van de i-de vergelijking af zó dat x1 in de

i-de vergelijking niet meer voorkomt. Dus ai,1 − λi a1,1 = 0, d.w.z. λi = ai,1/a1,1. Indien a1,1 = 0

verwisselen we de eerste vergelijking met een s-de vergelijking waarvoor as,1 6= 0, en doen daarna

hetzelfde.

Zo is
a1,1 · · · a1,n η1

...
...

...

an,1 · · · an,n ηn
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overgevoerd in
r1,1 r1,2 · · · r1,n ζ1

0 a2,2 · · · a2,n η2

...
...

...
...

0 an,2 · · · an,n ηn

.

In de tweede stap wordt hetzelfde procédé toegepast op

a2,2 · · · a2,n η2

...
...

...

an,2 · · · an,n ηn

.

Zo voortgaande krijgen we na (n − 1) stappen het stelsel (6.6).

De getallen r1,1, r2,2, . . . , rn,n heten pivot elementen. Door de eerste (n − 1) pivots wordt gedeeld

om R en z te berekenen. Door alle pivots wordt gedeeld bij de berekening van x uit (6.6).

Definitie 6.3 De eliminatiemethode van Gauss heet uitvoerbaar voor het probleem (6.5) als het

boven beschreven proces altijd tot een bovendriehoeksmatrix R leidt waarin alle diagonaalelementen

ri,i ongelijk nul zijn.

6.4 De uitvoerbaarheid van de methode van Gauss

Na uitvoering van (k − 1) stappen van de eliminatiemethode ziet het stelsel er als volgt uit:

r1,1 · · · · · · r1,k · · · r1,n ζ1

0
. . .

...
...

...
...

. . .
. . .

...
...

...
... 0 ∗ · · · ∗ ∗
...

...
... A(k)

...
...

0 · · · 0 ∗ · · · ∗ ∗

of R(k) z(k).

Dus R(1) = A, z(1) = y, en na (n − 1) stappen R(n) = R, z(n) = z.

We zien dat, als (k − 1) stappen uitgevoerd zijn,

(6.7) det(A) = (−1)
vk det(R(k)),

waarbij vk = totaal aantal verrichte rijverwisselingen na (k − 1) stappen en

(6.8) det(R(k)) = r1,1 · . . . · rk−1,k−1 · det(A(k)).

Stelling 6.2 Gauss-eliminatie is uitvoerbaar =⇒ A is regulier en det(A) = r1,1 r2,2 · · · rn,n (−1)vn .

Bewijs. Pas (6.7) en (6.8) toe met k = n.

Opmerking

De methode van Gauss is een efficiënte methode om det(A) te berekenen.

Stelling 6.3 A is regulier =⇒ Gauss-eliminatie is uitvoerbaar.
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Bewijs. 1. Aangezien A regulier is, is er een as,1 6= 0. De matrix R(2) is dus, in de eerste stap, te

bepalen.

2. Stel dat reeds (k − 1) stappen zijn uitgevoerd. Uit (6.7) en (6.8) volgt dan det(A(k)) 6= 0.

In de eerste kolom van A(k) is dus een element 6= 0, zodat ook de matrix R(k+1) bepaald kan

worden.

3. Toepassing van het onder 2. bewezene, met k = 2, 3, . . . , n−1, toont dat R(3), . . . , R(n) bepaald

kunnen worden. Toepassing van (6.7) en (6.8) met k = n toont dat alle ri,i 6= 0.

Wanneer is Gauss-eliminatie uitvoerbaar zonder rijverwisselingen?

Definieer als k-de principale deelmatrix de matrix Pk =




a1,1 · · · a1,k

...
...

ak,1 · · · ak,k


.

Als Gauss-eliminatie uitvoerbaar is zonder rijverwisselingen, dan geldt:

0 6= r1,1r2,2 · · · rk,k = det




r1,1 · · · r1,k

. . .
...

O rk,k


 = det(Pk),

d.w.z.

(6.9) alle Pk zijn regulier, k = 1, 2, . . . , n.

Omgekeerd, veronderstel (6.9). Dan geldt het volgende.

1. De matrix R(2) is zonder rijverwisseling te bepalen aangezien a1,1 = det(P1) 6= 0.

2. Stel dat reeds (k − 1) stappen zijn uitgevoerd zonder rijverwisselingen zodat de matrix R(k) er

als volgt uitziet
r1,1 · · · · · · r1,k · · · r1,n

0
. . .

...
...

...
. . .

. . .
...

...
... 0 δ · · · ∗
...

...
... A(k)

...

0 · · · 0 ∗ · · · ∗
Dan is

0 6= det(Pk) = det




r1,1 · · · r1,k

. . .
...

O δ


 = r1,1 · . . . · rk−1,k−1 δ,

zodat δ 6= 0.

3. Toepassing hiervan met k = 2, 3, . . . , n − 1 toont dat alle R(k+1) te bepalen zijn zonder rijver-

wisselingen. Toepassing met k = n toont dat alle ri,i 6= 0. We hebben nu de volgende stelling

bewezen.

Stelling 6.4 Gauss-eliminatie is uitvoerbaar zonder rijverwisselingen ⇐⇒ alle principale deel-

matrices zijn regulier.
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6.5 De bruikbaarheid van de methode van Gauss

Stelling 6.2 en stelling 6.3 kunnen we combineren tot de volgende stelling.

Stelling 6.5 De methode van Gauss is uitvoerbaar ⇐⇒ A is regulier.

Uitvoerbaarheid is niet hetzelfde als praktische bruikbaarheid.

Voorbeeld 6.2 Bekijk het probleem van de vorm (6.3)

0.005 10 10

1 1 2

met exacte oplossing ξ1 = 1.0005 . . . en ξ2 = 0.99949 . . . .

Bij exact doorrekenen van de eliminatiemethode verkrijgen we achtereenvolgens





λ2 = 1
0.005

= 200,

r2,2 = 1 − λ2 × 10 = −1999,

ζ2 = 2 − λ2 × 10 = −1998,

ξ2 = 1998
1999 ,

ξ1 = 1
0.005 × (10 − 10 ξ2) = 2000

1999 .

Bij uitvoering in drijvende puntaritmetiek met t = 3 vinden we de volgende waarden.





λ̃2 = 1
0.005

= 200,

r̃2,2 = −2000,

ζ̃2 = −2000,

ξ̃2 = 1,

ξ̃1 = 0.

Hier is een zeer slecht resultaat verkregen. Een verklaring hiervoor is de relatie

ξ1 = −10
0.005 ξ2 + 10

0.005 ,

waaruit volgt ∆ξ1 = −2000∆ξ2. Daar ∆ξ2 ' 1
2000 , geldt ∆ξ1 ' −1. De oorzaak van het slechte

resultaat is dus de grootte van

∣∣∣∣
a1,2

a1,1

∣∣∣∣.

Bekijk nu de eliminatiemethode voor bovenstaand probleem geschreven in de vorm

1 1 2

0.005 10 10

Exact doorrekenen geeft 



λ2 = 0.005,

r2,2 = 10 − λ2 = 9.995,

ζ2 = 10 − λ2 × 2 = 9.99,

ξ2 = 9.99
9.995

,

ξ1 = 2 − ξ2 = 10
9.995 ,
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terwijl uitvoering in drijvende puntaritmetiek met t = 3 de volgende waarden oplevert:





λ̃2 = 0.005,

r̃2,2 = 10,

ζ̃2 = 9.99,

ξ̃2 = 0.999,

ξ̃1 = fl(2 − 0.999) = fl(1.001) = 1.

Blijkbaar is het gunstig als pivot het element as,1 te kiezen waarvoor
|as,1|
|as,2|

zo groot mogelijk is.

In de algemene situatie (6.3) kan een gunstige pivotkeuze als volgt plaatsvinden:

(i) Bereken βi = max
1≤j≤n

|ai,j | voor i = 1, 2, . . . , n.

(ii) Na k − 1 stappen van de eliminatiemethode hebben we

r1,1 · · · · · · r1,k · · · r1,n ζ1

0
. . .

...
...

...
...

. . . rk−1,k−1 rk−1,k · · · rk−1,n ζk−1

βk

... 0 αk · · · ∗ ∗
...

...
...

... A(k)
...

...

βn 0 · · · 0 αn · · · ∗ ∗

Kies nu als pivot het element αs met de eigenschap dat

∣∣∣∣
αs

βs

∣∣∣∣ = max
k≤i≤n

∣∣∣∣
αi

βi

∣∣∣∣

en s zo klein mogelijk.

Na stap (ii) wordt de k-de vergelijking met de s-de verwisseld, en krijgt βs de waarde van βk.

Deze pivotkeuze wordt scaled partial pivoting of scaled column pivoting genoemd.

6.6 De L–R ontbinding

In deze paragraaf veronderstellen we dat de Gauss-eliminatie wordt uitgevoerd zonder rijverwisse-

lingen.

We bekijken allereerst het aantal rekenkundige operaties dat bij de eliminatiemethode optreedt.

In de eerste stap kost

de berekening van λi =
ai,1

a1,1
: (n − 1) delingen;

de berekening van ai,j = ai,j − λia1,j : (n − 1)2 aftrekkingen en (n − 1)2 vermenigvuldigingen;

de berekening van ηi = ηi − λiη1 : (n − 1) aftrekkingen en (n − 1) vermenigvuldigingen.

Noteer
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{
v = vermenigvuldiging of deling,

o = optelling of aftrekking.
In totaal kost

de berekening der λi : ((n − 1) + (n − 2) + · · · + 1) v;

de berekening der ri,j : ((n − 1)2 + (n − 2)2 + · · · + 12) (o+v);

de berekening der ζi : ((n − 1) + (n − 2) + · · · + 1) (o+v);

de berekening der ξi :

{
(1 + 2 + · · · + n) v,

(0 + 1 + · · · + (n − 1)) o.
Het is te bewijzen dat

1 + 2 + · · · + k = 1
2
k(k + 1) ' 1

2
k2 (voor k groot), en

12 + 22 + · · · + k2 = 1
6k(2k + 1)(k + 1) ' 1

3k3 (voor k groot).

Dus voor grote n vinden we:

(6.10)

{
berekening der λi en ri,j kost circa 1

3n3 (o+v),

berekening der ζi en ξi kost circa n2 (o+v).

Bekijk eens vergelijkingen Ax = y(1), Ax = y(2), . . ., Ax = y(p) met gelijke coëfficiëntenmatrix

en wisselende rechterleden. Veronderstel dat n, ten opzichte van p, groot is. Deze vergelijkingen

‘tegelijk’ oplossen kost op grond van (6.10) ongeveer

1
3

n3 + pn2 ' 1
3

n3 (o+v).

Deze vergelijkingen ‘na elkaar’ oplossen kost ongeveer

p × ( 1
3

n3 + n2) ' p × 1
3

n3 (o+v).

Conclusie: als er p vergelijkingen na elkaar opgelost moeten worden, loont het zeer de moeite de λi

en de ri,j (die de eerste keer berekend zijn) te bewaren. Zo is ruwweg een factor p in rekentijd te

besparen.

We bespreken nu hoe de λi en de ri,j handig te bewaren zijn voor het oplossen van een nieuw

stelsel.

Stelling 6.6 Neem aan dat Gauss-eliminatie uitgevoerd is zonder rijverwisselingen. Zij λi,j = (de

λi uit de j-de stap van het eliminatieproces) en zij

L =




1 O

λ2,1 1
...

. . .
. . .

λn,1 · · · λn,n−1 1


 .

Dan is A = LR.

Op grond van deze stelling is het stelsel

(6.11) Ax = y
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equivalent met

(6.12) Lz = y, R x = z.

Veronderstel dat de λi en de ri,j bewaard zijn in de vorm van de matrices L en R. Uit (6.12) vinden

we dan

ζi = ηi − (λi,1 ζ1 + λi,2 ζ2 + · · · + λi,i−1 ζi−1) (i = 1, 2, . . . , n),

en vervolgens

ξi =
1

ri,i
(ζi − (ri,i+1ξi+1 + · · · + ri,nξn)) (i = n, n − 1, . . . , 1).

Het oplossen van (6.12) naar de onbekenden z en x kost zo ongeveer n2 (o+v).

Opgave 6.1

A =




2 1 1

4 2 3

2 3 0


 , y(1) =




4

9

5


 , y(2) =




0

1

1


 .

Los, d.m.v. L–R ontbinding, de stelsels Ax = y(1) en Ax = y(2) op.

Opgave 6.2

A =




1 2 3 4

1 −1 0 5

3 3 7 13

1 5 6 3


 .

Toon aan, met behulp van L–R ontbinding, dat de rang van de matrix A gelijk is aan 3.

6.7 De skyline van een matrix

Definitie 6.4 Bij een gegeven n × n matrix A wordt de skyline van A, skyline(A), gedefinieerd

als d́ıe n-dimensionale vector waarvan de j-de component gelijk is aan de kleinste, niet-negatieve,

gehele waarde k, met de eigenschap dat ai,j = 0 voor alle i < j − k.

Voorbeeld 6.3 Zij A =




2 1 0 0

1 3 0 2

0 2 0 0

0 1 −1 1


 . Dan is skyline(A) =




0

1

0

2


.

Stelling 6.7 Zij A = LR met A regulier, L een onderdriehoeksmatrix en R een bovendriehoeks-

matrix. Dan geldt:

(i) skyline(A) = skyline(R),

(ii) skyline(AT) = skyline(LT).
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Bewijs. (i) Merk allereerst op dat L regulier is.

Zij j ∈ {1, 2, . . . , n}. Duid met ej de j-de eenheidsvector in R
n aan en schrijf Aej als

(
u1

v1

)
en

Rej als

(
u2

v2

)
, waarbij u1, u2 ∈ R

k en v1, v2 ∈ R
n−k met k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Dan geldt:

(6.13)

(
u1

v1

)
= Aej = LRej =

(
L1,1 O

L2,1 L2,2

)(
u2

v2

)
,

waarbij L1,1 een k × k matrix is, L2,1 een (n − k) × k matrix en L2,2 een (n− k) × (n− k) matrix.

Uit (6.13) volgt

(6.14) L1,1u2 = u1.

Daar L regulier is, is ook L1,1 regulier en geldt:

(6.15) u1 = 0 ⇐⇒ u2 = 0.

Uit het bovenstaande volgt dat de j-de component van skyline(A) gelijk is aan de j-de component

van skyline(L) voor j = 1, 2, . . . , n. Hiermee is onderdeel (i) bewezen.

(ii) Toepassing van (i) op AT = RTLT levert de te bewijzen bewering op.

Voorbeeld 6.4

Zij

A =




−2 0 6 0

0 2 3 0

−2 −6 −9 4

0 0 0 −8


 .

A is te schrijven als LR met

L =




2 0 0 0

0 1 0 0

2 −3 −2 0

0 0 0 2


 en R =




−1 0 3 0

0 2 3 0

0 0 3 −2

0 0 0 −4


 .

In overeenstemming met stelling 6.7 geldt nu: skyline(A) = skyline(R) = ( 0 0 2 1 )
T

en

skyline(AT) = skyline(LT) = ( 0 0 2 0 )T.
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6.8 Bandmatrices

Laten p ≥ 0 en q ≥ 0 gegeven gehele getallen zijn. Een n × n matrix A heet een bandmatrix van

type (p, q) als max
i

(skyline(A))i ≤ q en max
i

(skyline(AT))i ≤ p

Als max(p, q) ≤ n − 1, dan heeft A de volgende gedaante

A = (ai,j) =




a1,1 · · · · · · a1,q+1

...
. . .

. . .

ap+1,1
. . .

. . .

. . .
. . . an−q,n

. . .
. . .

...

. . .
. . .

...

an,n−p · · · an,n




.

Stelling 6.8 Zij A = LR met A regulier, L een onderdriehoeksmatrix en R een bovendriehoeks-

matrix. Als A een bandmatrix van type (p, q) is, dan zijn L en R dit ook.

Bewijs. Toepassing van stelling 6.7 op A = LR levert de te bewijzen bewering op.

Gevolg

Zij A een bandmatrix van type (p, q) waarvan alle principale deelmatrices regulier zijn. De bepaling

van L en R kost ≤ p(q + 1)n (o+v). De bepaling van z en x kost ≤ (p + q + 1)n (o+v).

Voor speciale bandmatrices kost het oplossen van het stelsel (6.11) soms nog minder werk dan het

bovenstaande gevolg suggereert. We bekijken het geval dat A een bandmatrix van type (1,1), een

zgn. tridiagonale matrix, is:

A =




δ1 β2 O

γ2 δ2
. . .

. . .
. . . βn

O γn δn




.

Veronderstel dat Gauss-eliminatie uitgevoerd is zonder rijverwisselingen. Dan geldt A = LR. Als

gevolg van stelling 6.8 hebben L en R de volgende structuur:

L =




1 O

λ2 1
. . .

. . .

O λn 1


 , R =




ρ1 σ2 O

ρ2
. . .

. . . σn

O ρn




.

De relatie A = LR is equivalent met





γi = λiρi−1 (2 ≤ i ≤ n),

δi = λiσi + ρi (2 ≤ i ≤ n), δ1 = ρ1,

βi = σi (2 ≤ i ≤ n).
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Dus

ρ1 = δ1,

{
λi = γi/ρi−1

ρi = δi − λiβi

}
(2 ≤ i ≤ n), σi = βi (2 ≤ i ≤ n).

Dit kost (n − 1) o + 2(n − 1) v.

De vector z met Lz = y is te vinden uit

ζ1 = η1, ζi = ηi − λiζi−1 (2 ≤ i ≤ n);

de vector x met R x = z is te vinden uit

ξn = ζn/ρn, ξi = (−σi+1ξi+1 + ζi)/ρi (i = n − 1, n − 2, . . . , 1).

Dit kost 2(n − 1) o + (3n − 2) v.

In totaal kost het oplossen van het stelsel Ax = y dus slechts (8n − 7) operaties.

Het beschreven rekenproces wordt wel de double sweep method genoemd.

Voorbeeld 6.5 Voor

A =




2 −1 O

−1 2
. . .

. . .
. . . −1

O −1 2




is Gauss-eliminatie zonder rijverwisselingen uitvoerbaar. De ‘double sweep method’ kost (8n − 7)

operaties.

Wanneer A−1 beschikbaar is, zouden we x ook kunnen berekenen uit x = A−1 y. Dit kost echter

n(n − 1) o + n2 v ' n2 (o+v).

Vergelijken we de twee rekenmethoden voor n = 103, dan zien we dat de ‘double sweep method’

slechts 8n − 7 ' 8000 operaties vereist, terwijl de laatst besproken methode circa 2n2 = 2000 000

operaties vergt.

De elementen van de matrices A−1 zijn allen ongelijk aan nul. Bijvoorbeeld voor n = 5 geldt

A−1 = 1
6




5 4 3 2 1

4 8 6 4 2

3 6 9 6 3

2 4 6 8 4

1 2 3 4 5




.

Opgave 6.3

A =




2 −1 0 0

−4 4 1 0

0 2 0 4

0 0 −3 15


 , y =




3

−10

6

36


 .

Los, met behulp van de ‘double sweep method’, het stelsel vergelijkingen Ax = y op.



6.9 Symmetrische matrices 63

6.9 Symmetrische matrices

Definitie 6.5

1. De matrix B = (bi,j) met bi,j = aj,i heet de getransponeerde of gespiegelde van A = (ai,j).

Notatie: B = AT.

2. De matrix A heet symmetrisch als AT = A.

Veronderstel dat we na k − 1 stappen van het eliminatieproces de volgende situatie hebben:

r1,1 · · · · · · r1,k · · · r1,n ζ1

0
. . .

...
...

...
...

. . . rk−1,k−1 rk−1,k · · · rk−1,n ζk−1

... 0 ∗ · · · ∗ •

...
...

...
...

...

0 · · · 0 ∗ · · · ∗ •

Noteer

A(k) =




∗ · · · ∗
...

...

∗ · · · ∗


 en y(k) =




•
...

•


 .

Stelling 6.9 Veronderstel dat Gauss-eliminatie uitgevoerd wordt zonder rijverwisselingen.

Zij A symmetrisch. Dan is A(k) ook symmetrisch (k = 1, 2, . . . , n).

Bewijs. Voor k = 1 is de bewering juist.

Veronderstel nu dat 1 ≤ k < n − 1 en dat A(k) symmetrisch is. Bekijk de volgende situatie

A(k) =




k i j n

k δ · · · · · · β · · · γ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...

i β · · · · · · ...· · · · · · α� · · · ...
...

...
...

...

j γ · · · · · · α© · · · ...· · · · · · ...
...

...
...

...
n ∗ · · · · · · · · · · · · · · · · · · ∗




.

In de k-de stap gaat α© over in (α − γ

δ
β), en α� in (α − β

δ
γ).

Dus ook A(k+1) is symmetrisch.
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Voor willekeurige matrices A moeten in A(k) precies (n − k)2 elementen berekend worden, maar

hier slechts

(n − k) + 1
2

{
(n − k)2 − (n − k)

}
= 1

2
(n − k)2 + 1

2
(n − k).

In het algemeen kost de berekening van λi en ri,j circa 1
3n3 (o+v). Hier kost deze berekening circa

1
6
n3 (o+v).

Noteer

A(k) =




a
(k)
k,k · · · a

(k)
k,n

...
...

a
(k)
n,k · · · a

(k)
n,n


 en y(k) =




η
(k)
k

...

η
(k)
n


 .

We komen in de situatie van de stelling tot het volgende procédé voor het overvoeren van Ax = y

in R x = z:

bereken voor i en j met j ≥ i ≥ k + 1 de elementen a
(k+1)
i,j = α − β

δ
γ en η

(k+1)
i = η

(k)
i − β

δ
ζk. Dus

(6.16) λi =
a
(k)
k,i

a
(k)
k,k

, a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j − λia

(k)
k,j , η

(k+1)
i = η

(k)
i − λiη

(k)
k (j ≥ i ≥ k + 1).
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Hoofdstuk 7 Overbepaalde stelsels lineaire vergelijkingen

7.1 Inleiding

Voorbeeld 7.1 We hebben de drie hoeken van een driehoek gemeten en vonden: ξ̃1 = 50◦,

ξ̃2 = 100◦ en ξ̃3 = 31◦. Aangezien ξ1 + ξ2 + ξ3 = 180, willen we oplossen





ξ1 + ξ2 + ξ3 =180

ξ1 = 50

ξ2 =100

ξ3 = 31

.

Problemen van bovenstaand type komen in dit hoofdstuk aan de orde.

Voorbeeld 7.2 Op een beeldscherm is de doorsnede van een lichaamscel gegeven (d.m.v. pixels

(xi, yi) zoals in voorbeeld 4.4). In de kankerdiagnostiek doet zich het probleem voor een ellips

te bepalen die zo goed mogelijk de vorm van de cel beschrijft. Ook dit probleem komt aan de

orde.

Notaties

Voor y =




η1

...

ηm


 , z =




ζ1

...

ζm


 ∈ R

m definiëren we het (standaard) inproduct (y, z) door

(y, z) = η1ζ1 + η2ζ2 + · · · + ηmζm = zTy.

De lengte |y| definiëren we door

|y| =
√

(y, y).

Eigenschappen

1. (y, z) = (z, y).

2. (λy, z) = λ(y, z).

3. (x + y, z) = (x, z) + (y, z).

4. (Ay, z) = (y,AT z).

7.2 m vergelijkingen met n onbekenden, m ≥ n

Bekijk voor m ≥ n

(7.1)





a1,1ξ1 + · · ·+ a1,nξn = η1

a2,1ξ1 + · · ·+ a2,nξn = η2

...

am,1ξ1 + · · ·+ am,nξn = ηm

of Ax = y.
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Definitie 7.1 x heet oplossing in de zin der kleinste kwadraten van (7.1) als

(7.2) |Ax − y| ≤ |Ax̃ − y| voor alle x̃ ∈ R
n.

Opmerking

We schrijven ook wel ‘x is een k.k. oplossing van (7.1)’ als x aan (7.2) voldoet.

Bekijk f(x) = f(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = |Ax − y|2. We zien dat

f(x) =

m∑

k=1

( n∑

j=1

ak,jξj − ηk

)2
.

Dus
∂

∂ξi
f(x) =

m∑

k=1

{
2
( n∑

j=1

ak,jξj − ηk

)
ak,i

}
(i = 1, 2, . . . , n).

Het is duidelijk dat, als x oplossing in de zin der kleinste kwadraten is, alle partiële afgeleiden in x

nul zijn:
m∑

k=1

( n∑

j=1

ak,jξj − ηk

)
ak,i = 0 (i = 1, 2, . . . , n).

Dit is te schrijven als

(7.3)

n∑

j=1

(aj , ai)ξj = (y, ai) (i = 1, 2, . . . , n).

Deze n vergelijkingen voor ξ1, ξ2, . . . ξn heten de normaalvergelijkingen. De bijbehorende coëfficiën-

tenmatrix

H =




(a1, a1) · · · (an, a1)
...

...

(a1, an) · · · (an, an)




heet de matrix van Gram.

Opmerking

De normaalvergelijkingen hebben de vorm

(7.4) ATAx = ATy

(zie opgave 7.1).

Stelling 7.1 Zij A een reguliere matrix met bijbehorende matrix van Gram H. Dan geldt het

volgende.

1. De matrix H is regulier en symmetrisch.

2. Met de matrix H is de eliminatiemethode van Gauss uitvoerbaar zonder rijverwisselingen (en

praktisch bruikbaar).

3. Als x een k.k. oplossing van (7.1) is, dan voldoet x aan de normaalvergelijkingen.

4. Probleem (7.1) heeft precies één k.k. oplossing x.
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Bewijs. 1. H is symmetrisch, want (ai, aj) = (aj , ai). H is regulier op grond van onderdeel 2.

2. Zij Pk de k-de principale deelmatrix van H. Stel Pk is singulier. Dan zijn er ξ1, ξ2, . . . , ξk, niet

alle nul, met

k∑

j=1

ξj(aj , ai) = 0 (i = 1, 2, . . . , k). Dus ook

( k∑

j=1

ξjaj , ai

)
= 0 (i = 1, 2, . . . , k), en

( k∑

j=1

ξjaj ,

k∑

i=1

ξiai

)
= 0.

Hieruit volgt

∣∣
k∑

i=1

ξiai

∣∣ = 0 en dus

k∑

i=1

ξiai = 0,

zodat A niet regulier is, in tegenspraak met het gegeven. Dus zijn alle Pk regulier. Pas nu stelling

6.4 toe.

3. Zie bovenstaande afleiding der normaalvergelijkingen.

4. Probleem (7.1) heeft hoogstens één k.k. oplossing op grond van de onderdelen 3 en 1. Het

bewijs dat (7.1) een oplossing heeft, kan als volgt.

Zij x de oplossing der normaalvergelijkingen en zij x̃ = x + v. Dan is |A x̃ − y|2 − |Ax − y|2 =

(Ax − y + Av,Ax − y + Av) − (Ax − y,Ax − y) = 2(Ax − y,A v) + (Av,A v). Aangezien

(Ax − y,A v) =
(
AT(Ax − y), v

)
= (ATAx − ATy, v) = (0, v) = 0,

geldt

|A x̃ − y|2 − |Ax − y|2 = (Av,A v) ≥ 0.

Opgave 7.1 Bewijs dat de coëfficiëntenmatrix en het rechterlid van de normaalvergelijkingen gelijk

zijn aan respectievelijk ATA en ATy.

7.3 Een voorbeeld

Voorbeeld 7.3 Bekijk voorbeeld 7.1, waarbij we benaderingen vonden van de hoeken van een

driehoek: ξ̃1, ξ̃2 en ξ̃3. Er moet gelden: ξ1 + ξ2 + ξ3 = 180. We lossen derhalve het volgende stelsel

in de zin der kleinste kwadraten op:

(7.5)




1 1 1

ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε







ξ1

ξ2

ξ3


 =




180

50ε

100ε

31ε


 .

Aangezien de eerste vergelijking meer gewicht in de schaal moet leggen dan de overige, zullen we

0 < ε � 1 kiezen.

De normaalvergelijkingen zijn als volgt:

(7.6)




1 + ε2 1 1

1 1 + ε2 1

1 1 1 + ε2






ξ1

ξ2

ξ3


 =




180 + 50ε2

180 + 100ε2

180 + 31ε2
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met oplossing

ξ1 =
149 + 50ε2

3 + ε2
, ξ2 =

299 + 100ε2

3 + ε2
, ξ3 =

92 + 31ε2

3 + ε2
.

Veronderstel ε = 10−10 en voer de berekeningen uit in drijvende puntaritmetiek met t = 15 cijfers.

Daar 1 + ε2 = 1 + 10−20, is fl(1 + ε2) = 1. De matrix H wordt dus berekend als

fl(H) =




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 .

Het is daarom onmogelijk de ξ1, ξ2, ξ3 nog éénduidig te bepalen!

De oorzaak van dit nare verschijnsel is dat de matrix in (7.5) bijna singulier is; deze eigenschap

van (7.5) is in (7.6) versterkt aanwezig (ε2 � ε).

Oplossingen voor dit nare verschijnsel:

1e. Voer de berekeningen uit in dubbele precisie.

2e. Gebruik niet de normaalvergelijkingen, maar een betere rekenmethode, waarbij het singuliere

karakter ńıet versterkt wordt. Gebruik b.v.:

(i) methode met Householdertransformaties,

(ii) gemodificeerde methode van Gram-Schmidt.

3e. Formuleer het oorspronkelijke probleem anders, en wel zó dat A ‘goed’ regulier is. Uit ξ3 =

180 − ξ1 − ξ2 volgt de kleinste kwadratenopgave




1 0

0 1

1 1



(

ξ1

ξ2

)
=




50

100

149


 .

Deze A is ‘goed’ regulier. De normaalvergelijkingen zijn

(
2 1

1 2

) (
ξ1

ξ2

)
=

(
199

249

)

met oplossing ξ1 = 149
3

, ξ2 = 299
3

, en dus ξ3 = 92
3

.

7.4 Approximatie met polynomen

Veronderstel dat m metingen zijn verricht met uitkomsten ζi op gegeven tijdstippen ti (1 ≤ i ≤ m).

De gemeten ζi zijn behept met storingen (meetfouten, afleesfouten).

Op theoretische gronden is er een verband ζ = ϕ(t) met ϕ(t) = ξ1 + ξ2t + . . . + ξntn−1. Er geldt

m > n. Gevraagd wordt de ξj uit de waarnemingen te schatten.

Een veel gebruikte methode hiertoe is ξj zó te kiezen dat geldt:

(7.7) ε2
1

(
ζ1 − ϕ(t1)

)2
+ ε2

2

(
ζ2 − ϕ(t2)

)2
+ · · · + ε2

m

(
ζm − ϕ(tm)

)2
is minimaal.

Hierbij is εi > 0. Als alle metingen even betrouwbaar zijn, dan kiezen we εi ≡ 1. Zo niet, dan

kiezen we εi kleiner naarmate de meting minder betrouwbaar is.
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Bekijk het stelsel

(7.8) εi · ξ1 + εiti · ξ2 + · · · + εi(ti)
n−1 · ξn = εiζi (1 ≤ i ≤ m).

Noteer x =




ξ1

...

ξn


. We zien dat x aan (7.7) voldoet dan en slechts dan als x oplossing van (7.8) is

in de zin der kleinste kwadraten.

De normaalvergelijkingen
n∑

j=1

(aj , ai)ξj = (y, ai) (1 ≤ i ≤ n) vinden we uit

aj =




ε1(t1)
j−1

...

εm(tm)j−1


 (1 ≤ j ≤ n) en y =




ε1ζ1

...

εmζm


 .

Dus x moet voldoen aan

(7.9)
( m∑

k=1

ε2
kti−1

k

)
· ξ1 +

( m∑

k=1

ε2
ktik
)
· ξ2 + · · ·+

( m∑

k=1

ε2
kti+n−2

k

)
· ξn =

m∑

k=1

ε2
kti−1

k ζk (i = 1, 2, . . . , n).

Opgave 7.2 Bewijs dat (voor willekeurige εi > 0) de matrix A behorend bij het stelsel (7.8)

regulier is.

Opgave 7.3 Gegeven zijn de metingen





ti : 1010 − 1 1010 1010 + 1

ζi : 1 −1 1

εi : 1 1 1

Op theoretische gronden geldt het verband ζ = ϕ(t) met ϕ(t) = α + βt.

(a) Stel drie vergelijkingen voor de twee onbekenden ξ1 = α en ξ2 = β op. Bepaal de bijbehorende

normaalvergelijkingen H x = b. Los x hieruit op.

(b) Bepaal fl(H) door de normaalvergelijkingen op te stellen in drijvende puntaritmetiek met

t = 15 cijfers.

(c) Bepaal alle eventuele oplossingen x van het stelsel fl(H)x = b.

(d) De functie ϕ is ook te schrijven als ϕ(t) = ξ1 + ξ2(t− 1010). Stel drie vergelijkingen voor deze

onbekenden ξ1 en ξ2 op. Verwacht u nu dezelfde problemen als in onderdeel (c)?

(e) Bepaal, rekenend in 15 cijfers precisie, de normaalvergelijkingen en de bijbehorende oplossing

ξ1, ξ2.

Opgave 7.4 Met vergelijkbare betrouwbaarheid zijn gemeten

{
ti : 0.50 1.0 2.0

ζi : 3.0 2.5 2.0

Het theoretisch model voor de relatie tussen t en ζ is ζ = ξ1 + ξ2/t (voor t > 0). Schat met de

methode der kleinste kwadraten de parameters ξ1 en ξ2 uit de waarnemingsuitkomsten.
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7.5 Het vinden van een goede ellips

Bekijk het probleem bij gegeven coördinaten (xi, yi) (i = 1, 2, . . . , N) een goed passende ellips te

vinden.

De algemene vergelijking van een ellips is

{
ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx + 2ey + f = 0,

met ac > b2.

Men zou als volgt kunnen redeneren:

Los het stelsel

x2
i · a + 2xiyi · b + y2

i · c + 2xi · d + 2yi · e + f = 0 (1 ≤ i ≤ N)

op in de zin der kleinste kwadraten (met onbekenden a, b, c, d, e, f). Helaas voldoet a = b = c =

d = e = f = 0.

Men zou f op −1 kunnen stellen, en het stelsel

x2
i · a + 2xiyi · b + y2

i · c + 2xi · d + 2yi · e = 1 (1 ≤ i ≤ N)

kunnen oplossen in de zin der k.k. Helaas sluiten we dan de mogelijkheid uit dat de ellips door het

punt (x, y) = (0, 0) loopt.

Aangezien ac > b2 moet a 6= 0. Stel a = −1. Los het stelsel

xiyi · ξ1 + y2
i · ξ2 + xi · ξ3 + yi · ξ4 + ξ5 = x2

i (1 ≤ i ≤ N)

op in de zin der k.k. Dit proces werkt in de praktijk erg goed.

Het verdient aanbeveling de oorsprong van het x − y coördinatenstelsel dicht bij het zwaartepunt

van de gegeven coördinaten te leggen. Immers, stel b.v. xi ' 1010, yi ' 1010 (1 ≤ i ≤ N). Dan

is a1 ' a2 en a3 ' a4 en A dus ‘bijna singulier’.
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Hoofdstuk 8 Stelsels (niet-lineaire) vergelijkingen

8.1 Inleiding tot stelsels niet-lineaire vergelijkingen

Veronderstel dat m metingen zijn verricht met uitkomsten ηi voor gegeven ti (1 ≤ i ≤ m) – net

zoals in paragraaf 7.4. Het theoretisch model zij van de vorm

η = ϕ(t) = ξ1 + ξ2 exp(−ξ3t).

Indien men deze parameters ξj wil bepalen door gebruik te maken van de metingen, krijgt men te

maken met het stelsel

ξ1 + ξ2 exp(−ξ3ti) − ηi = 0 (i = 1, 2, . . . ,m).

In dit hoofdstuk bekijken we methoden voor het oplossen van dit soort problemen.

We beschouwen het algemene probleem

F (x) = 0.

Hierbij gebruiken we vectornotatie. In componenten uitgeschreven staat dit probleem voor

(8.1)





F1(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 0

F2(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 0

...

Fm(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 0

Dus F :D −→ R
m waarbij D ⊂ R

n gegeven is en x∗ ∈ D gezocht wordt zó dat (zo goed mogelijk)

voldaan is aan F (x∗) = 0.

8.2 Normen

Vóórdat we ons met het eigenlijke probleem (8.1) bezig houden, behandelen we enige theorie die

daartoe van nut zal blijken te zijn.

Definitie 8.1 Een functie | · |: Rn −→ R heet een norm als

(a) |x| > 0 (voor alle x 6= 0, x ∈ R
n),

(b) |x + y| ≤ |x| + |y| (voor alle x, y ∈ R
n),

(c) |λx| = |λ| · |x| (voor alle λ ∈ R, x ∈ R
n).

Voorbeeld 8.1 Voor 1 ≤ p < ∞ is |x|p =
( n∑
j=1

|ξj |p
)1/p

; voor p = ∞ is |x|p = max
1≤j≤n

|ξj |.

Stelling 8.1 Voor elke p met 1 ≤ p ≤ ∞ is | · |p een norm in R
n.

De normen | · |p noemt men Hölder-normen. De norm | · |1 wordt ook wel som-norm genoemd, de

norm | · |2 Euclidische norm en de norm | · |∞ maximum-norm.

Stelling 8.2 Laten | · | en | · |∗ twee willekeurige normen in R
n zijn. Dan bestaan daarbij getallen

α > 0 en β > 0 zó dat |x| ≤ α · |x|∗ en |x|∗ ≤ β · |x| voor alle x ∈ R
n.
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Definitie 8.2

1. Een rij x1, x2, x3, . . . in R
n heet convergent met limiet x∗ als lim

k→∞
|xk − x∗| = 0. Men noteert

lim
k→∞

xk = x∗.

2. D ⊂ R
n heet gesloten als voor elke convergente rij in D ook de limiet x∗ ∈ D.

3. E ⊂ R
n heet open als het complement R

n\E gesloten is.

In bovenstaande definities stelt | · | een willekeurige norm voor. De begrippen convergent, limiet,

gesloten en open zijn, op grond van bovenstaande stelling, onafhankelijk van de gekozen norm!

In de rest van deze paragraaf bekijken we de volgende situatie: D ⊂ E ⊂ R
n met D convex en

E open. Verder is G:E −→ R
n zó dat G(x) = (G1(x), . . . , Gn(x))T waarbij elke partiële afgeleide

∂

∂ξj
Gi(x) bestaat en continu is op E (voor 1 ≤ i ≤ n en 1 ≤ j ≤ n) .

We zullen voor x, x̃ ∈ D de norm |Gx̃ −Gx| afschatten in termen van | x̃ −x|. Hulpmiddel hierbij

is de stelling van het gemiddelde, die ons leert dat

(8.2) Gi( x̃) − Gi(x) =

n∑

j=1

∂

∂ξj
Gi(vi) ( ξ̃j − ξj).

Hierbij is vi = x + τi( x̃ − x) met 0 < τi < 1 voor 1 ≤ i ≤ n.

We bekijken nu de maximum-norm en definiëren

‖G‖∞ = max
1≤i≤n

sup
v∈D

n∑

j=1

∣∣∣ ∂

∂ξj
Gi(v)

∣∣∣.

We zien dat

|Gi( x̃ ) − Gi(x)| ≤ ‖G‖
∞

· max
1≤j≤n

| ξ̃j − ξj |.

Dus

(8.3) |Gx̃ − Gx|∞ ≤ ‖G‖∞ · | x̃ − x|∞ (voor alle x, x̃ ∈ D).

Opmerking.

De n × n matrix die opgebouwd is uit bovenstaande getallen
∂

∂ξj
Gi(v) noteert men als

G′(v) =

(
∂

∂ξj
Gi(v)

)
.

Deze matrix heet de matrix van Jacobi van G in het punt v.

Opgave 8.1 Bewijs de normeigenschappen (a), (b) en (c) voor | · |p met p = 1, p = 2 en p = ∞.

Opgave 8.2 Bewijs de volgende eigenschappen voor willekeurige normen in R
n.

(a) De norm van de nulvector is gelijk aan 0,

(b)
∣∣ |x| − |y|

∣∣ ≤ |x ± y|,
(c) |x1 + x2 + · · · + xk| ≤ |x1| + |x2| + · · · + |xk|.
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Opgave 8.3 Bewijs

(a) |x|∞ ≤ |x|1 ≤ n|x|∞,

(b) |x|
∞

≤ |x|2 ≤ √
n|x|

∞
,

(c)
1√
n
|x|1 ≤ |x|2 ≤ |x|1.

Opgave 8.4 Zij n = 2, G1(x) = (ξ1)
2

+ (ξ2)
5
, G2(x) = ξ1ξ2 en D = {x

∣∣ x = (ξ1, ξ2)
T, 0 ≤ ξ1 ≤

1, 0 ≤ ξ2 ≤ 2}. Bereken een getal λ met de eigenschap dat |Gx̃ − Gx|
∞

≤ λ| x̃ − x|
∞

voor alle

x, x̃ ∈ D.

Opgave 8.5 A = (ai,j) is een reële n × n matrix. Door A op te vatten als een afbeelding van

R
n → R

n, is de grootheid ‖A‖∞ gedefinieerd (met D = E = R
n). Bewijs dat

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

|ai,j |.

Opgave 8.6 Zij

‖G‖1 = max
1≤j≤n

sup
v∈D

n∑

i=1

∣∣∣ ∂

∂ξj
Gi(v)

∣∣∣.

Bewijs dat

|Gx̃ − Gx|1 ≤ ‖G‖1 · | x̃ − x|1 (voor alle x, x̃ ∈ D).

8.3 Contraherende afbeeldingen

Zij | · | een norm in R
n en D ⊂ R

n.

Definitie 8.3 Een afbeelding G:D → R
n heet contraherend (op D m.b.t. | · |) als er een θ met

0 < θ < 1 bestaat zó dat

|Gx̃ − Gx| ≤ θ · | x̃ − x| voor alle x, x̃ ∈ D.

Voorbeeld 8.2 Zij n = 2, G(x) =

(
G1(x)

G2(x)

)
, G1(x) = 1

3 sin(ξ1 + ξ2) en G2(x) = 1
2ξ1 − 1

3ξ2 + 1.

Met D = R
2 geldt ‖G‖∞ = 5

6 . Dus G is contraherend m.b.t. | · |∞ op D = R
2 met θ = 5

6 .

Stelling 8.3 (over contraherende afbeeldingen) Zij | · | een willekeurige norm in R
n, D ⊂ R

n

gesloten en x0 ∈ D. Zij G:D → D contraherend (met factor θ). Dan geldt:

(i) Er is precies één x∗ ∈ D met Gx∗ = x∗.

(ii) Zij xk+1 = Gxk (k = 0, 1, 2, . . .). Dan is

|xk − x∗| ≤ θk · |x0 − x∗| (k ≥ 0) (a-priori schatting).

(iii) Voor de zo gedefinieerde xk geldt

|xk − x∗| ≤ θ

1 − θ
|xk − xk−1| (k ≥ 1) (a-posteriori schatting).
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Bewijs. We zullen hier slechts onderdeel (i) van deze stelling bewijzen. Zie verder opgave 8.7.

Zij xk als boven aangegeven. Dan geldt |xk+1 − xk| = |Gxk − Gxk−1| ≤ θ |xk − xk−1|, zodat

(8.4) |xk+1 − xk| ≤ θk · |x1 − x0| voor k ≥ 0.

Zij l > k. Dan is |xl −xk| = |(xl −xl−1)+ (xl−1 −xl−2)+ · · ·+(xk+1 −xk)| ≤ |xl −xl−1|+ |xl−1 −
xl−2| + · · · + |xk+1 − xk| ≤ (θl−1 + θl−2 + · · · + θk) |x1 − x0| ≤ (1 − θ)

−1
θk |x1 − x0|. Hieruit volgt

(8.5) |xl − xk| ≤ (1 − θ)−1θm |x1 − x0| voor k ≥ 0, l ≥ 0, m = min(k, l).

Dus lim
k,l→∞

|xk − xl| = 0 en, vanwege stelling 8.2, ook lim
k,l→∞

|xl − xk|∞ = 0. Noteer xk =




ξk,1

...

ξk,n


.

We zien dat lim
k,l→∞

|ξk,i − ξl,i| = 0. De rij ξ1,i, ξ2,i, ξ3,i, . . . is dus een fundamentaalrij (rij van

Cauchy). Deze rij heeft derhalve een limiet, die we ξ∗
i noemen. Dus lim

k→∞
|ξk,i − ξ∗i | = 0 voor

i = 1, 2, . . . , n. Met de notatie x∗ =




ξ∗1
...

ξ∗n


 geldt lim

k→∞
|xk − x∗|∞ = 0, en dus ook

(8.6) lim
k→∞

|xk − x∗| = 0, x∗ ∈ D.

We zullen nu bewijzen dat Gx∗ = x∗.

|Gx∗ − x∗| = |(Gx∗ − Gxk) + (xk+1 − x∗)| ≤ |Gx∗ − Gxk| + |xk+1 − x∗|
≤ θ|x∗ − xk| + |xk+1 − x∗|.

Dus |Gx∗ − x∗| ≤ lim
k→∞

{
θ|x∗ − xk| + |xk+1 − x∗|

}
= 0, en

(8.7) Gx∗ = x∗.

We bewijzen éénduidigheid als volgt.

Zij ook Gy∗ = y∗ ∈ D. Dan is |y∗−x∗| = |Gy∗ −Gx∗| ≤ θ|y∗−x∗| en (1− θ)|y∗−x∗| ≤ 0. Hieruit

volgt |y∗ − x∗| = 0 en dus y∗ = x∗. Onderdeel (i) van de stelling is hiermee bewezen.

Definitie 8.4 Een x∗ met Gx∗ = x∗ heet een dekpunt van G.

Opmerking

De stelling is op te vatten als een generalisatie tot R
n van stelling 2.1. Een verdere generalisatie is

mogelijk tot zgn. ruimten van Banach.

Voorbeeld 8.3 Bekijk het probleem F x = 0 van de vorm

{
10ξ1 − (ξ1)

3 − (ξ2)
3

= 0,

3ξ2 − cos(ξ1 + ξ2) = 0.

Definieer {
G1(x) = 1

10

(
(ξ1)

3
+ (ξ2)

3)
,

G2(x) = 1
3 cos(ξ1 + ξ2).
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De verzameling D =
{
(ξ1, ξ2)

∣∣ 0 ≤ ξ1 ≤ 1
2 , 0 ≤ ξ2 ≤ 1

2

}
is gesloten, en G:D → D. Voorts is de

matrix van Jacobi van G gegeven door

G′(x) =

(
3
10 (ξ1)

2 3
10 (ξ2)

2

− 1
3 sin(ξ1 + ξ2) − 1

3 sin(ξ1 + ξ2)

)
.

Dus

‖G‖∞ = max
{

3
40 + 3

40 , | 13 sin(1)| + | 13 sin(1)|
}

< 17
30 .

Hieruit volgt:

1e. Het stelsel Fx = 0 heeft in D precies één oplossing.

2e. Kies x0 = (ξ0,1 , ξ0,2) ∈ D en definieer

{
ξk+1,1 = 1

10

(
(ξk,1)

3
+ (ξk,2)

3)
,

ξk+1,2 = 1
3

cos(ξk,1 + ξk,2),
(k = 0, 1, 2, . . .).

Dan convergeert ξk,1 → ξ∗1 en ξk,2 → ξ∗2 met F (ξ∗1 , ξ∗2) = 0.

3e. In de loop van dit rekenproces is een (a-posteriori) foutafschatting mogelijk met θ = 17
30 als in

onderdeel (iii) van stelling 8.3 over contraherende afbeeldingen.

Opgave 8.7

(a) Bewijs onderdeel (ii) van stelling 8.3.

(b) Bewijs onderdeel (iii) van stelling 8.3.

(c) Bewijs, onder de aannamen van stelling 8.3, dat

|xk − x∗| ≤ θk

1 − θ
|x1 − x0| voor k = 0, 1, 2, . . . .

8.4 De methode van Newton

In deze paragraaf doen we de volgende aannamen:

(A) D ⊂ R
n is convex en open.

(B) F :D → R
n heeft continue tweede orde partiële afgeleiden

∂2

∂ξj∂ξk
Fi(x) op D.

(C) x∗ ∈ D heeft de eigenschap dat F (x∗) = 0.

We zullen aangeven hoe achtereenvolgens benaderingen x1, x2, x3, . . . van x∗ verkregen kunnen

worden.

We noteren x =




ξ1

...

ξn


 , xk =




ξk,1

...

ξk,n


 , x∗ =




ξ∗1
...

ξ∗n


.

Laat een benadering x0 ' x∗ voorhanden zijn. Volgens de formule van Taylor geldt voor x ∈ D

Fi(x) = Fi(x0) +

n∑

j=1

∂

∂ξj
Fi(x0)(ξj − ξ0,j) + Ri(x, x0) met
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Ri(x, x0) = 1
2

n∑

j=1

n∑

k=1

∂2

∂ξj∂ξk
Fi

(
x0 + τi(x − x0)

)
(ξk − ξ0,k)(ξj − ξ0,j).

Noteer F ′(x0) =
( ∂

∂ξj
Fi(x0)

)
, R(x, x0) =




R1(x, x0)
...

Rn(x, x0)


. Dan geldt dus

(8.8) F (x) = F (x0) + F ′(x0)(x − x0) + R(x, x0).

Voer de grootheid γ in, gedefinieerd door

γ = max
1≤i≤n

sup
v∈D

n∑

j=1

n∑

k=1

∣∣∣ ∂2

∂ξj∂ξk
Fi(v)

∣∣∣.

We zien dat

(8.9) |R(x, x0)|∞ ≤ 1
2γ(|x − x0|∞)

2
.

Door (8.8) en (8.9) toe te passen met x = x∗, zien we dat

0 = F (x0) + F ′(x0)(x
∗ − x0) + r met |r|∞ ≤ 1

2γ(|x∗ − x0|∞)
2
.

Dit suggereert als definitie van x1

0 = F (x0) + F ′(x0)(x1 − x0).

We vinden gemakkelijk dat F ′(x0)(x1 − x∗) = r.

Voer de grootheid β in, gedefinieerd door

β = sup
w∈D

‖
(
F ′(w)

)−1‖
∞

.

(Vergelijk paragraaf 8.2 waar ‖G‖∞ werd gedefinieerd; β := ∞ indien F ′(w) singulier is voor zekere

w ∈ D). Dus

|x1 − x∗|∞ = |
(
F ′(x0)

)−1
r|

∞
≤ ‖
(
F ′(x0)

)−1‖
∞

· |r|∞ en

|x1 − x∗|∞ ≤ 1
2βγ(|x0 − x∗|∞)

2
.

Het algemene proces heeft de vorm:

(8.10) F ′(xk)(xk+1 − xk) = −F (xk) (k = 0, 1, 2, . . .),

de zgn. methode van Newton.

Dit proces is uitvoerbaar zolang xk ∈ D blijft en F ′(xk) regulier is.

Bovenstaande afschatting voor |x1 − x∗|∞ laat zich eenvoudig generaliseren tot een afschatting voor

|xk+1 − x∗|∞. Hiermee is de volgende hulpstelling bewezen.
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Lemma 8.4 (over de methode van Newton) Neem aan dat (A), (B) en (C) gelden. Veronderstel

dat xk ∈ D en xk+1 ∈ R
n voldoen aan

F ′(xk)(xk+1 − xk) = −F (xk).

Dan geldt de foutafschatting

(8.11) |xk+1 − x∗|∞ ≤ 1
2βγ · (|xk − x∗|∞)

2
.

Hierbij is

β =





∞ als F ′(w) voor zekere w ∈ D singulier is,

sup
w∈D

‖
(
F ′(w)

)−1‖
∞

als dit niet het geval is,.

en

γ = max
1≤i≤n

sup
v∈D

n∑

j=1

n∑

k=1

∣∣∣ ∂2

∂ξj∂ξk
Fi(v)

∣∣∣.

Stelling 8.5 (over de methode van Newton) Neem aan: (A), (B), (C), 0 < β < ∞ en 0 < γ < ∞.

Noteer ε = |x0 − x∗|
∞

en veronderstel

1e. 0 < 1
2βγε < 1,

2e.
{
x
∣∣ |x − x∗|∞ ≤ ε

}
⊂ D.

Dan geldt voor elke k ≥ 0:

(i) De stap F ′(xk)(xk+1 − xk) = −F (xk) is uitvoerbaar,

(ii) |xk − x∗|
∞

≤ θ2k−1 · |x0 − x∗|
∞

met θ = 1
2
βγε.

Bewijs. Voor k = 0 zijn (i) en (ii) juist.

Stel voor een willekeurige k ≥ 0 zijn (i) en (ii) juist. Dan volgt uit lemma 8.4 dat

|xk+1 − x∗|
∞

≤ 1
2
βγ · (|xk − x∗|

∞
)2

≤ 1
2
βγ · θ2k+1

−2 · (|x0 − x∗|
∞

)2 = θ2k+1
−1 · |x0 − x∗|

∞
.

Dus (ii) geldt voor (k + 1). Voorts is |xk+1 − x∗|∞ ≤ ε, zodat xk+1 ∈ D. Dus ook (i) geldt voor

(k + 1).

Opmerkingen

1e. Onder de aannamen van deze stelling geldt blijkbaar dat lim
k→∞

xk = x∗.

2e. Onder de aannamen geldt er een convergentiesnelheid O
(
θ2k−1

)
. In onderstaande tabel zijn

ter illustratie van het geval θ = 1
2 enkele waarden van k, ( 1

2 )k en ( 1
2 )

2k−1
vermeld.

k 0 2 4 6 8

( 1
2 )

k
1 0.25 0.063 0.016 0.0039

( 1
2 )

2k
−1

1 0.13 0.000031 0.00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
19 cijfers

11 0.00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
77 cijfers

17
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Opgave 8.8

F (x) =

(
ξ2
1 + 4ξ1ξ2 − 3

ξ1 − ξ2
2 − 3

)
met x =

(
ξ1

ξ2

)
∈ R

2.

We zoeken een x∗ ∈ R
2 zodat F (x∗) = 0. Voer twee stappen van de methode van Newton uit met

startvector x0 =

(
1

−1

)
om een benadering x2 van x∗ te vinden.

8.5 Varianten van de methode van Newton

8.5.1 De gemodificeerde methode van Newton

Modificeer de methode van Newton als volgt:

(8.12) F ′(x0)(xk+1 − xk) = −F (xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

Voordeel t.o.v. de methode van Newton

1e. Er behoeven slechts één keer n2 afgeleiden
∂

∂ξj
Fi(x0) berekend te worden.

2e. Er behoeft slechts één keer een L − R decompositie van A = F ′(x0) berekend te worden.

Nadeel t.o.v. de methode van Newton

De convergentie xk → x∗ is in het algemeen veel trager dan bij de methode van Newton (conclusie

(ii) van stelling 8.5 geldt hier ńıet):

|xk+1 − x∗|∞ = θk |xk − x∗|∞ met 0 < κ ≤ θk ≤ λ < 1.

Net als bij de methode van Newton geldt hier:

Het proces is uitvoerbaar en lim
k→∞

xk = x∗ mits β < ∞, γ < ∞ en |x0 − x∗|∞ klein genoeg is.

8.5.2 De gediscretiseerde methode van Newton

Soms is het afleiden van uitdrukkingen voor (of het berekenen van de getalswaarden)
∂

∂ξj
Fi(x) een

moeizame bezigheid. Men zal dan de benaderingen bepalen uit

(8.13) [A(xk)](xk+1 − xk) = −F (xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

Hierbij is A(x) =
(
ai,j(x)

)
een differentie-benadering van F ′(x).

De volgende keuze is mogelijk:

ai,j(x) =
1

hi,j

(
Fi(x + hi,jej) − Fi(x)

)
,

waarbij hi,j > 0 en ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T, de j-de eenheidsvector.

Bedenk hierbij dat

hi,j � 1 ⇒ ai,j(x) zal een slechte benadering van
∂

∂ξj
Fi(x) zijn,

hi,j � 1 ⇒ De fouten fl
(
Fi(x)

)
− Fi(x) en fl

(
Fi(x + hi,jej)

)
− Fi(x + hi,jej) werken met een

|factor| =
1

hi,j
� 1 door in ai,j(x).
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Opgave 8.9 Veronderstel dat
∂2

(∂ξj)
2 Fi(x) bestaat en

∣∣∣ ∂2

(∂ξj)
2 Fi(x)

∣∣∣ ≤ M (voor 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤

j ≤ n, x ∈ R
n). Bewijs

(a)
∣∣∣ai,j(x) − ∂

∂ξj
Fi(x)

∣∣∣ ≤ 1
2Mhi,j (voor 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n),

(b) ‖A(x) − F ′(x)‖∞ ≤ 1
2M · max

i

n∑
j=1

hi,j .

8.5.3 De methode van Broyden

Veronderstel dat
∂

∂ξj
Fi(x) slechts moeizaam te berekenen zijn, en óók het berekenen van alle

Fi(x + hi,jej) te veel rekentijd vergt. Dan is noch de methode van Newton noch één der hiervoor

genoemde varianten aangewezen.

We bespreken nu een methode die sneller convergeert dan de methode uit paragraaf 8.5.1, maar

langzamer dan de echte methode van Newton. De hoeveelheid rekenwerk per stap is gering. De

methode heeft de vorm

(8.14a) Ak(xk+1 − xk) = −yk (k = 0, 1, 2, . . .).

Hierbij is

1e. yk = F (xk),

2e. A0 = F ′(x0) of A0 = A(x0) (zoals in paragraaf 8.5.2),

3e. Ak+1 gedefinieerd door de eisen
{

Ak+1(xk+1 − xk) = yk+1 − yk,

Ak+1w = Akw (voor alle w ⊥ (xk+1 − xk)),

voor k = 0, 1, 2, . . . .

Lemma 8.6 Laten p en q kolomvectoren uit R
n zijn en A en A′ twee n × n matrices met

A′ = A + |p|−2(q − Ap)pT en |p| =
√

(p, p).

Dan geldt {
A′p = q,

A′w = Aw (voor alle w ⊥ p).

Bewijs. Door te gebruiken dat pTp = |p|2, zien we dat A′p = q.

Voor w ⊥ p geldt pTw = 0. Hieruit volgt dat A′w = Aw.

Toepassing van dit lemma leidt tot

(8.14b)

{
Ak+1 = Ak + |pk|−2(qk − Akpk)pk

T met

pk = xk+1 − xk, qk = yk+1 − yk,

voor k = 0, 1, 2, . . . . Hierbij is natuurlijk | · | = | · |2.
Per stap vergt het proces (8.14) slechts de berekening van één vectorwaarde F (x). Voorts (voor

grote n) ongeveer 1
3n3 (o+v) voor het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen. Voor kleine n

is het proces (8.14) per stap dus redelijk ‘goedkoop’. Voor grote n loont het de moeite een andere

vorm van (8.14) te gebruiken, die we nu zullen bespreken.

(8.15a) xk+1 = xk − Hkyk (k = 0, 1, 2, . . .).

Hierbij is Hk = (Ak)
−1

.
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Stelling 8.7 (Formule van Sherman-Morrison) Laten u en v kolomvectoren in R
n zijn. Laat A

een reguliere n × n matrix zijn met 1 + vTA−1u 6= 0. Dan is A + uvT regulier en

(8.16) (A + uvT)
−1

= A−1 − A−1u(1 + vTA−1u)
−1

vTA−1.

Toepassing van deze formule met A = Ak, u = qk − Akpk en v = |pk|−2
pk leidt tot

(Ak+1)
−1

= (Ak)
−1 − (Ak)

−1
(qk − Akpk)

(
|pk|2 + pk

TA−1
k (qk − Akpk)

)−1
pk

T(Ak)
−1

.

Dus

Hk+1 = Hk − (Hkqk − pk)
(
|pk|2 + pk

THkqk − pk
Tpk

)−1
pk

THk en

(8.15b)

{
Hk+1 = Hk + (pk − Hkqk)

(
pk

THkqk

)−1
pk

THk,

pk = xk+1 − xk, qk = yk+1 − yk.

Per stap vergt het proces (8.15) naast de berekening van een vector F (x), slechts O(n2) (o+v).

In het algemeen geldt voor (8.14) (en (8.15)): |xk+1 − x∗|∞ = θk|xk − x∗|∞ met lim
k→∞

θk = 0, mits

|x0 − x∗|∞ klein is.

Opgave 8.10 Bekijk het volgende iteratieve proces waarin parameters λk 6= 0 optreden.

{
Aksk = −yk, xk+1 = xk + λksk, yk+1 = F (xk+1),

Ak+1 = Ak +
(
yk+1 − (1 − λk)yk

)
(λksk

Tsk)
−1

sk
T

voor k = 0, 1, 2, . . .. Verder is y0 = F (x0).

(a) Zij λk = 1. Toon aan dat dit proces equivalent is met de methode van Broyden ((8.14)).

(b) Zij λk 6= 0 willekeurig. Bewijs dat

{
Ak+1(xk+1 − xk) = F (xk+1) − F (xk),

Ak+1w = Akw (voor alle w ⊥ (xk+1 − xk) )

voor k = 0, 1, 2, . . . .

Opgave 8.11 Bewijs stelling 8.7.

8.6 Het algemene geval m ≥ n

8.6.1 Reductie tot het geval m = n

Zij gegeven het (eventueel overbepaalde) stelsel

(8.17)





F1(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 0
...

Fm(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = 0

met m ≥ n. Dus F :D −→ R
m met D ⊂ R

n.
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Definitie 8.5 f(x) = (|F (x)|2)
2

=
m∑

j=1

(
Fj(x)

)2
, en x∗ heet oplossing in de zin der kleinste kwa-

draten van (8.17) als

f(x∗) ≤ f(x) voor alle x ∈ D.

Een voor de hand liggende manier om x∗ te benaderen is als volgt. Definieer Φ(x) = 1
2




∂
∂ξ1

f(x)

...
∂

∂ξn
f(x)




en los het stelsel Φ(x) = 0 benaderend op (zie de paragrafen 8.3 - 8.5). De m × n matrix opge-

bouwd uit de elementen
∂

∂ξj
Fi(x) heet de matrix van Jacobi van F in x, en wordt genoteerd als

F ′(x) =

(
∂

∂ξj
Fi(x)

)
. Er geldt (zie opgave 8.12):

(8.18) Φ(x) =
(
F ′(x)

)T
F (x).

Opgave 8.12 Toon aan dat formule (8.18) juist is.

8.6.2 De methode van Gauss-Newton

Laat x0 ' x∗ voorhanden zijn. Dan geldt

|F (x)|2 = |F (x0) + F ′(x0)(x − x0) + R(x, x0)|2.

Hierbij is R(x, x0) een vector in R
m met R(x, x0) ' 0 voor x ' x0.

In plaats van |F (x)|2 te minimaliseren, kan men |F (x0) + F ′(x0)(x − x0)|2 minimaliseren en zo een

nieuwe benadering x1 ' x∗ berekenen. Dus x1 is de oplossing in de zin der kleinste kwadraten van

het probleem

F (x0) + F ′(x0)(x − x0) = 0.

We definiëren de functie G, op natuurlijke wijze, zó dat x1 = G(x0). Met deze notatie is de methode

van Gauss-Newton in de volgende vorm te schrijven:

xk+1 = G(xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

Opgave 8.13 Bij toepassing van de methode van Newton op het stelsel Φ(x) = 0 (waarbij Φ(x) ≡(
F ′(x)

)T
F (x) ) ontstaat een iteratief proces dat we noteren als xk+1 = H(xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

Bij toepassing van de methode van Gauss-Newton op het stelsel F (x) = 0 ontstaat een iteratief

proces dat we noteren als xk+1 = G(xk) (k = 0, 1, 2, . . .). Is in het algemeen G = H?

Opgave 8.14 Veronderstel dat 20 metingen zijn verricht met uitkomsten ηi voor gegeven ti (i =

1, 2, . . . , 20). Het theoretisch verband tussen η en t is:

η = ϕ(t) = ξ1 + ξ2 exp(ξ3t)

voor zekere (onbekende) parameters ξ1, ξ2 en ξ3.

(a) Passen we de methode van Gauss-Newton toe op het (overbepaalde) stelsel

ξ1 + ξ2 exp(ξ3ti) − ηi = 0 (i = 1, 2, . . . , 20),
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dan verkrijgen we bij elke iteratiestap een stelsel lineaire vergelijkingen van de vorm

Hk(xk+1 − xk) = zk,

waarbij Hk een 3 × 3 - matrix is. Bepaal Hk en zk in termen van ti, ηi (i = 1, 2, . . . , 20) en

xk = (ξ1, ξ2, ξ3)
T.

(b) Verdere bestudering van het theoretisch verband tussen η en t leert ons dat ξ3 = −1. We

kiezen ξ1 en ξ2 nu zó dat de som

20∑

i=1

(
ξ1 + ξ2 exp(−ti) − ηi

)2

zo klein mogelijk is, hetgeen leidt tot een stelsel lineaire vergelijkingen H

(
ξ1

ξ2

)
= z, waarbij

H een 2 × 2 - matrix en z ∈ R
2 is. Bepaal H en z.

Opgave 8.15 Gegeven is de volgende tabel van paren (ti, ηi) (i = 1, 2, 3)

i ti ηi

1 −1 4

2 0 1

3 1 3

Op theoretische gronden geldt het verband η = φ(t) met

φ(t) = α + βt +
1

α + β
t2

voor zekere constanten α en β.

(a) Stel drie vergelijkingen, F1(x) = 0, F2(x) = 0 en F3(x) = 0 met x =

(
ξ1

ξ2

)
voor de twee

onbekenden ξ1 = α en ξ2 = β op.

Zij D =

{(
ξ1

ξ2

) ∣∣∣∣ ξ1 + ξ2 > 0, ξ1 ∈ R, ξ2 ∈ R

}
en definieer de afbeelding F : D → R

3 door

F (x) =




F1(x)

F2(x)

F3(x)


.

x(0) =

(
1

− 1
2

)
is een goede benadering van de vector

(
α

β

)
.

(b) Eén stap van de methode van Gauss-Newton, uitgaande van x(0), om een betere benadering

x(1) te verkrijgen van het overbepaalde stelsel niet-lineaire vergelijkingen F (x) = 0 leidt tot

een lineair kleinste kwadratenprobleem A(x1 − x0) = y.

Bepaal de matrix A en de vector y.
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8.7 Demping

8.7.1 Inleiding

De meeste processen die we in dit hoofdstuk hebben bekeken, zijn in de algemene vorm

(8.19) xk+1 = G(xk) (k ≥ 0)

te schrijven. Voor de methode van Newton (paragraaf 8.4) is bijvoorbeeld

(8.20) G(x) = x −
(
F ′(x)

)−1
F (x).

Voor de methode van Gauss-Newton (paragraaf 8.6) is in te zien dat

(8.21) G(x) = x −
{
F ′(x)

T
F ′(x)

}−1
F ′(x)

T
F (x).

In de praktijk gebruikt men vaak een zgn. gedempte versie van (8.19),

(8.22)

{
xk+1 = xk + λksk,

sk = G(xk) − xk.

Hierbij wordt de factor λk zó gekozen dat 0 < λk ≤ 1 en t.a.v. zekere norm | · | in R
m

|F (xk + λksk)| < |F (xk)|.

Opgave 8.16 Bewijs formule (8.21).

8.7.2 Demping bij de methode van Gauss-Newton

Veronderstel

1e. D ⊂ R
n is open; F :D −→ R

m heeft continue tweede orde partiële afgeleiden
∂2

∂ξj∂ξk
Fi(x) op

D; | · | = | · |2 op R
m,

2e. x0 ∈ D en de m × n matrix F ′(x0) =
( ∂

∂ξj
Fi(x0)

)
is regulier; s0 6= 0 is de oplossing in de zin

der kleinste kwadraten van F (x0) + F ′(x0)s = 0.

Definieer voor λ ∈ R met x0 + λs0 ∈ D de functie g(λ) = |F (x0 + λs0)|2.

Stelling 8.8 Er is een λ > 0 zó dat de functie g streng dalend is op het interval [0, λ ].

Bewijs.

1.
g(λ) =

(
F (x0 + λs0), F (x0 + λs0)

)

=
(
F (x0) + F ′(x0)λs0 + r(λ), F (x0) + F ′(x0)λs0 + r(λ)

)

= g(0) + 2λ
(
F ′(x0)s0, F (x0)

)
+ ‘rest’.

Hierbij is |r(λ)| = O(λ2) (vergelijk de paragrafen 8.4 en 8.6) en dus ook ‘rest’ = O(λ2). Hieruit

zien we dat
1

λ

(
g(λ) − g(0)

)
= 2
(
F ′(x0)s0, F (x0)

)
+ O(λ)
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en

(8.23) g′(0) = 2
(
F ′(x0)s0, F (x0)

)
.

2. De vector s0 is oplossing van het kleinste kwadraten probleem

As = −F (x0), met A = F ′(x0).

Op grond van hoofdstuk 7 (zie formule (7.4)) geldt

ATAs0 = −ATF (x0).

Voor het inwendig produkt in relatie (8.23) geldt dus

(
F ′(x0)s0, F (x0)

)
=
(
As0, F (x0)

)
=
(
s0, A

TF (x0)
)

= (s0,−ATAs0) = −(s0, A
T(As0)

)

= −(As0, As0) = −
(
F ′(x0)s0, F

′(x0)s0

)
.

Dus

(8.24)
(
F ′(x0)s0, F (x0)

)
= −

(
F ′(x0)s0, F

′(x0)s0

)
.

3. Combineer (8.23) en (8.24) tot g′(0) = −2|F ′(x0)s0|2. Aangezien s0 6= 0 en F ′(x0) regulier is,

geldt g′(0) < 0.

De stelling volgt door de continüıteit van g ′(λ) om λ = 0 te gebruiken.

Deze stelling geeft een theoretisch fundament voor de volgende Gauss-Newton algoritme. We be-

schrijven de overgang xk −→ xk+1.

(i) sk is gelijk aan de oplossing van het kleinste kwadraten probleem F ′(xk)s = −F (xk).

(ii) g(λ) = (|F (xk + λsk)|2)
2

en j is het kleinste gehele getal ≥ 0 met g(2−j) < (|F (xk)|2)
2
.

(iii) xk+1 = xk + 2−jsk.

Opmerking

Ook voor het geval m = n staat hier een heel zinnige algoritme, nl. een zgn. Newton algoritme.

Opgave 8.17 Voor x = (ξ1, ξ2)
T ∈ R

2 definiëren we

F (x) =




− 1 + e−ξ1ξ2

− 2 + eξ2/2

(ξ1 − 1)2 − ξ2
2


 .

Gezocht wordt een kleinste kwadratenoplossing x∗ = (ξ∗1 , ξ∗2)T ∈ R
2 van het overbepaalde stelsel

F (x) = 0 . Zij x1 ∈ R
2 een benadering van x∗ verkregen door één stap van de methode van

Gauss-Newton met startwaarde x0 = (0, 0)T uit te voeren.

(a) Bepaal x1 en toon aan dat |F (x1)|2 > |F (x0)|2.
(b) Voer uitgaande van x0 = (0, 0)T één stap van de gedempte versie van de methode van Gauss-

Newton uit. De aldus verkregen benadering x̃1 van x∗ moet voldoen aan |F ( x̃1)|2 < |F (x0)|2.
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8.7.3 Demping bij de methode van Broyden

Verschillende mogelijkheden doen zich voor. We noemen er één:

Kies H0 =
(
F ′(x0)

)−1
, en bereken voor k ≥ 0 :

(8.25a) xk+1 = xk + λksk met sk = −HkF (xk),

(8.25b)

{
Hk+1 = Hk + (p − Hkq)(pTHkq)

−1
pTHk met

p = xk+1 − xk en q = F (xk+1) − F (xk).

Hierbij is

λk = max
{
2−j

∣∣ j ≥ 0 geheel, en |F (xk + 2−jsk)| < |F (xk)|
}
.

Voorzieningen zijn natuurlijk, in de praktijk, nodig voor het geval er geen (redelijk grote) λk te

voorschijn komt. Men kan bijvoorbeeld inbouwen:

Als λk < 2−1, dan i.p.v. (8.25b) een zgn. ‘reinitialization’: Hk+1 =
(
F ′(xk+1)

)−1
.
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Appendix A Extra opgaven

Opgave A.1 Beschouw de opgave voor gegeven α (α 6= 1), p en q de waarde y =
αp − q

α − 1
te

berekenen.

(a) Bepaal de conditiegetallen van y m.b.t. α, p en q.

Met drijvende punt aritmetiek kan y via twee algoritmen uitgerekend worden:

alg1 ỹ = (( α̃ ⊗ p̃) 	 q̃ ) � ( α̃ 	 1)

alg2 ỹ = p̃ ⊕ (( p̃ 	 q̃ ) � ( α̃ 	 1))

(b) Bepaal van beide algoritmen het stabiliteitsgetal uitgedrukt in α, p en q.

(c) Aan welke algoritme geeft u de voorkeur indien bekend is dat α ≈ 101, p ≈ 3 en q ≈ 3?

Neem nu bovendien aan dat elke foutenbron in uw favoriete algoritme ter bepaling van ỹ een

relatieve fout introduceert die in absolute waarde kleiner dan of gelijk aan 5 · 10−4 is. Geef

een zo goed mogelijke afschatting, die bij benadering geldt voor | ỹ − y|.
(tentamen 29-5-1990)

Opgave A.2 We zoeken een wortel van de vergelijking e−x = 1.17x. Daartoe definiëren we de

functie g : R → R door g(x) = 1
2 [0.83x + e−x] voor alle x ∈ R.

(a) Toon aan dat de volgende twee uitspraken gelijkwaardig zijn:

(i) x is een wortel van e−x = 1.17x,

(ii) x is dekpunt van g.

(b) Laat zien dat in [0,1] precies één dekpunt x∗ van g ligt.

(c) Zij x0 ∈ [0, 1]. Definieer de rij {xk}∞k=1 door xk = g(xk−1) (k = 1, 2, 3, . . .). Toon aan dat

lim
k→∞

xk = x∗.

(d) Er blijkt te gelden dat fl4(x2) = 0.5100 en fl4(x3) = 0.5119. Bewijs dat |fl4(x3)−x∗| < 0.0007.

(e) Zij x̃∗ de wortel van de vergelijking e−x = 1.18x. Leid uit onderdeel (d) af dat 0.508 . x̃∗ .

0.510.

Opgave A.3 Zij gegeven a ∈ R, a > 0. We willen a−1 benaderen. Daartoe beschouwen we de

functie f : R → R met

f(x) = x−1 − a.

We passen de methode van Newton toe op f met startwaarde x0 > 0, x0 6= 2
a . Zo krijgen we een

rij getallen x0, x1, x2, . . ..

(a) Bepaal de functie g waarvoor geldt

xk+1 = g(xk) (k = 0, 1, 2, . . .).

(b) Is elk dekpunt van g ook een nulpunt van f? Motiveer uw antwoord.

(c) Toon aan, dat er in het interval (0, 2
a ) precies één dekpunt x? van g ligt.

(d) Bewijs dat

xk+1 − x∗ = −a (xk − x∗)2 (k = 0, 1, 2, . . .).
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(e) Bepaal het interval I waarvoor geldt:

De rij {xk} convergeert naar x∗ dan en slechts dan als x0 ∈ I.

(f) Als we 1
12 benaderen door 0.08, dan maken we hierbij een absolute fout δ met |δ| <= 5×10−3.

Geef aan hoe men hiervan uitgaande en door uitsluitend gebruik te maken van ‘−’, ‘+’ en ‘×’,

het getal 1
12

kan benaderen zó dat de absolute waarde van de absolute fout in het resultaat

≤ 1.1 × 10−6 is.

Opgave A.4 Zij t1 = −1, t2 = 0, t3 = 1, t4 = 2 en η1 = −1, η2 = 1, η3 = 7, η4 = 35.

(a) Bepaal de polynomen L1(t), L2(t), L3(t) en L4(t).

(b) Bepaal het interpolerende polynoom van orde 4 en noem dit P (t).

(c) Bereken P (−2).

γ = |L1(−2)| + |L2(−2)| + |L3(−2)| + |L4(−2)|.
(d) Bereken γ.

η̃i = ηi + ∆ηi (i = 1, 2, 3, 4). Met P̃ (t) duiden we het polynoom van orde 4 aan dat voldoet aan

P̃ (ti) = η̃i (i = 1, 2, 3, 4). Over de storingen ∆ηi is alleen bekend dat |∆ηi| ≤ 0.1 (i = 1, 2, 3, 4).

(e) Bewijs dat | P̃ (−2) − P (−2)| ≤ γ

10
.

(f) Bestaat er een getal γ1 zó dat γ1 < γ en | P̃ (−2) − P (−2)| <
γ1

10
?

(g) Bereken de waarde P (−2) met de methode van Neville.

Gegeven is dat ηi = f(ti) (i = 1, 2, 3, 4) waarbij de functie f op het interval [−2, 2] gedefinieerd

is. Verder geldt dat f ∈ C4[−2, 2] en |f (4)(t)| ≤ 1 (voor alle t ∈ [−2, 2]).

(h) Bepaal een (zo klein mogelijk) getal ε met de eigenschap dat |P (−2) − f(−2)| ≤ ε.

Opgave A.5 Zij t1 = 0, t2 = 2, t3 = 3, t4 = 4 en η1 = −3, η2 = 5, η3 = 12, η4 = 10.

P is het polynoom van orde 3 met P (ti) = ηi (i = 1, 2, 3) en Q is het polynoom van orde 4 met

Q(ti) = ηi (i = 1, 2, 3, 4).

(a) Bepaal P (1) met behulp van de methode van Neville.

(b) Bepaal Q(1).

(c) Bepaal P (t) voor t ∈ R met behulp van de interpolatieformule van Newton. Doe hetzelfde

voor Q(t).

(d) Bestaat er een polynoom R van orde 3 zó dat R(ti) = ηi (i = 1, 2, 3, 4)?

Opgave A.6 De functie f is op het interval [0, 6] vier maal continu differentieerbaar en er geldt:

0 ≤ f (4)(t) ≤ 1

100
voor alle t ∈ [0, 6].

f(0) = 8, f(2) = 1, f(4) =
√

3, f(6) = 10.

δ is een benadering van
√

3 met − 1

60
≤

√
3 − δ ≤ 1

90
.

P is een polynoom van orde 4 met P (0) = 8, P (2) = 1, P (4) =
√

3, P (6) = 10.

Q is een polynoom van orde 4 met Q(0) = 8, Q(2) = 1, Q(4) = δ,Q(6) = 10.

(a) Bereken Q(3) (uitgedrukt in δ) met behulp van de methode van Neville.

(b) Toon aan dat − 1

100
< f(3) − Q(3) ≤ 1

100
.

(tentamen 23-8-1990)
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Opgave A.7 De functie f is gedefinieerd op het interval [α, β]. I =
β∫
α

f(t) dt. Zij N ≥ 2 even,

h =
β − α

N
, τi = α + ih en ηi = f(τi) voor i = 0, 1, 2, . . . , N .

Pas op elk interval [τi−2, τi] (i = 2, 4, 6, . . . , N) de regel van Simpson toe en tel alle benaderingen

op. We krijgen dan: ( Ĩ is een benadering van I)

Ĩ =
h

3
(η0 + 4η1 + η2) +

h

3
(η2 + 4η3 + η4) + · · · + h

3
(ηN−2 + 4ηN−1 + ηN )

=
h

3
(η0 + 4η1 + 2η2 + 4η3 + 2η4 + · · · + 2ηN−2 + 4ηN−1 + ηN )

Deze methode heet de uitgebreide regel van Simpson of de parabolische regel.

Als f ∈ C4[α, β], dan is er een τ ∈ [α, β] zodanig dat

Ĩ − I =
β − α

180
h4 f (4)(τ)

(Deze foutafschatting is te bewijzen met behulp van stelling 4.2; vergelijk met het bewijs van stelling

4.3).

(a) Wat is voor de uitgebreide regel van Simpson de maximale waarde van n, zodat alle polynomen

van orde n exact gëıntegreerd worden?

(b) Men heeft de beschikking over een sinustabel, waarin de sinuswaarden na afronding op drie

decimalen na de komma gegeven zijn. Met gebruik van deze tabel en de uitgebreide regel van

Simpson wordt voor I =
1∫
0

sin(t) dt de benadering Ĩ̃ gevonden. Hoe groot moet N minimaal

gekozen worden opdat | Ĩ̃ − I| < 8 × 10−4?

Opgave A.8 Zij f ∈ C[−1, 1] en n ≥ 2 een even getal. Zij P het polynoom van orde n + 1 met

P ( 2i
n
− 1) = f( 2i

n
− 1) (i = 0, 1, . . . , n).

I =
1∫

−1

f(t) dt en Ĩ =
1∫

−1

P (t) dt. Ĩ is een benadering van I.

(a) Bewijs dat Ĩ = I als f een polynoom van orde n + 1 is.

(b) Bewijs dat Ĩ = I als f een polynoom van orde n + 2 is.

Opgave A.9 Gegeven is de functie f met f(t) = 6 t5. I =
1∫
0

f(t) dt.

(a) Bereken met behulp van de trapeziumregel een benadering I1 van I en bepaal een afschatting

voor |I1 − I| met behulp van stelling 4.1. Bereken ook I1 − I.

(b) Bereken met behulp van de regel van Simpson een benadering I2 van I en bepaal een afschat-

ting voor |I2 − I| met behulp van stelling 4.2. Bereken ook I2 − I.

(c) Bereken met behulp van de uitgebreide trapeziumregel een benadering I3 van I (neem als

steunpunten 0, 1
2 en 1) en bepaal een afschatting voor |I3 − I| met behulp van stelling 4.3.

Bereken ook I3 − I.
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Opgave A.10 Bekijk het probleem in één dimensie:

U ′(t) + U(t) = 0, U(0) = 1.

(a) Zij h > 0. Geef een uitdrukking voor U(h).

(b) u1 zij gedefinieerd door de methode van Euler. Geef een uitdrukking voor u1.

(c) Doe hetzelfde als in (b), maar nu voor de expliciete variant van de trapeziumregel.

(d) Doe hetzelfde als in (b), maar nu voor de klassieke methode van Runge en Kutta.

(e) Beoordeel de onderlinge nauwkeurigheid van de drie benaderingen (gedefinieerd in de onder-

delen (b), (c), en (d)). Bekijk speciaal het geval h ↓ 0.

Opgave A.11 Bekijk het probleem U ′(t) = (U(t))
2

+ t2 met U(0) = 1 (vergelijk opgave 5.2).

Zij h = 0.1. Bereken benaderingen van U(h) door steeds één stap uit te voeren van de volgende

methoden:

(a) de methode van Euler,

(b) de expliciete variant van de trapeziumregel,

(c) de klassieke methode van Runge en Kutta.

Opgave A.12 Bekijk het beginwaardeprobleem

{
x′(t) = x(t) + t y(t),

y′(t) = (x(t))
2

+ t2 − 4.

x(0) = 2,

y(0) = 4.

(a) Bepaal een benadering van x(1) en y(1) met de methode van Euler en stapgrootte h = 1.

(b) Doe hetzelfde met stapgrootte h = 1
2 .

(c) Doe hetzelfde met de expliciete variant van de trapeziumregel en h = 1.

Opgave A.13 De methode met matrix

(
1
2

1

)
noemt men de impliciete middelpuntsregel. Bekijk

het probleem U ′(t) = −106 (3U(t) − 1), U(0) = 1
3
. Kies als stapgrootte h = 10−3.

(a) Bepaal de benadering y ' U(1) verkregen door de methode van Euler 1000 maal toe te passen

met u0 = 1
3 .

(b) Bepaal de benadering z ' U(1) verkregen door de impliciete middelpuntsregel 1000 maal toe

te passen met u0 = 1
3 .

(c) Pas de methode van Euler nogmaals toe, maar nu met een verstoorde startwaarde ũ0 =

0.333 333. Bepaal de benadering ỹ ' U(1).

(d) Pas de impliciete middelpuntsregel nogmaals toe, maar nu ook met ũ0 = 0.333 333. Bepaal

de benadering z̃ ' U(1).

(e) Welke conclusie betreffende de praktische bruikbaarheid van de methode van Euler en de

impliciete middelpuntsregel kunt u uit het bovenstaande trekken?

Opgave A.14 Gegeven is een beginwaardeprobleem

(∗) U ′(t) = f(t, U(t)), U(α) = u0,

waarbij u0 ∈ R
n en f : R × R

n −→ R
n.



A Extra opgaven 91

(a) Definieer g : R
n+1 −→ R

n+1 en v0 ∈ R
n+1 zó dat

V (t) =

(
t

U(t)

)

voldoet aan

(∗∗) V ′(t) = g(V (t)). V (α) = v0,

dan en slechts dan als U voldoet aan (∗).
Gegeven is een Runge-Kutta matrix

M =




a1,1 · · · a1,m

...
...

am,1 · · · am,m

b1 · · · bm




met b1 + b2 + · · · + bm = 1.

Toepassing van de Runge-Kutta methode op (∗∗) levert benaderingen

(
τk

wk

)
.

(b) Bewijs dat τk = α + kh.

(c) Bewijs dat wk = wk−1 +
m∑

j=1

bj ϕj , waarbij de ϕj ∈ R
n bepaald zijn door de betrekkingen

ϕi = h f(tk−1 + cih, wk−1 +

m∑

j=1

ai,j ϕj) (i = 1, 2, . . . ,m).

(d) Noteer de benaderingen van U(kh) verkregen door de Runge-Kutta methode rechtstreeks op

(∗) toe te passen als uk. Onderzoek het verschil uk − wk.

Opgave A.15 Bekijk het beginwaardeprobleem

{
U ′

1(t) = U2(t),

U ′
2(t) = −U1(t) + 2 cos(t),

U1(0) = 0,

U2(0) = 0.

Bepaal een benadering van

(
U1(1)

U2(1)

)
(neem de stapgrootte h = 1) met behulp van

(a) de trapeziumregel,

(b) de impliciete middelpuntsregel.

Opgave A.16 Gegeven is het beginwaardeprobleem

(∗) V ′′(t) = 2V ′(t) + V (t), V (0) = V ′(0) = 4.

(a) Definieer u0 ∈ R
2 en f : R

3 → R
2 zó dat (∗) equivalent is met een probleem van type (5.3)

(vgl. opgave 5.4).



92 A Extra opgaven

(b) Gebruik de Runge-Kutta methode met matrix




1 −1

0 1
1
2

1
2


 en stapgrootte h = 1 om een

benadering te vinden van U(1).

(c) De in (b) genoemde Runge-Kutta methode levert met stapgrootte h = 1/100 en h = 1/300

de benaderingen (23.678131, 53.425672)T resp. (23.683070, 53.437601)T van U(1). Verder is

U(1) = (23.683667 . . . , . . .)T. Wat is (hoogst waarschijnlijk) de orde p van de methode?

(d) Bereken, uitgaande van de benaderingen van U1(1) uit onderdeel (c), met extrapolatie een

nieuwe benadering van U1(1). Neem aan dat de waarde van p, zoals gevonden in onderdeel

(c) de juiste waarde is.

Opgave A.17

A =




1 2 3

2 4 8

1 1 1


 , y =




1

2

3


 .

(a) Los met behulp van Gauss-eliminatie het stelsel lineaire vergelijkingen Ax = y op.

(b) Ã ontstaat uit A door in A de tweede en derde rij te verwisselen. Bepaal met behulp van

onderdeel (a) de bovendriehoeksmatrix R en de onderdriehoeksmatrix L zó dat Ã = LR.

(c) Bepaal det(A) met behulp van onderdeel (b).

Opgave A.18

A =




30 20 15

20 15 12

15 12 10


 .

(a) Bepaal A−1 door (voor een geschikte keuze van y(1), y(2) en y(3)) d.m.v. L–R ontbinding de

stelsels Ax = y(1), Ax = y(2) en Ax = y(3) op te lossen.

(b) Zij Ax = y en A x̃ = ỹ , waarbij ỹ − y = ∆y =




∆η1

∆η2

∆η3


, met |∆ηi| ≤ ε (i = 1, 2, 3).

Toon aan dat voor x̃ − x = ∆x =




∆ξ1

∆ξ2

∆ξ3


 geldt:

|∆ξ1| ≤ 41
5 ε, |∆ξ2| ≤ 31ε, |∆ξ3| ≤ 25ε en |∆ξ1 + ∆ξ2 + ∆ξ3| ≤ 11

5 ε.

(c) Bereken det(A) door gebruik te maken van het in onderdeel (a) gevondene.

Opgave A.19 We bekijken een methode, waarbij we de pivot op een andere manier bepalen dan

bij ‘scaled column pivoting’.

Na (k − 1) stappen van de eliminatiemethode hebben we het volgende schema:

r1,1 · · · · · · r1,k · · · r1,n ζ1

0
. . .

...
...

...
...

. . . rk−1,k−1 rk−1,k · · · rk−1,n ζk−1

... 0 αk · · · ∗ ∗

...
...

...
...

...

0 · · · 0 αn · · · ∗ ∗
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Kies nu als pivot het element αs met de eigenschap dat |αs| = max
k≤i≤n

|αi| en s zo klein mogelijk.

Deze methode heet ‘maximal column pivoting’.

Beschouw nu het stelsel vergelijkingen

0.04 ξ1 +0.01 ξ2 − 0.01 ξ3 =0.06

0.2 ξ1 + 0.5 ξ2 − 0.2 ξ3 = 0.3

ξ1 + 2 ξ2 + 4 ξ3 = 11

Voer bij de onderdelen (a), (b) en (c) alle berekeningen uit in drijvende punt aritmetiek met grondtal

B = 10 en t = 2 cijfers.

(a) Los het stelsel vergelijkingen op met Gauss-eliminatie.

(b) Los het stelsel op met ‘scaled column pivoting’.

(c) Los het stelsel op met ‘maximal column pivoting’.

(d) Bepaal de exacte oplossing van het stelsel lineaire vergelijkingen. Welke van de drie methoden

uit de onderdelen (a), (b) en (c) geeft het beste resultaat voor dit probleem als de berekeningen

uitgevoerd worden in twee cijfers nauwkeurig?

Opgave A.20 Beschouw het volgende stelsel niet-lineaire vergelijkingen:

(∗)
{

ξ1 − cos( 1
2
ξ1) − cos( 1

4
ξ2) = 0,

ξ2 − cos( 1
2 ξ1 + 1

4ξ2) = 0.

We zijn gëınteresseerd in oplossingen x = (ξ1, ξ2)
T van (∗) in de verzameling D = [−2, 2] × [−2, 2].

Ofwel, we zoeken dekpunten x ∈ D van de afbeelding G : D → R
2, gedefinieerd door G(x) =(

G1(x), G2(x)
)T

met G1(x) = cos( 1
2
ξ1) + cos( 1

4
ξ2) en G2(x) = cos( 1

2
ξ1 + 1

4
ξ2) (voor x ∈ D).

(a) Toon aan dat G contraherend is op D m.b.t. | · |
∞

.

(b) Toon aan dat G precies één dekpunt x∗ = (ξ∗1 , ξ∗2 )T in D heeft.

(c) We definiëren x0 = (0, 0)T en xk+1 = G(xk) (voor k = 0, 1, 2, . . . zolang xk in D blijft). Zij

x4 = (ξ4,1, ξ4,2)
T en x5 = (ξ5,1, ξ5,2)

T. Er blijkt te gelden dat fl6(ξ4,1) = 1.636 28, fl6(ξ4,2) =

0.514 132, fl6(ξ5,1) = 1.675 33 en fl6(ξ5,2) = 0.584 385. Toon aan dat |ξ∗1 − ξ5,1| < 0.210 789 en

|ξ∗2 − ξ5,2| < 0.210 789.

(d) We kunnen x∗ ook benaderen door de methode van Newton toe te passen op (∗). Bepaal de

eerstvolgende Newton-benadering x1 als we starten met x0 = (0, 0)T.

Opgave A.21 U en V zijn matrices met n rijen en m kolommen. A is een reguliere n×n - matrix

en I + V TA−1U een reguliere m × m - matrix (n ∈ N,m ∈ N).

Bewijs dat A + UV T een reguliere n × n - matrix is en dat

(A + UV T)
−1

= A−1 − A−1U(I + V TA−1U)
−1

V TA−1

(dit is de formule van Sherman-Morrison-Woodbury (zie ook opgave 8.11)).
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